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Exercice 1 (Centrale 2015, rapport du jury. Cet exercice a été donné aux Mines en 2021 et en
2024)

Soit la fonction définie par :
2

(" dt
f(x) N /1/36 V1483
1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f. Préciser les limites de f aux
bornes de D.

2. Etudier la continuité de f sur D.

3. Dessiner l'allure de la représentation graphique de f.

Correction
1.VE>—-11+#>0
1+ (-1)2*=0

Vi< —-11+t3<0

Siz < —1, alors |—; 22
T

C]—1;+oo[ donc f(x) est défini : intégrale sur un segment d’une

fonction continue sur ce segment.

1 1
Sixz = —1, on a affaire ix/ ———dt qui est impropre a gauche.
avie ! ) prop f |
1483 = (14+t)(1 —t+1t2) ~_1 3(1+1t) donc ~_1 —-——— donc la fonction
(+0) ) ~-1 30140 e VB

1
V1413

1
Siz €] —1;0,ona~<—1<a?et f(z) n'est pas défini.
x

t—

est intégrable sur] — 1;1] et f(—1) est défini.

1
Sixz =0, f(x) n’est pas défini car — ne l'est pas.

1
Enfin si > 0 alors [;mﬂ C|0; +oo[ donc f(z) est défini : intégrale sur un segment
x

d’une fonction continue sur ce segment.

Ve < —1 f(z) /0 dt +/x2dt
xT — xTr) =
1z V1+t3  Jo V1+1t3
X dt

D’apres le théoréeme fondamental du calcul différentiel intégral : / — 0.

p ) & 0 1+t X0

dt¢
Par composition des limites : / —0=0
P 1)z V1+ 13 z—=—00

! 1d la fonction t — t intégrabl R
—_—~ —— donc la fonction ——— est intégrable sur .
Vit sk Vit & *

1
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On montre de maniére similaire :
f@) —— | T I ey )
vl S VIHB S0 VI S Vi

fla) — — [T
z—0t 0 RV, 1 —|— t3

+oo
D= Ve
xr—r—400 1 + t

2. Si on note F' une primitive de la fonction ¢ —

Va €] - o0; ~1[U]0; +00] f(x) = F(a?) — F (;

Sous cette forme, f est de classe C* sur | — oco; —1[U]0; 1] et on a vu dans la question
précédente que f est continue en —1.

1
V1413

définie sur | — 1; 400, on a :

Yz €] — oo; —1[U]0; +oo[ f'(z) = 22F'(x?)+ %F’ (i)

2z n 1
Vi+a26  rx(z3+1

Ve >0 f'(z) >0

f est strictement croissante sur R .

f(x) — 7 400 donc la courbe aura une tangente verticale au point d’abscisse —1.
T——
r<—1

2z/z(23 + 1) + V1 + 28
V1+ 28/ z(z3 +1)
43 (x3+1) —1—2ab
(2zv/x (23 + 1) — V1 + 2%)V1 + 26/z(2? + 1)
avec 2z\/x(x3 +1) — V1426 <0
320 + 423 — 1
(2zv/x(23 + 1) — V1 + 2%)V1 + 26/z(2? + 1)

Ve < -1 f'(z) =

On introduit alors le polynome P(X) = 3X2 44X — 1.

4=V 24VT VT -2
3

Ses racines sont r; = 5 —1.55 et ry =
3(x® — 1) (23 —1r9)

(2zv/x(x3 + 1) — V14 25)V/1 + 26/2(23 + 1)
On note zg = 3/r ~ —1, 16.
f est décroissante sur | — oo; x| et strictement croissante sur [zg; —1].

> 0.

Ve < —1 f'(x) =
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Exercice 2 (Centrale 2024)

Soit E = {f € C°(R4,R) tq f? est intégrable sur R, }.

1. Montrer :
Y(f,g) € E? fg est intégrable sur R .
2. Montrer que E est un espace vectoriel .
3. Soit f de classe C? telle que f et f” appartiennent & F.
Montrer que f' € E
Correction
1. Soit (f,g) € E.
2, .2
V(r,y) € B foy| < T Y
Eg effth : )
Pyt 1 (171 — ly)
5 eyl = 5 (e + |y = 2Jal ly]) = *= 5= > 0
Ve e Ry [(fg)(@)] = [f(@)g(x)] = |f(z)|lg(z)]
@) +lg@) _
< 5 < [f@)]* +|g(=)?
Or |f|? +]g|? est intégrable sur R, donc fg est intégrable sur Ry
2. E est inclus dans C°(Ry,R) et contient la fonction nulle.
FE est stable par combinaisons linéaires :
Soit (f,g) € E? et (\, u) € R2.
(Af + 1g)? = N2 f2 + 2 ufg + pu?g? est une combinaison linéaire de fonctions intégrables
donc une fonction intégrable.
3. Soit f de classe 02 telle que f et f” appartiennent a F.

Vz € R, / P82 dt = f(z)f' () — £(0)F(0) — /0 £ F/(8) dt.
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T 400
D’apres la premiére question : / f@)f" () dt = / fOf'#)dteR
0 a—=+oo Jo

2 n’est pas intégrable sur R .

Supposons que f’ n’appartiennent pas a F ie (f')
X
Comme c’est une fonction positive, / (f' (1)) dt —— +oc.
0 T—r+00
On a alors f(x)f'(z) —— +o0.
r—+00

Donc :
Jdzg > 0 tq Vo >z f(x)f'(z) > 1.

Vo > g f(x)? — fx0)? = /x i 2f(t) f(t) dt > 2(x — x0)
Donc :

Vo > a9 0 < 2(z — x9) < f(x)?
f? étant intégrable sur Ry, o+ 2(x — x0) est intégrable sur R, : c’est absurde.

Exercice 3 (X 202/4)

+00 +oo
Pour g de R, dans R continue telle que / g(t)? dt converge, on pose ||g||, = / g(t)? dt.
0 0

“+oo “+oo
Soit f de Ry dans R de classe C? telle que f(0)f'(0) = 0 et / f(t)?dt et / ()2 dt
0 0

convergent.

+o0o
Montrer que [ f'(t)? dt converge et |3 < [1£]l 1"l
0
Correction
ff fait penser & la dérivée de f2 donc on écrit :
Vt € Ry f(t)? — = 2 / f(x)f'(z)dx mais cela ne permet pas d’exploiter 1’hypothese

f(0)f(0) = 0.
La dérivée de ff est (f')? + ff” donc :

Vi € Ry SO0 = 1070 - 7050) = [ (Far+ 5@ @) dr = [ fwrae+

[ s

+oo
Supposons que l'intégrale / f'(z)? dz diverge.
0

t
La fonction (f)? est positive donc / f'(x)?dz —— +oo.
0 t——+o0

2 b2
V(a,b) € R? |ab| <
2 1 p? 1
En offet : & — Jabl = 5 (jal = b)* > 0
Donc : )
Vo e RIf(2)f"(z)| < 5U@V+f%@%

t
Donc la fonction ff” est intégrable sur Ry et / f(x)f"(z)dz PR AER
0 (o)
/

On en déduit qu’il existe to € Ry tel que :
W>mefU
Vi > to £(£)° +2/ FOF/(£) db+2(t — to) —— +o00
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Donc il existe t; € Ry tel que :
V>t f(t)?>1>0
f? étant intégrable en 400, la fonction ¢ — 1 est intégrable en +oo.

+oo
C’est absurde donc 'intégrale / f'(z)? dz converge.
0

On en déduit f(t)f'(t) —— e f(z)? dx + /+OO f(x)f"(z)dz € R noté p.
0

t—+o0 0
On suppose u # 0.

f(@&)f'(t) ~ p avec t — p non intégrable en +o0o donc ff/ n’est pas intégrable en +oco
t
Mais f f” est de signe constant (celui de p) au Voisinage de +oo donc / f(@)f (z)dx ﬁ +oo
o

t 1
Mais / F@)f (@) de = 5 (f(t)2 - f(0)2) 2 done / f@)'(2) de —— +oc
0
On en déduit f(t)* = 242 / fz)f'(z)dx P +o0 et on conclut comme ci-dessus.
+oo
On en déduit que p =0 ie (av)2 dz = —/ f(x)f"(z) dz.
0 0

+oo
Si on note E I’ensemble des fonctions continues de Ry dans R telles que / f(t)?dt alors :
0
e E est un sev de C°(Ry,R)

—+00
e L’application ® : (f,g) € E* — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire.
0

2
o 7117 == [ /7)< I 1< fllz 1]l par Cauchy-Schwarz
Le troisieme point découle directement de ce qui précede.

Pour le premier point :
e ECC'(R.,R)
e La fonction nulle est dans F.
¢ V(f,9) €EO0<(f+9)?=f"+9g*+2fg <2f* +2¢°
Donc :
V(f.9) €E f+geE
La stabilité par produit externe est facile.
Pour le second point :
e V(f,9) € E* |fg| < f* + ¢
Donc pour tout (f,g) € E?, la fonction fg est intégrable sur R,.
L’application ® est bien définie.
e La symétrie est facile : le produit des réels est commutatif
e La bilinéarité de ® découle de la linéarité de l'intégrale.
e Si f est une fonction de E différente de la fonction nulle alors f? est une fonction différente

+oo
de la fonction nulle continue, positive et intégrable sur R4 donc ®(f, f) = / f(t)?dt >
0
0

Exercice 4 (Ens 2025)

Soit f : R — R une fonction de classe C! telle que f(z) = 0 pour |z| > 3. Montrer que :

e f(fv)!>4 <o T@r) ([ irwr)
Correction

La valeur absolue dans les intégrales ne sert & rien : pour un réel ¢, |¢|*> = ¢2. Elle serait utile
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si f était a valeurs complexes, mais on est obligé de supposer f a valeurs réelles pour que la
résolution de I'exercice puisse se faire avec les outils du programme.

La convergence des intégrales ne pose aucun probleme car f est nulle en dehors du segment
[—3;3].

wer\ 33 ol =o<a ([ 1s@P) ([1rwr)
Par continuité de f, f(—3) = f((3) =0.

vee a3 |r02] = |- s =| [ () @ad =2| [ sorwal
2 </+OO |f($)|2> v </+OO |f’(x)]2> v par Cauchy-Schwarz

< - _
On a donc : 4o +00
wer ol < ([ @) ([ Ir@P)
Donc :

swp (7)) <4 ([ 1) ([ 1r@r)

La fonction x — 2% étant croissante sur R, on en déduit :

(iﬁ% f(ﬂ:)!>4 <o([Twwr) ([T rr)

Exercice 5 (Ens 2024)

Soit f : R} — R une fonction de classe C', a valeurs dans R, décroissante et intégrable sur R .

/(@) /()
1. On suppose que ) m 0. Montrer que f;m F(O)dt oo
!/
2. On suppose que ff((xx)) T Que dire de xll}riloo % ?

Correction

f est a valeurs dans R :

Ve e Ry f(z) >0

f est décroissante :

Ve e RY f'(z) <0

f est décroissante et minorée par 0 donc f(x) PR leR;.
Sil# 0 alors f(z) ~4o0 [.

Or f est intégrable en +o0o donc x — [ aussi.

C’est absurde donc [ = 0.

1. Soit € > 0.
dxg > 0 tq Va > xg
On en déduit :
Ve >xg — €<

—~

'(z)
)
On multiplie par f(z) >0 :

Vo > a9 —ef(x) < f'(x) <ef(x)
On en déduit :

<e

=
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Vo > zoVy >z —e/yf(t)dtg/yf/(t)dtge/yf(t)dt
D’ou : my ’ xy
Vo zaoty > o —e [ fOdt< f) - f@) <e [ par

On fixe z et on fait tendre y vers +oo :
+o00o

Ve > ao —e/+oof(t)dt§ () §6/ F(t) dt

, . xT xT
On en déduit :
—+o0

Vo zao |f@] < [ f@)d

xr
puis :

f(z)
S () de|
2. Soit A < 0. )

dzg > 0 tq Vz > xg f((;)) <A

f
On multiplie par f(x) >0
Vo > zo f(x) < Af(x)
On en déduit : y ’
Vo > zoVy >z / ft)dt < A/ f(t)de
D’ou : ’ y y
Vo > aoVy > @ f(y) — flz) < A/ £t dt
On fixe z et on fait tendre y versx—}—oo :
+00
Vozao —f@) <A [ f@)at
On en déduit : ‘
Vo > xg Jr;fi <
L f()de
Donc —f(@) > —00
[ f(t)dt wooo
f(x)
L7 f(t)dt oo

Vx > xg

Finalement :

Exercice 6 (Ens 2025)

Soit n € N. Déterminer un équivalent quand ¢ tend vers +oo de
1
Ap(t) :/ sin? (xt)z" 2dx
0

Correction

Soit t € RY..

La fonction = + sin? (xt)2" 2 est continue sur ]0; 1] et quand x tend vers 0, elle est équivalente
a t22™ donc elle est prolongeable par continuité en 0 et A, (t) est bien définie.

Faire tendre ¢ vers 400 sous l'intégrale n’avance pas a grand chose : la fonction sin n’a pas de
limite en +o0.

On fait donc un changement de variable pour sortir ¢ du sinus. On pose y = zt.

t n—2 1 t
0 ¢ t 1

t
Se pose donc la question du comportement quand ¢ tend vers co de / sin? (y)y"_2 dy
0

7



Révisions 2026 Classement thématique

oo sin?(y)

Sin =0, la fonction y ~ sin? (y)y" 2 = 5 est intégrable sur R (car c’est un grand O de
Yy
7 en +oo) donc :
t +00 qin?2
9 peo sin” (y)
/0 sin® (y)y" “dy ——— /0 2 dy >0
+00 gin?
Donc Ap(t) ~t—+o00 t/o yz(y) dy >0
+oo S‘ 2
On peut montrer que / m Q(y) dy = g mais cette question n’est pas abordée dans I’exercice.
0 Y
+00 gip2
Dans le cas n = 1, on a affaire a / M dy dont on peut commencer par étudier la nature.
0 Y
t sin? (y) 1 sin? (y) t1 — cos(2y)
vVt > 1 —=dy = —=dy + 27dy
0 Y 0 Y 1 Y
Lsin? (y t cos (2
[ Ly [,
oy 12y

- 11n(t)+/olsinz<wdy—<{sm2y] / i T )

2
1 L sin? (y) sin (2t) sin ( 1
- It d 2
5 (®) +/0 y T T "1 /
. sin (2y) o
La fonction y — 5 est intégrable sur [1; +o0[ donc :
Y
t ain2 1
/ W) 4, — L)+ 0()
oy 2

Donc : .
A1(0) o0 5 0 (1)

On suppose désormais n > 2.

1 t
VE>1A,() = Y /0 sin® (y)y" > dy

1 T _ 1 t1 —cos(2 _
_ /0 sin? (y)y" 2 dy + /1 ( y)yn 2 4y

n—1 tn—1 2
| D 1 1 1 1t
— 1 - d _ = 9 n—2 d
t”_l/o sin” (y)y y+ 1 (3m=1) " 2= D) 2/1 cos (2y)y y

1 1 sin (2 t t sin (2
- m + 0(1) - on—1 ([ é y) yn—Z]l —/1 éy)(n — Q)yn—?, dy)

1 sin (2t)  sin (2t) 1

t
2n—1) +o0(1) 1 + 1 + 475”*1/1 sin (2y)(n — 2)y y

1
Sin = 2 alors le dernier terme est nul et Ay (z) a5 Cette limite étant strictement positive,
—+00

c’est ’équivalent cherché.
Sin>3,onapourt>1:

t t
’/ sin (2y)(n — 2)y" 3 dy‘ < / (n—2)y" 3dy=t""2—1.
1 1
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On en déduit A, (x) . Cette limite étant strictement positive, c¢’est I’équivalent

t—=+oo 2(n —1)
cherché.
Exercice 7 (Ens 2025)

Soit a > 0. Montrer que
R

fr(y) = /1 t:COS(ty)dt

admet une limite finie lorsque R tend vers 400 pour y > 0. On note f(y) cette limite. Déter-
miner un équivalent de f(y) quand y tend vers 0.

Correction
Soit R > 1ety > 0.

yR ,a d yR
frly) = / Y_ cos (:c)—x = y“il/ x~%cos (z) dx
Yy x® ) Yy

changement de variable x = yt pour se ramener a une intégrale étudiée en cours

1 L
= y° [27%sin ( +a/ Lgin (2) da
y

. R yR
B sma(y ) sin( —|—a/ sin ( 1
y Roa y anr

S R
a > 0 donc i (yF?)
y*RY  R—+oo
sin () 1

Vo > Y xa—&-l — xa—&—l

. L . sin (x)
et la fonction z = —— est intégrable sur [y; +-oo[ car a + 1 > 1 donc la fonction z +— |— =i

x x

1
est intégrable sur [y; +o0].
D’ou Dexistence de fo(y) et la formule

o0 sin ()

sin (y) _
Yy >0 fooly) = — ) + ay® l/y i
sin (y) 1
0
AN
sin () 1 ' ' +00 gin (z) +00 5in ()
Tpatl 0T g done si a €]0; 1] /y xotl dz yj) 0 xatl dreR
y>0
0 gin ()

ye! yTO +oo donc foo(y) ~ ayafl/o dx si cette intégrale est non nulle. Cette

y>0
difficulté est négligée dans le corrigé de I’Ens.

400 qj 100 ,(k+1)m o
/ sin (x) de — Z/ sin (x) e
0 k

xa—&-l

anrl = Jir xa+1
“+o00 T . t
_ Z(—l)k/ sin () g
= o t+km
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On a donc affaire a une série alternée dont le terme général tend vers 0 (on sait déja que la série

converge).
De plus :
in (¢ in (¢
vk € Nt €)0; a] — 20 sin ()
t+(k+1)m t+kr
Donc : i (s S
¥k €N Sm()dt</ sin(f)
o t+(k+1)m o t+km
+00 gf
On en déduit / 0 (2) g
0 z®

) , . o0 sin (x) +o0 . L.
Dans le cas a > 1, on a envie d’écrire / T do ~ / — dx mais il faut le justifier
xra+ y xra
et I'intégrale diverge pour a = 1.

De plus la primitive n’est pas la méme pour a =1 et a > 1.

On commence donc par le cas a = 1.
0 gin (z) Lsin (z) L dx o0 gin ()
/ 5 dx—i—ln(y)’ = / .~ dx—/ ?—i-/ 5 dz
Y Y y 1 X

Yy €]0; 1]

x
1 |qi _ +oo
< / |sm(:vg x| der/ ig
y x 1 x
L dx
< / - + 1 avec l'inégalité de Taylor-Lagrange
y
3
< 5 =o(n(y)

Donc /+OO sir;gx) dz ~ —In(y) puis foo(y) ~ —In(y)
Y

On suppose désormais a > 1.

0 gin () yt=e Lsin (z) L dx 1 +° gin (z)
VyE]O;l[/ Tt da:—a_l = ‘/y Tt dz — E—i—l_a-i-/l e dz
Llsin (x) — o +oo dg
< / m1+a dz + ) +/ plta

oo dx
< 2$ pr i 1 + /1 Tra avec l'inégalité de Taylor-Lagrange
O(l) sia<?2

O(In(y)) sia=2

O (y*™9) sia>2

- ol

+00 of 1—a
Donc / sin (2) dx ~ vy
]

xl—&-a a—1
Dot fuly) —s 14+ % = 1
ou Jal¥ y—0 a—1 a-—1

y>0
Comme cette limite est non nulle, c’est I’équivalent cherché.
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