Centrale Maths 2

Planche 1 (Maé)

Pour n € N*, on note £ = M, (R) et J,, la matrice de E dont tous les coefficients sont égaux a

1.

EF—R

. Montrer que {

i=1j=1
E?2 >R

est un produit scalaire.
(A, B) — tr (AT B)

. Donner les définitions de O, (R) et de SO, (R).

Montrer que C admet un maximum et un minimum sur O,,(R) et sur SO,,(R) (on suppose
que ce sont des fermés bornés).

3. Coder C sur Python.

4. Le code suivant permet de générer une matrice orthogonale aléatoire a n lignes et n

colonnes avec probabilité 3 d’appartenir a SO, (R).

from scipy.stats import ortho_group
def ortho(n):
return ortho_group.rvs(dim=n)

En utilisant N = 8000 appels a cette fonction pour n = 2, 3,4, 5, 6, effectuer une conjec-
ture sur le maximum et le minimum de C sur O, (R) et sur SO, (R).

5. Ecrire C(M) a l'aide de J,, et de M.
6. Montrer qu'il existe P € O, (R) telle que P.J,PT = Diag(n,0,...,0).
7. Montrer que M +— PT M P établit une bijection de O, (R) sur O, (R) et une bijection de

8.
9.

SO, (R) sur SO, (R).
Démontrer la conjecture de la question 4.
Montrer que O, (R) et SO, (R) sont des fermés bornés de E.

Correction

1.
2.

Cela a été traité en cours.

Les définitions de O,(R) et de SO, (R) sont dans le cours.

C est continue car linéaire entre espaces de dimensions finies.

Si on suppose que O, (R) et SO, (R) sont fermés et bornés alors le théoreme des bornes
atteintes permet d’affirmer que C admet un maximum et un minimum sur O, (R) et sur
SO, (R) (ces ensembles étant bien non vides car ils contiennent la matrice I,)



3. import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def C(M):
n=M. shape [0]
s=0
for i in range(n):
for j in range(n):
s+=M[1, j]
return s
4. N=80000
n=2
min0,max0,minS0,maxS0=n,n,n,n#valeurs de C pour I_n
for i in range(N):

M=ortho (n)

c=C(M)

if c<minO:
min0O=c

elif c>max0:
max0=c

if alg.det(M)==1 and c<minSO0:
minS0=c

elif alg.det(M)==1 and c>maxS0:
maxS0=c

print (min0,max0,minS0,maxS0)

permet de conjecturer que le minimum de C sur O,(R) et sur SO,(R) vaut —n et le
maximum n.

5. Les calculs faits dans la premiere question donnent C(M) = (J,, | M).

6. J, est symétrique réelle donc il existe P € O, (R) telle que D = P.J,, PT est diagonale avec
sur la diagonale de D la liste des valeurs propres de J,, comptées avec leurs multiplicités.
Jn est de rang 1 donc avec la formule du rang 0 est valeur propre de J,,, le sous-espace
propre associé étant dee dimension n — 1 (on suppose n > 2, le cas n = 1 étant de peu
d’intérét vu que O1(R) = {(—1); (1)} et SO1(R) = {(1)}).

Jn étant diagonalisable, n — 1 est aussi la multiplicité de 0.
Jn a une derniere valeur propre, qu’'on calcule avec la trace de J,, : c’est n.
D’ou le résultat.

7. Si M € O,(R) alors f(M) = P'MP € O,(R) comme produit de 3 matrices orthogonales.
Si f(My) = f(Ms) alors PTM; P = PTMyP. Les matrices PT et P étant inversibles, on
en déduit My = M. f est donc injective.

Soit M € Oy (R).
M' = PMPT € O,(R) et f(M') = M donc f est surjective.

Si M € SO,(R) alors g(M) = P'MP € O,(R) comme produit de 3 matrices ortho-
gonales.

De plus det (g(M)) = det (PT)det (M) det (P) = det (M)det (P)* = det (M) = 1 car
det (P) = £1

Si g(My) = g(Ms) alors PT M P = PTM,P. Les matrices PT et P étant inversibles, on



en déduit M7 = Ms. g est donc injective.
Soit M € SO, (R).
M' = PMPT € SO, (R) et g(M') = M donc g est surjective.

8.
MIenOaf%R) (C(M)) = MIenOa:%R)(C (PTMP)) d’aprés la question précédente
— T _ T T _
= e ((Ju | PTMP)) = e (tr (JuP"MP)) car JT = Jy
_ T —
= Mrenoi}%R) (tr (PJnP M)) = MIEI})S;}%R) (tr (DM))
= ) = e (m)

Les coefficients d’une matrice orthogonale sont compris entre -1 et 1 : la somme des carrés
des coeflicients de chaque colonne vaut 1. Comme c’est une somme de nombres positifs,
on en déduit que le carré de chaque coefficient est majoré par 1.

De plus pour M = I,,, m1,1 = 1 donc e (C(M)) =n.

€0n(R)
On montre de méme min (C(M)) = —n, (cas d’égalité M = —1,), max (C(M))=
MeOn (R) MeSOn(R)
n (cas d’égalité M = I,,) et min (C(M)) = —n (cas d’égalité M = Diag(—1,—-1,1,...,1))
MESOy (R)

On observera que la matrice —1I,, n’appartient & SO, (R) que dans le cas n pair. On ob-
servera également que si n = 1 alors " rél(i)n(R) (C(M)) =1, SO1(R) se réduisant a la seule
€

matrices 1.
9. Comme remarqué dans la question précédente, les coefficients d’une matrice orthogonale
sont compris entre -1 et 1 donc Oy (R) et SO, (R) sont bornés.
Pour montrer qu’ils sont bornés, on utilise la caractérisation séquentielle.
Soit (Mp)pen une suite de matrices de O, (R) qui converge vers M € E.
Vpe N MM, =1,
En passant & la limite M7 M = I,, et M € O,(R).

Soit (Mp)pen une suite de matrices de SO, (R) qui converge vers M € E.
Vp € N MM, = I, et det (M,) =1
En passant & la limite M7 M = I, et det (M) = 1 donc M € SO, (R).

Planche 2

2

1. Montrer que la suite définie par ug €]0;1[ et pour tout n € N, up1 = us,

trouver sa limite.
2. (a) On pose up = 0,2 et vg =0,7.
On prend x dans {0, 25;0,5;0,9}.
On définit deux suites (up)nen €t (vp)nen par les relations de récurrence :

converge et

Unt1 = (1 — 2)uy + z0,
Unt1 = TUp + (1 — z)v,

Tracer les 30 premiers termes des deux suites grace a un programme Python et conjec-
turer leurs limites.



(b) Démontrer cette conjecture.
Indication : on pourra commencer par étudier (u, + Vp)neN

3. (a) On pose ug =0,2 et vg =0, 7.
On prend z dans {0, 25;0,5;0,9}.

On définit deux suites (un)nen €t (vn)nen par les relations de récurrence :

x
Upt1 = (1 — x)uy, + 5 Un

T
Unt1 = 5ln + (1 —z)v,

Tracer les 30 premiers termes des deux suites grace a un programme Python et conjec-
turer leurs limites.

(b) Démontrer cette conjecture.
Indication : on pourra commencer par étudier (max (|u,|, [vn|))nen

4. Tl restait 4 autres questions ot on démontrait les mémes résultats en utilisant des normes.
Il me parait plus intéressant de redémontrer les résultats précédents avec la réduction des
endomorphismes.

Correction

1. La fonction x — 22 étant définie sur R, la suite ne pose aucun probléme de définition.
vz €]0;1] 22 €]0;1]
Donc par une récurrence facile :
Vn € Nu, €]0;1]
On en déduit :
Vn € Ny — tp = u2 — tuy = up(uy, —1) <0
La suite (u,) est donc décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge et sa
limite { vérifie 0 <[ <wug <1
Par ailleurs en passant & la limite dans u, 1 = u2, on obtient [ = I ie [ € {0;1}.
Finalement, [ = 0.

2. (a) import matplotlib.pyplot as plt
w 0,v_0=0.2,0.7
x=0.9

uv=[u_0,v_0]

les i,les u,les _v=[0],[u 0], [v_0O]

for i in range(30):
ui,vi=uv[0],uv[1]
uv=[(1-x)*ui+x*vi,x*ui+(1-x)*vi]
les_i.append (i)
les_u.append(uv[0])
les_v.append(uv[1])

plt.plot(les_i,les_u)
plt.plot(les_i,les_v)
plt.show()



On obtient pour x = 0,25 :

0.7 A

0.6 1

0.5 1

0.4 A

0.3 A

0.2 A

o4
w

10 15 20 25 30

pour x = 0.5 :

0.7 4

0.6

0.5 A

0.4 A

0.3 1

0.2 A

pour x = 0.9 :

0.7 A

0.6 1

0.5 1

0.4 A

0.3 A

0.2 A

0 5 10 15 20 25 30

ug + Vo

On conjecture que les deux suites convergent vers 0,45 = 5



Vne€Nupi1 +op41 = (1 —2)uy + 20, + 2uy, + (1 — 2)v,
= l-z+4+2)up+ (x+1—2)v,

= Up+ Up
On en déduit par récurrence :
Vn € Nu, + v, =ug+ v
Vne€Nup1 —vpp1 = (1 —2)up + 2o, — 2uy, — (1 — 2)v,

= l—-z—2)up+ (x—1+2)v, = (1 —22)u, + (22 — 1)v,
= (1 —=2x)(up —vy)
On en déduit par récurrence :

Vn € Nuy, — v, = (1 —22)"(ug + vo)
Si z €]0;1] alors 1 — 2z €] — 1;1[ donc (1 — 22)" ——— 0

n—4o00
Donc u, — v, ——— 0
n—-+o0o
1
On en déduit up = = ((up + vy) + (un — vr)) Mo+ v ainsi que
2 n——+00 2

1 uo + Vo
v =3 ((up +vp) — (up — vp)) P 5

On utilise donc uniquement ’hypothese = €]0; 1], ug et vy étant quelconques.

Autre méthode
On note s = ug + vg.

VneNu,p1 = (1 —2)up+2v, = (1 — 2)uy + (s — up)
= (1 —-22)u, +xs

et on reconnait une suite arithmético-géométrique dont 1’étude est classique.
3. (a) On obtient pour x = 0,25 :

0.7 A

0.6

0.5 4

0.4 A

0.3 A

0.2 A

0.1 A

0.0 1 -

pour z = 0.5 :



0.7 A
0.6 1
0.5 A
0.4 A
0.3 A

0.2 1 \
0.1 .

pour x = 0.9 :

0.7 1
0.6
0.5
0.4
0.3 1

)
0.1 \\

0.0 1 ——

0 5 10 15 20 25 30

On conjecture que les deux suites convergent vers 0.

(b) On suppose toujours x €]0; 1] et on note M,, = max (|un|, [vn])-
x T

¥ € N Juns1] < (1 —2) [un| + 5 fon] < (1 - 2) M,
x T

Vi € N [ons1] < 2 Junl + (1 - 2) o] < (1 _ 2) M,

On en déduit :

Vn e N My, < (1—926)Mn

puis par récurrence :
T

n
YneNO< M, < (1—2) My
Size]0;1falors 1 — & e |0l o] = 131 done (1- 2} — 0
i z €]0;1[ alors 5 5 :1[ donc 5 T
On en déduit M, — 0 puis avec les inégalités 0 < |u,| < M, et 0 < |v,| < M,,
n—

u, — 0 et v, —— 0.
n—0 n—-0

Planche 3 (Clarisse)

Une puce peut se déplacer le long d’un axe gradué en faisant 3 sauts vers la droite : de 1



graduation, de 2 graduations ou de 3 graduations.
On suppose qu’en t = 0, la puce est en 0. Le temps est supposé infini. Les sauts sont indépendants.
On pose Vn € N, A,, : "la puce est allée sur la graduation n” et u, = P(A,)

1. Calculer ug, u1, et us.

2. On pose pour tout n € N, G,, la variable aléatoire qui vaut la graduation ou est la puce
a l'instant n.
Donner G, (2) et montrer que Vn € N, P(G,, > n) = 1.

(s)

3. (a) Ecrire la fonction Estimation(n,s) qui réalise une estimation de P(A,), notée p;, ",

(d)

en répétant s fois la simulation réalisée Sim(n).

Sim(V) fait une simulation des N +1 premiers instants du trajets de la puce et renvoie

la liste des graduations ou elle est allée (fonction fournie).
Par exemple

import numpy.random as rd
def sim(N):
res=[0]
for i in range (N):
X=rd.randint(1,4)
res.append(res[-1]+X)
return res

Estimer uqg avec s = 1000.

Ecrire la fonction Suite(n) qui renvoie v, sachant que :

_ _ 1 _ 4 _ UptUnt1+Un42
vo = 1,v1 = 3,v2 = § et vy 3 = R
Calculer vg.

(s)

A Taide de la fonction Compare (fonction fournie), qui trace (pp
s € {10,100, 1000, 10000}.

Conjecturer le lien entre u, et v,.

Tracer v, sur ses 100 premiere valeurs.

En déduire le comportement asymptotique de v.

4. Montrer la conjecture de la 3.(c) en utilisant G

t

(b)

0 1 0 Up,
.(a) Onpose: A= |0 0 1| etY,=|un1
11 1
3 Un+2

3 3
Montrer que Y, = A™Y.

Montrer que Sp(A) = {1, 2,Z} avec z un complexe a préciser.
Calculer le module de z

6. Des questions supplémentaires non traitées
7. Montrer que la suite (u,) converge.
8. Donner un vecteur propre Z de la matrice A” pour la valeur propre 1.
9. Montrer :
vn e N Z1Y, = ZTY,
10. Conclure.
Correction

- Un)ne[[o;9]] pour



1. On note X; la valeur du i-éme déplacement.
(X )nen+ est donc une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la
loi uniforme sur {1;2;3}.
D’apres I’énoncé, ug = 1.

1
U12:‘FXJ(1=:1):: —

w

u2ZP((Xlzl)ﬂ(ng1)U(X1:2)):%+%:g

A, signifie que la puce s’est trouvée a la graduation 2 mais pas forcément a Iinstant 2.

2. Gpn=>) Xp.

=1
On enkdéduit Gn(2) C [n;3n].
G, > n donc P(G, > n) = 1.
Reste une question : un nombre compris entre n et 3n peut -il s’écrire comme somme de
n nombres égaux a 1, 2 ou 37
Quand a décrit [0;n], a +2(n — a) = 2n — a décrit [n;2n] et 2a +3(n —a) = 3n —a
décrit [2n; 3n].
On a bien G, (2) = [n; 3n].

n

On observera que A,, = U (G = n) puisque a partir de U'instant n + 1 la puce est passé
a droite de la graduabtiorllc nl
3.(a) def estimation(n,s):
c=0
for i in range(s):
if n in sim(n):
ct+=1
return (c/s)
print(estimation(10,1000))
0.495
(b) def Suite(n):
if n==0:
return 1
if n==1:
return 1/3
if n==2:
return 4/9
return (Suite(n-1)+Suite(n-2)+Suite(n-3))/3

print (Suite(10))
0.49795932191908415

(c) import matplotlib.pyplot as plt

les_n=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9]

s=10000

les_p=[estimation(n,s)-Suite(n) for n in range(10)]
plt.plot(les_n,les_p)

plt.show()

On conjecture u, = vy,



(d) On est obligé de programmer récursivement la fonction suite :

def suite(n):
if n==0:
return 1
if n==1:
return 1/3
if n==2:
return 4/9
1=[1,1/3,4/9]
for i in range(3,n+1):
1=[1[1]1,1[2],sum(1)/3]
return(1[-1])

print(suite(10),Suite(10))

les_n=[n for n in range(100)]
les_v=[suite(n) for n in range(100)]
plt.plot(les_n,les_v)

plt.show()

. . 1
On conjecture que la suite (v,) converge vers 5

4. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
((Gl = 1)7 (Gl = 2)7 (Gl = 3))
Une justification orale suffisait pour affirmer que P(An43|G1 =1) = P(Apy2)

Vn >3 P(A,) = P(A,|Gi=1)P(G1=1)+ P(A, | G1 = 2)P(Gy = 2) + P(A, | Gy = 3)P(Gy = 3)
(P(An-1) + P(An—2) + P(An-3))

~ Wl —

Donc les suites (up) et (vy) vérifient la méme relation de récurrence avec les mémes
conditions initiales : elles sont égales.

5. (a) On commence par observer que Y, ;1 = AY,, et on en déduit le résultat par récurrence.

1 1 1
(b) Classiquement pour une matrice compagne y4 = X° — §X 2 §X ~ 3
2 1
1 est racine évidente et x4 = (X — 1) (X2 + §X + 3>
4 4 8 —14+1iv2 3
A= 57 3- "9 < 0 Donc Sp(A4) = {1;2;Z} avec z = —;Z\[ de module \gf <1

6. x4 est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.
3P € GL3(C) tq A = PDiag(1,2,z)P~!
Vn € NY,, = PDiag(1,2",z")P~1Y, T) PDiag(1,0,0)P~1Y
n (o0}

En particulier la suite (u,) converge.

10



1
—Z3 = 21

3
1
ATZ =7 — {21+ 23=1

22—|—ng:23

1
Z1 — X3

;

< 29 — —Z3

;

Z9 = —Z3
3

1
Le vecteur Z = | 2 | convient.
3

T
YneNZTY, . = ZTAY, = (ATZ) Y,

= 7',
et on conclut par récurrence.
1
1
9. A la limite,ona Z7 (1| = Z27Yy, = 27 §
| 9
DoncGl:3etl:§
Planche 4 (Antoine)
Soit (un)nen une suite réelle.
n “+o00
Pour tout n € N, on pose S,, = Z uy et sila série de terme général u,, converge, R, = Z U
k=0 k=n+1
1. On suppose que la série de terme général u, converge. Donner la limite de la suite

(Rn>n€N-
1
2. Donner la nature des séries Z (ni—i- et Z arctan (

)
n>0 (n + 1) n>0 n+1

1
Dans les questions 3 & 6, u,, = arctan ( )

vn+1
3. Sur Python, tracer In (S,,) en fonction de In (n) pour n € [1,1001].
Conjecturer la valeur de « telle que S, = O (n®).

S,
4. Tracer —Z en fonction de n pour n € {1;101;201;...;10001}.
n

Conjecturer un équivalent simple de S, quand n tend vers +oo.

n
5. A Taide de Taylor-Lagrange, montrer : Z arctan (

Sarean () ~ 20

11



6. Prouver la conjecture de la question 4.

7. Soit (up)nen une série a termes positifs telle que ug > 0 et Z uy, diverge.
n>0

En étudiant In <1 - un> donner la nature de Z n pour a €]0; 1].
Sh 250 Sg

8. 3 autres questions
Correction

1. C’est du cours : R, —— 0.
n—-+o0o

2. n+ 1~ n et ce sont des infiniment grands donc In (n 4+ 1) ~ In (n).
320 (n+1) N In (n)

(n+41)2 V/n  n—+oo
In(n+1)
(n+1)2

On en déduit : n

Classiquement la série Z
n>0

1 1
vn + 1) Rk
la série Z arctan

1
>0 vn+1

3. import numpy as np
import matplotlib.pyplot as pypl

converge (absolument).

1
tout est positif et la série de terme général —- diverge donc

nl/2

arctan (

> diverge.

def u(n):
return np.arctan(1l/np.sqrt(n+1))

def S(n):
return sum(u(k) for k in range(n+1))
les_x=[np.log(n) for n in range(1,1002)]

les_y=[np.log(S(n)) for n in range(1,1002)]

pypl.plot(les_x,les_y)

4.0 1

3.5 1

3.0 1

2.5

2.01

1.51

1.0 1

0.5 A

12



La question est ensuite mal posée : si S, = O (n®) on a aussi S, = O (n5> pour tout
B> a.

Graphiquement, les points de coordonnées (In (n),In (Sy))) semblent alignés.

Il faudrait faire une régression linéaire mais celle-ci n’est pas dans les notices.

In (S1001) — In (Ss00) 0.59

In (1001) — In (500) ~—
On a donc, naivement, en posant a = 0,52, In(S,,) = aln(n) + 8 puis S, = ’n® =

O (n®).

. 1
On peut aussi penser que la bonne valeur est a = 5

. les_n=[1+k*100 for k in range(101)]
les_y=[S(1+k*100)/(1+k*100)**.5 for k in range(101)]
pypl.plot(les_n,les_y)

2.04

1.9 1

1.8 A

1.7 14

1.6

1.5

1.4 4

0 2000 4000 6000 8000 10000

S,
& 1

. S’agissant de séries a termes positifs divergentes, on a E arctan <

k=0 vk+1> n—+00 e

On conjecture

n
1
et kz:% N

La fonction arctan est C3 sur R.
arctan (0) =0

Vo € R arctan’ (z) =

+00.

1
1+ 22
En particulier, arctan’ (0) = 1
arctan est impaire donc arctan” aussi et arctan” (0) =0
Enfin par le théoreme des bornes atteintes :
dMs3 € R tq Vz € [0; 1] ‘arctan(3) (x)‘ < M;s
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange :

M.
Va € [0;1] |arctan (z) — x| < fx‘? < Msza2?

Donc : . L M
Vk € N* |arct _ < 3
e an<\/k:+1> \/k+1‘ (k1 1)3/2

13



On en déduit avec I'inégalité triangulaire :

n 1 n 1 n 1 1
Vn e N arctan () — = <arctan < > - )
kZ::O VE+1 kz::D m| kz::o VE+1 VE+1
n 1
< t —
- ,;arcan(\/kH) \/k+1‘
n n 1
< M;j < M3 ———cR
& i =M 2
Donc Zn: arctan ( ; ) — Zn: ! = =0 z”: !

On en déduit arctan ( )
2 a2

1
. La fonction ¢ +— —= est décroissante sur R’ et intégrable en 0 donc :

k+2 q¢ 1 k+1 gt
Vk e N

1 VE T VEFT T e WVt
Donc :

n+2 dt n n+1 dt
Vn € N / =< < /
>

Donc :

Vn e N2vn+2—

2<Z\h 2vn+1

Mais 2v/n 4+ 2 — 2 ~ 2y/n et 2y/n + 1 ~ 2/n donc Z

la question 5.

~ 2¢/n et on conclut avec

\ﬁ

. (uyp) est a termes positifs donc :

VneNS, >uy>0

De plus la série de terme général u,, diverge donc : S,, ——— +oc.
n—-+0o0

* Un | _ Sp — up _ Sn—1 _
Vn € N* In (1— S’n) =In <Sn> —ln< S, ) =1In(Sp—1) —In(Sy)

In (S,) —— +oo donc par le lien suite série, la série de terme général In (1 — u")
n—4o00 Sn

diverge.

. . Un, ;. ;. Un . s
Si la suite | —— ) ne converge pas vers 0, la série de terme général 5 diverge grossicre-
n n

ment.
U U U
Si la suite (n> converge vers 0, — ~ —In (1 — n) et tout est de signe constant.
Sn Sn Sn
U
Donc la série de terme général S—n diverge.
n
Soit a €]0;1].
S, —— 400 donc :
n—-+oo
Ing e NtqVn >ng S, > 1
On a alors :

Vn >ng S < Sp
On en déduit :

14



Un

Sa

n

Donc la série de terme général diverge.

Planche 5 (Julien)

Soient X7,...,X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes la loi
géométrique de parametre p.

On pose g =1 —p.

Soit M, la variable aléatoire max (X7i,...,X,).

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p.
Pour k € N, que vaut P(X <k)?
Rappeler 'espérance et la variance de X.

2. Que vaut P(M,, > k)?
3. La fonction suivante simule la variable aléatoire M, :

import numpy.random as rd

def M(n,p):
X=rd.geometric(p,n)
return (max (X))

On estime I'espérance de M,, en effectuant la moyenne de 103 appels & cette fonction.
Ecrire la fonction Python Esp(n,p) correspondante.

n
1
4. Ecrire la fonction Python H(n) qui calculer H,, = Z a
k=1
5. Tracer pour différentes valeurs de p, sur un méme graphe, les points d’abscisse n € [1;50]

Hy Hy,
, — + 1 et Esp(n,p).
In(g)" 1In(q)

Quelle conjecture peut-on faire ?

et d’ordonnées —

+oo
6. Montrer que E(M,,) = / (1 - (1 - qm))n dt.
0
Il y avait en tout 10 questions.
Je propose la restitution suivante :
7. Montrer : /

Om (1-(-a _p)t>”) dt < B(M,) <1+ /Om (1-(1-a _p)t)”> dt

8. A l'aide du changement de variable z = (1 — p)!, montrer :

+00 NG —H,
/0 (1_(1_(1_p)> >:ln(1—p)

9. Conclure.
Correction

1. Deux méthodes sont possibles :

VkeN*P(X <k) = P(O(X:l)) :f:P(XZZ)
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Cette formule reste valable pour k = 0.

Ou bien on dit que P(X < k) =1— P(X > k) ou P(X > k) est la probabilité d’échouer
aux k premieres tentatives soit ¢”.

VkeN*P(M,>k) = 1-P(M,<k)=1-P <ﬂX<k>

= 1- H P(X; <k —1) par indépendance
i=1

= 1-(1-¢Y)

. def Esp(n,p):
N=10**3
=0
for i in range(N):
s+=M(n,p)
return s/N
. def H(n):
return sum(1/k for k in range(1l,n+1))
. p=0.5
les_n=[n for n in range(1,51)]
les_yl1=[-H(n)/np.log(1l-p) for n in range(1,51)]

plt.plot(les_n,les_yl)

les_y2=[-H(n) /np.log(1-p)+1 for n in range(1,51)]
plt.plot(les_n,les_y2)

les_y3=[Esp(n,p) for n in range(1,51)]
plt.plot(les_n,les_y3)




On conjecture :

V(n,p) € N*x]0;1] —

Soit f Ry - R
- to1- (1= -p)"

f est continue par morceaux sur R; (mais elle n’est pas continue).
k k-1 k=141 n
VkeN*/O fHdt = Z/l f(t)dt:Z/l (1-(1-¢)") a
1=0 1=0
k—1

= > P(M,>1)

=0

I+1

On n’a pas encore justifié que M, avait une espérance. M, étant a valeurs entieres
positives, il suffit de prouver que la série de terme général P(M,, > k) converge.
Lorsque k tend vers 400, ¢* converge vers 0 donc :

P(M,>k)=1- (1 —ng" 4o (qk)) =ng® + o (qk) ~ ng*

On en déduit que la série Z P(M,, > k) converge.
k>0
On déduit alors du début de cette question :

k
| st —— B0

“+oo
f étant a valeurs positives, on en déduit classiquement que / f(t)dt converge et :
0

E(M,) = /;OO (1-(1-a-p")") a

VteRt—1< |t <t

p €]0; 1] donc In (¢q) < 0 et :

VieR(t—1)In(g) > [t|In(q) > tln(q)

On en déduit :

VieRg ™ > gl > ¢

puis :

VieR1—gtml<1—gltl<1—¢

Sit > 1, tout est positif et la fonction x +— =™ est croissante sur Ry donc :
Vi1 (1-g )" < (1-g)" < (1-¢)"

D’ou on tire : oo
(0 [ (-0

[ G-(a)as

Dans l'intégrale de droite, on fait le changement de variable C' strictement monotone

Sjoi—letona: .
[0y [ () aes [T ()
Plourtcompris entre 0 et 1, éna: °
l-¢t<0<1—¢gll<1-¢t

Donc on écrit :

0<(1-qW)" <(1-¢)"

D’ou :

1-(1-¢)"<1-(1-¢W)" <1

+o00

+o00

17



On en déduit :

[ =00y ars [' (1= (=) oo
et on conclut facilement.

8. Le changement de variable est C! strictement décroissant.

= ¢! donne :M uis dt = dz
7o donme =g P T g
e’} n 0 X
[0y = [asamon g
o1l - (1—a)n
- @h o™
B 1 1n—1 .
= ln(q)/o k:o(l—ac) dz
B 1 n—1 1 B .
= 1n(q)kz::0/0 (1—-2)"dx
S =y e e b
N ln(q)kz:%][ k+1 L
-1 n—1 1

—H, —H,
9. Vn € N* < E(M,) < +1
(g = P =0y ;
Comme (H,) diverge vers 4+o00, on en déduit E(M,) ~ 1_ ( T;
n (g
: : NN —In (n)
Enfin, on a tres classiquement H,, ~ In (n) donc on aboutira a E(M,) ~ (g
niq

Planche 6 (Nélia)

Soit E,, = {P € R,[X] tq P(0) = P(1) = 0}.
Soit B = {f € C'([0;1]) tq f(0) = f(1) = 0}.
1. Montrer que E est un espace vectoriel.
E,, est un sous-espace vectoriel de E, on ne demande pas de le démontrer.

2. Déterminer une base de F,, et donner sa dimension.

ExE >R
1
(f9) =< frg >1= / F(t)g(t) dt

mande pas de le prouver.
On note N7 la norme euclidienne associée.
E,xE,—R
1
(F.9) =< fg>0= [ F(Og 0t

On note Ny la norme euclidienne associée.

3. L’application

Montrer que ’application
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4. Une fonction phi_alea est donnée (sur papier ou directement sur la machine 7) qui calcule
Ni(P)

un polynoéme aléatoire de F5 et renvoie .
Na(P)

Je propose la fonction suivante :

import numpy.random as rd

from numpy.polynomial import Polynomial
import scipy.integrate as integr

import numpy as np

def alea(N): #simule une va qui suit la loi uniforme sur [-N;N]
x=rd.random()
return N*(2%x-1)

def phi_alea(n):
c=[]
for i in range(n-1):
c.append(alea(10))
P=Polynomial (c)*Polynomial([-1,1])*Polynomial ([0,1])
def £(x):
return P(x)**2
Ni=integr.quad(f,0,1)
def g(x):
return ((P.deriv (1)) (x))**2
N2=integr.quad(g,0,1)
return N1[0]/N2[0]

On demande ensuite d’importer les modules convenables :

import matplotlib.pyplot as plt

™ 2N1(R»)2>
No(F)? €[0;9999]

et d’écrire un code Python qui trace sur un graphe les valeurs de la suite (

ol les F; sont 10000 polynomes aléatoires appartenant a Es.
Quelle conjecture peut-on faire ?

5. Prouver votre conjecture.

6. Montrer : . .
VfeE / f#)?dt < / fl(t)*dt
0 0
7. Montrer pour tout n > 2 :
M, € RY tq VP € E, Ni(P) < M,,N2(P)
Correction
1. On montre que E est un sous-espace vectoriel de C1([0; 1]).
e E CCH[0;1]) : clair.
e La fonction nulle appartient a F.
e F est stable par combinaison linéaire :
Soit (f,g) € E? et (A, u) € R2.
(Af + 1g)(0) = Af(0) + ug(0) = A0+ p0=0
(Af +rg)(1) = Af(1) + pg(1) =A0+p0=0

19



2. E, est 'ensemble des multiples du polynéme X (X — 1) qui sont de degré inférieur ou
égal a n.
Par conséquent, si n = 0 ou 1 alors E,, est réduit au polynéme nul et F,, est de dimension

nulle.
Sin > 2, E, a pour base par exemple (XkH(X — 1))O<k< ) et F, est de dimension
<k<n—
n — 1.
1
3. @ V(f.g) € B2 < f.g>= / G at= [ g0t dt=<g.f >

e Soit (f,q1,92) € E et (A, \2) € Rz

< fo Mg+ Aege >0 = / 1) (Ag1 + Aago)'(t) dt = / F1(t) (Agh(t) + Xagh(t)) dt

_ / (Af'(9)g1(£) + Mo f (£)gh(1)) dt

- Al/f dt+)\2/f

= M < f,g1>2 4+ < f,g2 >2

e De la symétrie et de la linéarité a droite, on déduit la linéarité a gauche.
e VfeE, <f f>= /1 f'(t)2dt > 0 car (f")? est une fonction positive.
e Soit f € En tel que < %,f >o=10

/ f(t 24t = 0 avec (f")? fonction continue et positive donc :

Vit € [0; 1] f't)?=0
On en déduit :
vt e [0;1] f'(t) =0
Mais f est une fonction polynomiale donc f’ aussi et :
VieR f'(t) =
On en déduit :
VteR f(t) = f(0)=0
4. les_i=[]
les_quotients=[]
for i in range(10%x*4):
les_i.append (i)
les_quotients.append((np.pi*phi_alea(3))**2)
plt.plot(les_i,les_quotients)
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On conjecture : .

VP € Ej Nl(P) < %NQ(P)

. Soit P € E3.

J(a,b) e R? tq P(X) = aX3(X — 1)+ bX(X — 1) = X(X — 1)(aX +b).
Ni(P)? =a? || X?(X — 1)||f +2ab < X2(X — 1), X(X — 1) > +0* | X(X — )|

HXQ(X - 1)”? = /01 gtz —1)%dz = /01 (1:6 —22° —|—3:4) dz
1

1
5 105

-
3

1 1
IX(X -2 = /:c2(x—1)2dx:/ (:c4—2:c3+1:2> dz
0 0
1
)

1 (a® ab b2
Done Ny(P)2 = — (L 4@ 2
onc Ni(P) 15<7+2+2>

P =a2X(X —1)+ X?) +b(X -1+ X) =a(3X? —2X) +b(2X — 1)
No(P)? = Ni(P)? =a’N1(3X? —2X)% 4 2ab < 3X% — 2X,2X — 1 >1 +b*N;(2X — 1)
1 1 1
= a2/ <9x4 — 1223 + 4:E2) dr + 2ab/ (6333 — T2 + 233) dx + b2/ (41:2 — 4 + 1) dx
0 0 0

9 4 3.7 4
= a*(=-3+4- 2b(——— 1) b2<——2 1)
a<5 3+3)+a 531+ {32+

= ﬁ+a—b+b—2—l %—i—ab—i—(ﬁ
15 3 3 3\ 5
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2
A—N'PQ—NAPQZ——2>

1
Donc Ni(P) < ——N5(P) pour tout polynéome P de Ej.
1( )_\/ﬁ 2( )p poly 3

On ne peut pas faire mieux car il y a égalité pour P = X (X — 1).
72 ~ 9,87 donc 10 > 72 et par conséquent :

VP € By Ni(P) < %NQ(P)

. Soit f € E. N

Vo e [0:1) f(2) = f(a) = £(0) = [ (B

Par application de Cauchy-Schwarz : .

vz € [0:1] f(z)? < (/0 12dt> (/ £t ) x/o f’(t)thg/O F/(02dt = No(f)>?
On en déduiic :

— [ f@Pdr < / No(f)? dz = Na(f)?
0 0

. D’apres la question précédente, M,, = 1 convient.

On peut également dire que E,, étant de dimension finie, toutes les normes sur E,, sont
équivalentes.

On peut faire mieux :

vxe[ } <x/ £t

Donc :

1/2 ) 12,
/Of(x)dxgé/o F()? dt 1

Vo € [051]  f(a) = f(1) ~ f@) = [ F(0)ar
Par application de Cauchy-Schwarz Z

1 1
Vxe{;l} f(z)? 1—:L'/ fl()?dt < (1 —x) f(t)* dt
2 1/2
Donc :

! 2 ! ! /(14\2 _1 ! 1(4\2
/I/Qf(t) dt < (/1/2(1—95)@) (/1/2f(t) dt) et T PRAGKY

On en déduit :
2
VP e E, |P||, < {NQ(P)
V2 o1

mais — > —

T
Pour aller plus loin :

Exercice 1 (Centrale 2015, planche compléte)
Soit f: [0;1] — R de classe C! telle que £(0) = f(1 ) = 0.
On pose I} = / f(z)f'(x) cotan (rz) dz et [o = / () (1 + cotan? (7‘('37)) dz.

(a) Montrer que I; et I sont définies et trouver une relation entre I et Io.

(b) Montrer que 72 /01 f(z)dz < /01 (f'(:lc))2 dz.

Correction
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(a) e I; converge.
0;1]— R
Soit g 10; 1{—
x— f(z)f'(z) cotan (7x)
cotan est C* sur |0; 7| donc g est continue sur |0; 1.

, _ f'(=) f=) _ J'(z)cos (wx) f(x) — f(0) max
Vz €]0;1] g(z) = - macotan (rx) = - v =0 sin(n2)
(2
On en déduit g(z) — f(:)
Pour étudier g au voisinage de 1, on pose z =1 — h.
cotan (rzx) = cotan (m — wh) = — cotan (7h).
f'(A=h)cos(xh) f(1 —h) = f(1) _=h
9(@) = T 1—h—1 sin(rh)
a2

On en déduit g(z) —

z—1 s
g est prolongeable en une fonction continue sur [0; 1] donc g est intégrable sur ]0; 1]

et I; converge absolument donc converge.
e 5 converge.
0;1— R
Soit h 10:1
z— f2(x) (14 cotan? (7))
h(z) = f2(z) + (f(z) cotan (rz))>.
En reprenant les calculs précédents, on voit que h est prolongeable en une fonction
continue sur [0;1].
e Relation entre I7 et I.
. 01— R 10;1[— R
Soient u f2(x) etw
— x > cotan (wx)
w et v sont de classe C'.

u(z)v(z) = AL f(z) cotan (7x) p— 0 en reprenant les calculs précédents.
r—0U ou
L’IPP est justifiée et donne :
nL==r
1= 5

o 10;1[—= R
(b) Soit ¢ {x — f(x) cotan (7x)

¢ est prolongeable en une fonction continue sur [0; 1].
2

[ @ mX/<ﬂw>m>(fw>ﬂ>m)—ﬁ
Mais]l——l2— (/ A (x dx+/ *(z) dx).
Donc : /0 ¢*(z) dz X/o (f'(z))? da > Z (/0 A(x) dx+/01 *(2) dw)Q.

Mais :

V(z,y) € R? (z +y)? — (z —y)* = 4oy

Donc :

V(z,y) € R? (z +y)? = day + (v — y)* > day.
On en déduit :

/01 ¢*(z) dz x /01 (f'(m))2 dz > 7;2 4/01 f(z)dz x /01 *(z) dx = =2 /01 f2(z)dz x
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/01 ¢*(z) dz

1
Si / $*(z)dz > 0, on en déduit I'inégalité voulue.
0
1
Si [ ¢*)
0
Vz €]0;1] f(x) cotan (rz) = 0.
D’ou : .
vo cloi1n {5} £@) =0
et par continuité f est la fonction nulle.
L’inégalité de 1’énoncé est alors triviale.

dx = 0 alors :

Planche 7 (Alezandre)

Soit a € N* et p €]0; 1[.

Soit (Z,)nen une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent toutes la
méme loi sur {—1;1} définie par P(Z, = 1) = p.

On définit une suite de variables aléatoires (X,,)nen par Xo = a et pour tout n € N, X, 1 =

Xn+ Zn.
1. Prouver 'existence et déterminer la valeur de I'espérance et de la variance de Z,.
Xp—a+n . o .
2. Montrer que pour tout n € N*, % suit une loi binomiale dont on donnera les

parametres.

3. Trouver I'espérance et la variance de X,,.

4. Ecrire une fonction Python prenant en entrée a, p et n et renvoyant X,,.

. On suppose dans cette question que p = —.

Indication : utiliser rd.binomial
Ecrire une fonction Python calculant 10000 réalisations de X, et prenant la fréquence de
I'évenement ”X,, < 0” comme estimation de P(X,, <0).

. Tracer tous les couples (n, P(X, < 0)) pour n € {0;50;100; 150; 200; 250; 300} avec a = 3

et p € {0,35;0,45;0,55;0,65}.
Faire une conjecture.
1

. On suppose dans cette question que p > —.

Montrer que pour tout n € N, P(X,, <0) < P (| X, — E(X,)| > E(X,)).
Prouver votre conjecture.

—

On suppose dans cette question que p <

Montrer que pour tout n assez grand , P(QXn >0) < P(|X, — E(Xy)| > |E(Xn)])-
Prouver votre conjecture.

1

2

Prouver votre conjecture.

Correction

1.

Z2 = 1 donc Z2 a une espérance ie Z, a une variance. D’aprés le cours, Z, a une
espérance.

Par le théoréeme de transfert, £(Z,) = —P(Z, = -1)+P(Z, =1) = —(1—p)+p =2p—1.
V(Zn) = E(Z}) = E(Zn)* =1-(2p—1)* = (1= (2p—1))(1 +2p— 1) = 4p(1 - p)

24



1+ Z,

2. Pour tout n e N, Y,, =

Les variables Z,, étant mutuellement indépendantes, les variables aléatoires Y,, le sont

aussi donc Z Y, ~B(n+1,p).

suit une loi de Bernoulli de parametre p.

k=0
n—1
Xn1 — Xy = Zy, done X, — Xo =Y _ Zy,
k=0
n—1 n—1
On en déduit X, —a=» (2¥,-1)=2> Y, —n.
X k=0 k=0
Donc %m ~ B(n,p).
E(X,) —
3. D’aprés la question précédente, W =npet E(X,) =a+ (2p— 1)n.

1
De plus ZV(Xn) =np(l — p) donc V(X,,) = 4np(1 — p)

4. import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rd

def Xn(a,p,n):
Y=rd.binomial (n,p)
return 2*Y+a-n

def estime(a,p,n):
c=0
N=10%*%4
for i in range(N):
z=Xn(a,p,n)
if z<=0:
ct=1
return(c/N)

les_n=[0,50,100,150,200,250,300]

a=3

p=0.35

les_P=[estime(a,p,n) for n in les_n]
plt.plot(les_n,les_P)

1

0sip> 51

5. On conjecture P(X,, <0) —— 1 sip=—
n—+o00 2 12

1 si —

s1p < 5

6. a € N*et2p—1>0donc:
VneNE(X,) >0
Par conséquent si X,, <0, |X,, — E(X,)| = E(X,) — X» > E(X,).
Dot P(X, < 0) < P (|X, — B(X,)| > B(X,)).
Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff, on en déduit :
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P(X, <0)<

V(Xn) _

4np(1 —p)

D’ou le résultat.

E(Xn)*

(a+ (2p — 1)n)2 n—+oo

7. BE(Xp,) =a+2p—1)n o T donc a partir d’un certain rang ng, ’espérance de
n—-+00

X, est négative.

Sin>nget X, >0alors |X,, — E(X,,)| = X, — E(X,) > —E(X,) = |E(X,)]

Donc :

Vn >ng P(X, >0) < P(|X, — E(X,)| >|E(X)|)
puis par l'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff :

P(X, >0) <

V(Xn) _

4np(1 — p)

BE(Xn)*

(a4 (2p — 1)n)? n—too

DoncP(Xn>0)TOetP(XNSO):l—P(Xn>O)4>1

n—-+4o0o

8. La méthode précédente ne marche plus car 'espérance de X, est constante et son carré

ne tend plus vers l'infini.

Xn—a+n

Yy = ———— ~B(n,p)

2
P(Xgn > CL)

Avec Stirling :

P(2Ys, +a—2n>a) =P (Yz, >n)

2n 2n
2n> 1 1 (<2n) <2n>>
> (V)m=eem (1)
k=n-+1 ( k 22 22 i k=n+1 k k
1 2n on
s 3 (V) (a7
1 2n <2n> n-l <2n>
sl DY +>
22+ (k:n+1 k o \ K
1 m 2n
92n+1 (2 - <n >>
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1
On en déduit que P(Xsy, > a) —— —.
n—+oo 2

1
P(Xop+1 >a) = P2Yypi1+a—2n—1>a)=P (an+1 >n+ 2)

B Q’f <2n+1> 11 2"2+:1 <<2n+1>+<2n+1>>

- 2n+1 = 92n+2

k=n-+1 k 2o 2 k=n+1 k k
1 %*:1 2n+1) [ 241
- 242 < k 2n+1—k
=n+1

1 2ntl <2n> n <2n>
- | 2 (V)2
2om+2 (k:n-l—l k o\ K

1 ont1 _ 1
= 22n+2><2 =5
1
On en déduit que P(X,, > a) —— —.
n—+oo 2
P(X,>0) = ZP k) + P(X, > a)
- k
= Zp<yn:n ;+ >+P(Xn>a)
—1
= ZP( >+P(X >a) l=a—k
. . . n—I
Si n — 1 est impair alorsP(Yn:2> =0
—1 1
Sin — 1 est pair alorsP<Yn: n2> :2n<z> ou k est un entier inférieur a g
( : >
k+1 kl(n — k)! n—k
Mai = = tn—k—(k+1)=n—-1-2kd i
ais (n) Gr k=1 kil et n (k+1)=n onc si
k

k<=1 s ("
alors
- kK+1) = \k
Sin = 2m est pair :
Si0<k<m-—1alors n>§<
Dou
—1 a

< P < —
0 Z ( 2 )22 (
Si n = 2m+ 1 est pair :

Si0<k<m alors n < 2m+1 = 2m + 1
k m—+1 m

D'ou :

a—1
n—1 a 2m+1 a 2m+1(2m
O§P<Yn 2 ) 22m+1< m > 22m+1 41 (m) m—o00 0




a—1 l

Donc dans les deux cas : Z P (Yn = n—) —0
= 2 n—-+o00
L1 1 . 1
On en déduit P(Xn > 0) m 5 puis P(Xn < O) m 5

Planche 8 (Théo Pollier)

Pour tout x € [0, 1], on pose t,(z) = [3"z) — 3|37 ).
Soit T = {(un)nen- ta Vn € N* u, € [0;2]}.

+o0 u
. n
Soit o : (U/TL)REN* — E 37
n=1

1. Montrer que o est définie sur 7.

2. Montrer :
Vo € [0;1] (tn(2)),en €T
. N tn(x) .
3. Avec Python, tracer sur [0;0,99] la fonction z Z gn pour N = 100 et faire une
conjecture. "
4. Soit x € [0;1].
Pour tout n € N*, on pose z,, = L3”na:J et yp, = xp + 3%
Montrer que les suites (zp,)nen+ €t (Yn)nen+ sont adjacentes.
Prouver la conjecture de la question 3.
5. On suppose disposer d'une famille (75, N)(n, N)en+xN+ variables aléatoires mutuellement
indépendantes telles que :
e V(n,N) e N* x N* T}, () = [0;2]
e Y(n,N) € N* x N* P(Tyn = 0) = P(Tpy = 1) = %
N oo
Pour tout N > 2, on pose Xy = Z 3; .
Ecrire un programme Python quinc_allcule Xn.
6. Montrer que Xy admet un moment d’ordre 2.
7. Calcul de E(Xy) et de V(Xn).
8. Avec Python :
On prend N = 1000 et € = 0.01.
Calculer Xy, M = 10* fois, compter le nombre de fois ott | Xy — E(Xy)| > € et diviser
par M.
Faire une conjecture.
9. Prouver votre conjecture.
Correction
1. Soit (up)pen € T.

. Uy, 2

2
et la série géométrique de terme général 30 converge.

4 1.8 4o s 2 Un
On en déduit que la série de terme général n converge et :

>®2 2 1
n=1 1—5

28



2. Soit z € [0;1].
Soit n € N*.
Soit a = [3""lz] € N.
a < 3" 'z <a+1 quon multiplie par 3 :
3a <3z <3a+3
Donc s’agissant d’entiers n peut écrire :
3a < |3"z] <3a+2
ou encore :
0 <tp(x) <2
tn(z) étant un entier, t,(z) € [0;2].
3. from matplotlib import pyplot as pypl
from math import floor

def t(n,x):
return floor (3**n*x)-3*xfloor (3**(n-1)*x)

les_x=[i/100 for i in range(100)]

N=100

les_t=[sum(t(n,x)/3**n for n in range(N+1)) for x in les_x]
pypl.plot(les_x,les_t)

On conjecture :

—+00
128
Vo € [0;1] ) 3(:) =
n=1

L3n+1$J B L3n33J

Vn € N* 01 — 2y

3n+1 3n
1
= gy (13"72) = 3(3"))
tnt1(x)
- 3n+1 = 0
1 1 2
Yntl = Yn = Tnilt oy T T T gn = Tndl — In T gy
tpy1(w) —2
= g =0

Donc la suite (z,,)nen+ est croissante et la suite (y,)nen+ est décroissante.

De plus y, — xp, —T> 0 donc les suites (zy)nen+ €t (Yn)nen+ sont adjacentes.
n——+00

Elles convergent donc vers une méme limite I(z).
Vn e N* [3"z| <z < |3"x] +1

Donc :
VnEN*xn§$<xn+37:yn

En passant a la limite, on a [(z) < x <(z) donc I(x) = z.

29



Mais :

n—1 n—1
t x 3x
b = Slo ) b= Y et B
k=1 k=1
t
= Z k(]f) Bl || car |x] =0
P 3 3
tr(x ti(x
- fu 80
k=2
_ Zn: t(x)
- k
k=1 3
. . +OOtn(x)
En faisant tendre n vers +o0o, on obtient x = Z 3n
n=1

5. import numpy.random as rd

def T(N):
x=rd.random()
if x<1/N:

return 0O
elif x<2/N:

return 1
else:

return 2

def X(N):
return sum(T(N)/3**n for n in range(1,N+1))

6. Les variables aléatoires T}, y qui ne prennent que trois valeurs ont un moment d’ordre 2.

1 1 2 3
E(T"’N):NXO+NX1+<1_N>X2:2_N
1 1 2 7
E(T,iN):NxO%—N><1+(1—N>><4:4—N
7 3V 59
T, =4———|2—=| ==-—=
V(Znw) N ( N) N N?
Par linéarité, Xy a un moment d’ordre 2.
7
|
E(Xy) = Zg—nE n,N) par linéarité

=1

3

(B
DE#-C-DIES

n=1

I
N
(N
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Donc E(Xy) — 1.

N—+o0
o 1
V(Xy) = Z 1% <3nTn N) par indépendance
n=1
n=1 9" ,

Donc V(Xy) — 0.
N—+o00

8. N=10%%4
epsilon=10**(-2)
M=10%%3
c=0
E=(2/3-1/N)*(1-(1/3)**N) /(1-1/3)
for i in range(M):
if abs(X(N)-E)>=epsilon:
c+=1
print(c/M)
On conjecture :

Ve > OPOXN—E(XN)‘ 26) —0
N—+o00

9. Par Bienaymé-Tchebychev :

X
Ve >0VYN >2 P (| Xy — E(Xy)| > ¢€) < ViXn)

€2 N—+o00

0.

Remarque
La suite naturelle de I’exercice consiste a montrer que :
Ve>0P (| Xy—1]>€) —— 0.

N——+oco

Soit € > 0.
E(Xy) — 1 donc :
N—+oco

E|N0 Z 2 tq VN Z N(] ‘E(XN) - 1‘ S

Planche 9 (Baptiste)

1 /1
1. Montrer que la fonction x — — ( n(z)

Ve \l—zx
Montrer qu’elle est prolongeable par continuité en 1.
On note ¢ la fonction prolongée.
+00
2. Montrer que / o(z) dx converge.

2
) est continue sur RY \ {1}.

On note I sa valeur.
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1 1
3. Calculer/ In (x)dx puis/ In? (z) dz.
0 0

1
4. Montrer que pour tout a > —1, / 2%1n? (z) dz converge.
0

A Daide du changement de variable z = t?, trouver sa valeur.

104
1
5. Ecrire la fonction python Zeta(s) qui calcule E —.
nS
+o0 1
Est-ce une bonne approximation de ((s) = E — 7
n=1 n’

6. Calculer une valeur approchée de /6¢(2).
Quelle conjecture peut-on faire ?

7. Ecrire une fonction Python phi(x) qui calcule p(z).
Il restait 5 questions.

Correction

1. La fonction In est continue sur RY .
La fonction & — 1 — x est continue sur R* et ne s’annule pas sur R \ {1}.
In (x)
-

In (z)

1
Donc la fonction = — ( 7

Donc la fonction = —

est continue sur R7 \ {1}.

2
> est continue sur RY \ {1}.

La fonction x — /z est continue sur R* et ne s’annule pas.

1 (ln ()

Donc la fonction z — —
1—=x

NZ
Si on pose z =1+ h alors :
In (x) ln(l —|— h) h
1—xz — “h
1
On en déduit : T <1n_(x)> (-1)?=1.

1 ()
NAVEE

2
> est continue sur R7 \ {1}.

La fonction z —

p(1) = 1.
2. ¢ est continue sur RY .
In? (2)
N

Donc 1'3/4(,0(1') ~ .fUl/4 ln2 (IL’) — 0 ie SO(-T) = 0p (1:31/4)

) est donc prolongeable par continuité en 1 en posant

En 0, p(z) ~

On en déduit que ¢ est intégrable en 0.
In? (z)
x2\/x
In? (z)
x

En +oo, p(z) ~

1
Donc x3/2p(z) ~ — 0ie o(x) = 0400 (3/2>
T
On en déduit que ¢ est intégrable en +oo.

“+o0o
Donc ¢ est intégrable sur R ie / () dx converge absolument.
0

400
On en déduit que / () dx converge.
0
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3. Il est mentionné dans le programme sue la fonction In est intégrable sur ]0; 1].
Si on ne connailt pas par coeur une primitive de la fonction In, on fait une intégration par
parties.

u(z) =In(z), v'(x) = %
V(z)=1,v(z) ==z

u et v sont de classe C! et u(x)v(x) —0 donc I'TPP est justifiée.
z—0

Comme de plus u(1)v(1l) =

0:
1 1 1
/ln(a:)d:c:—/ x—d:c:—/ de = —
0 0o 0

Vv in? (z) —— 0 donc la fonction In? est intégrable sur ]0; 1].
z—0
On procéde de nouveau & une intégration par parties.
In (x
u(z) = In? (z), ' (z) = 2 (z)

x
V(z)=1,v(z) ==z
u et v sont de classe Cl et u(x)v(x) —— 0 donc I'IPP est justifiée.

z—0t+
Comme de plus u(1)v 0
1 1
/ In? dx——2/ n( :U:—Q/ In(z)dz =
0
4. Soit a > —1.
La fonction z — 2%1n? (z) est continue sur ]0; 1].
Soit b €] — 1;a].
27 x 2%In?(z) = 2% In%(z) —— O0cara—b>0
ic—>0+
On en déduit 2%1n? (x) = o (_b>.
x

1
Mais b > —1 donc —b < 1 et x — — est intégrable en 0.
x

On en déduit que la fonction 2 — 2%1n? (2) est intégrable sur ]0; 1].
Supposons S > 0.
On effectue le changement de variable C! strictement croissant z = t7 :

1 1 1
/ 2%1n? (z) dz = / tP82m? (t)ptP 1t dt = g3 / @A=L 102 (1) dt
0 0 0

En prenant 8 = P > 0, on obtient :

1
/0 2% In? (z) dz = @iy

5. def zeta(s):
return sum(n**(-s) for n in range(1,1+10%x4))

Une comparaison série-intégrale classique donne :
+oo

(s Z -y Lo [ml_S] 1

0< — — < / z %dx = =~
ne10ip1 100 L=s]ip0  (s= 110D

Ce qui donne une erreur majorée par 1074 si s = 2.

6. from math import sqrt

print (sqrt(6*zeta(2)))
3.1414971639472147
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2

On conjecture 1/6¢(2) = 7 ie ((2) = %

7. import numpy as np

def phi(x):
return 1/np.sqrt(x)*(np.log(x)/(x-1))**2

Planche 10 (Paul)

Pour toutes les fonctions Python, on utilisera from maths import x*.

0; +oo[2— R
1. On consideére la fonction ©

(z,y) — arctan (z) — arctan (y) — arctan (fﬁ;é)

(a) Montrer que © est constante.

(b) En déduire la relation :

V(x,y) € [0; +oo[? arctan (z) — arctan (y) = arctan <1$+—xyy>

2. On définit la suite (Fy,)nen par Fo =0, F1 =1 et :
VneN Fyio=Fy41+ F,

(a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere E Fox".

n>0
(b) Montrer :
+o0 . T
Vo €] — R7R[7§)Fnzc i
3. On définit les suites (ay) et (by) par :
1 1
Vk € Na, = F—2k et b, = arctan F2k+1)'
Montrer que les séries Z ap et Z by, convergent.
k>0 k>0
+o0 +o0
On notera a = Zak et b= Zbk.
k=0 k=0
4. Compléter la fonction suivante calculant les F,.
def fibo(n):
£0,£1=0,1
for i in range(n):
£0,f1=...,...
return ...
14 2
5. (a) Calculer avec Python <2 Z ap — 7) et faire une conjecture.
k=0
(b) Montrer la relation :
z? 1 1 s . .
T e e — En déduire la valeur de a et valider la conjecture.
40
6. (a) Calculer avec Python = Z by et faire une conjecture.

k=0
Pour la fonction arctan, on utilisera atan.
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(b) Montrer :
Vn e N F22n+1 — FonFopio=1

(¢) Prouver votre conjecture en utilisant la premiére question de I’exercice.
Correction

1. (a) D =Ry = xR est un ouvert convexe de R2.

Les fonctions (z,y) € D+~ x —y et (z,y) € D — 1 + zy sont C' car polynomiales et
TV et L
1+ 2y

:L' [R—
On la compose avec arctan qui est C! sur R donc la fonction (x,%) € D + arctan <1 n Y >
Yy

la seconde ne s’annule pas donc la fonction (z,y) € D —

est Ct sur D.

La fonction (x,y) € D + z est C! car polynémiale.On la compose avec arctan qui est
C! sur R donc la fonction (z,y) € D ~ arctan (z) est C! sur D.

La fonction (x,y) € D + y est C! car polynémiale.On la compose avec arctan qui est
C! sur R donc la fonction (z,y) € D ~ arctan (y) est C! sur D.

Par combinaison linéaire, © est C! sur D.

00 1 14+ay—ylz—y 1
V(ﬂf,y)ED%(SU,y) = 1+l’2_ (1+$3(/)2 ) T —y P}
1+<1+xy>
B 1 1+y2
T o1+2? (I+ay)?+ (@ —y)?
1 1+ y?
- T+22 1422y + 2292+ 22 — 2zy + 42
B 1 1+92
- 1+3:271+x2y2+:172+y2
B 1 1+ y?
R TR ()
=0
Y(z,y) € D O(xz,y) = —0O(y,x) qu'on dérive par rapport a y
Yo €D ) = ~G )
=0

Donc © est constante sur D.

(b) Un raisonnement similaire a celui du début de la question montre que © est continue
sur Ry x Ry,
Donc © est constante sur [0; +oo[? et :
V(z,y) € [0;+00[? O(z,y) = ©(0,0) =0

2. (a) L’équation caractéristique de la relation de récurrence r

_1-45 1++5

et ro =

2 — 41 a deux racines réelles

™
Par conséquent, il existe deux réels a; et ag tels que :
Vn e N F, = ayrl + agry

a1 +as=0 1

Les conditions initiales donnent ce qui conduit a a1 =
airy + asro =1 r — T

et
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1

ro —T1
Ir1] < |7“2] donc F,, ~ axry et :

ag =

1
R:RCV ZCLQTSL :g:—le

n>0 2
(b)
+o00o +oo +oo
YV E]—R;R[Zan" = ar—l—Zan”:x—i—ZFon’”Q—x—l—a}QZ n+ Fni1)x

n=0 n=2 n=0

+o0

= a:—i—xQZFx +xZFn+1x 1
n=0 n=0

= o+ 2°F(2) +2(F(z) — Fy) =« + (22 + 2)F(z)

Donc :
Ve €l -R;R[(1 —x—2)F(z) ==z
D’ou le résultat.

1\? 1 1 1
En effet 1 — X — X? = X? () — — — 1) apour racines — =Ret — < —R
X X T2 1
i —ry
3. VneNF, = avec |r1| < |ra|.
r —Tg
3
On en déduit F,, ~ .
ro —Tr1
VkeNa; >0
a
k+1 -~ 7/‘272k:+1+2k _ r52k 0 < 1
ar k——+o0
D’apres la regle de d’Alembert, la série de terme général aj converge.
VkeNb, >0
Dk41  2k41-(2Kk43) _
— ~ LN <1
b "2 2 k—+o0 7’2

D’apres la regle de d’Alembert, la série de terme général by converge.

4. def fibo(n):
£0,£1=0,1
for i in range(n):
£0,f1=f1,f0+£1
return fO
5.(a) a=sum(1/fibo(2%*k) for k in range(15))
print ((2*a-7)**2)
5.000000000000001
7+5
2

On conjecture (2a — 7)? = 5 donc a =

-5

Avec Python, on voit que 2a — 7 < 0 donc a =

2
(b) Les deux expressions sont bien définies pour x réel différent de 1 et de —1.
1 1 1- 22— 142 22" (1-2)
1 28 1 g2t T (1__ ka) (1 __$2k+1) B (1 __ka) (1 __x2k+1)
22"
= 1 _ g2t
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1 ro — T ro — T 1
VkeN — =
FQk T%k - r%k r%k . <?”1>2k
T2
k k
_ (=1)*"ri _
= ﬁw car rro = —1
1 r2*
VEeN* — = 5—1 __
ng \/>1 o 7‘2k+1

1

1 1
- ()
On en déduit :

ioak:\/%( ! —1>=\f5 T%Qzﬁi__rlﬁ:wﬁ
k=1

= 1—r? 1—r? 1—r—1 2
Et finalement :

+oo
7-V5
=1 =
a + ;;ak 5
6. (a) b=sum(atan(1/fibo(2*k+1)) for k in range(41))
print (2*b/pi)

0.9999999999999997
. T
On conjecture b = 5

Vn € N F3, 1 — FonFanyo

1 2
2n+1 2n+1 2n 2n 2n+2 2n+2
2 (TQ 1 ) (TZ 1 ) (T2 L] )
(7‘2 — ’I"l)

1 T
= G (r§n+2 AR g )20l et A2 v 2 r%))
2— T
= 71 (ryr )2” (7“2 + 72— 2rr ) = (ryr )2” = (—1)2”
- (7"2 —7"1)2 172 1 2 172 - 172 -
=1

1 F: F — F
vk €N _ 22k+1 _ Foryo 2k
Fopyq Fy1 1+ FopFopyo
b, = arctan Fo,o — arctan Foy

On en déguit :
T

Vn e N kz_obk = arctan (Fhy,492) — arctan (Fpy) = arctan (Fo,42) m 5

Planche 11

Soit (€x)ken+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent toutes la

" In(k
loi uniforme sur {—1; 1}. Pour tout n € N* on pose X,, = Z n (k)

k=1

ex et M, = max (Xq,..., Xp).
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1. Justifier I'existence et donner une expression simplifiée de I'espérance et de la variance
de X,,.

" /In (k)2
2. Pour tout n € N*, on pose 5,, = Z < > .
k=1 k
Montrer que la suite (Sy,)nen+ converge. On notera S sa limite.

3. Montrer : g
Va>0Vn e N* P(X, >a) < = <
a

4. On donnait

S

a?

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simul X vect(n):
L=rd.binomial(1,0.5,n)
for i in range(n):
L[i]=2*L[i]-1
X=[0]
for i in range(2,n+1):
X.append (X[-1]+L[i-1]*np.log(i) /i)
return X

qui permet de simuler (X7,..., X,).
Ecrire une fonction estim(a,n) permettant d’estimer la valeur de P(M,, > a). On effec-
tuera 10000 simulations.

S,
Faire une conjecture sur le signe de P(M, > a) — — en prenant n € {20;30;50} et

a2
a €{2;3;4}.
5. Exprimer I’événement (M,, > a) au moyen des Ay définis par :
A =7

Correction

1. Les variables aléatoires €; ne prenant que deux valeurs ont une espérance et une variance.

1 1
VkeNE(ek)zix(—l)—l—i x1=0
Vk e NE(e2) =E(1) =1
Vk € NV (ex) = E(ei) — E(e)? =1
X, est une combinaison linéaire d’un nombre fini de ces variables donc X,, a une espérance
et une variance.
Par linéaritné :

In (k
E(Xﬁ)::§: ()

k=1

Par indépendance :

VXL = kz”:lv <1nl£k:)€k) _ z": (mIik))zV(Ek) _ En: (lnlik))z

k=1 k=1

E(ex) =0

In? (n) '

n2

2. La suite (S, )nen+ est la suite des sommes partielles de la série Z
n>1
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32 In? (n) In? (n) 0ie In? (n) _, (1)

n? Vn o n—doo n2 n3/2
In? (n)
Mais Z 5 est une série a termes positifs convergente donc la série Z converge.
n>1" n>1

3. Soit a > 0 et n € N*.
Si X, > a alors | X, — E(X,,)| = | Xn| > a.

Donc par croissance des probabilités et Bienaymé-Chebyshev :
P(X, >a) < V(;(") = % < a%
4. def estim(a,n):
N=10%x*4
c=0
for i in range(N):
X=simul X _vect(n)
M=max (X)
if M>=a:
c+=1
return c/N

def S(n):
return sum((np.log(k)/k)**2 for k in range(1l,n+1))

for a in [2,3,4]:
for n in [20,30,50]:
print(’n=’,n,’a=’,a,’P(M_n>=a)’,estim(a,n),’S_n/a*x*2’,S(n)/a*x*2)

n= 20 a= 2 P(M_n>=a) 0.0503 S_n/a*+*2 0.28801997671136814
n= 30 a= 2 P(M_n>=a) 0.0695 S_n/a**2 0.3291596569710886
n= 50 a= 2 P(M_n>=a) 0.0893 S_n/a**2 0.37244160764690276
n= 20 a= 3 P(M_n>=a) 0.0042 S_n/a**2 0.12800887853838583
n= 30 a= 3 P(M_n>=a) 0.006 S_n/a**2 0.14629318087603937
n= 50 a= 3 P(M_n>=a) 0.0114 S_n/a**2 0.16552960339862344
n= 20 a= 4 P(M_n>=a) 0.0 S_n/ax*2 0.07200499417784204

n= 30 a= 4 P(M_n>=a) 0.0001 S_n/a**2 0.08228991424277216
n= 50 a= 4 P(M_n>=a) 0.0005 S_n/a**2 0.09311040191172569

S
On conjecture : P(M,, > a) < —;L
a

5. Si on définit A; par (X; > a), (M > a) est la réunion des éveénements Ay, ..., A qui
sont deux & deux disjointb

Donc P(M,, > a) ZPAk

Planche 12 (Damien)
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—_
<
=
/N
3
—_
N—

- pkm N kpm \ . kqm
Tp:Zcos <n+1>’ Sp7q:kz::151n <n+1>sm <n+1>

k=1

” km
1. Calcule cos
wer kgl <n—|—1>

Justifier la diagonalisabilité de A. Que peut-on dire de ses sous-espaces propres ?

ja)

Ecrire une fonction Python A(n) qui renvoie la matrice A € M,,(R).
Ecrire une fonction Python P(n) qui renvoie la matrice dont la [-iéme colonne est Xj.

Calculer P~*AP avec Python et conjecturer Card(Sp(A4)).
Qu'est (X1,...,X,) pour A?

En déduire S, ; pour 1 <p < g <n.

DAl S

Calculer T}, pour p € Z.

® N o

Retrouver le résultat de la question 6 et calculer S, , pour p = ¢ € [1;n].
9. Calculer, sans Python cette fois, P~'AP.

Correction
1.
" ikm T n-l ikm T nl T k
Yoo (i71) = oo (r) Zeo (05) —oo (50) & (o0 (557))

1
. 1-— (exp ( il >) .
- ( T ) n+1 ( T )
exp : car exp #1
n T

1 <m7r)

. — eX

= ex " o ntl

- P T 1_exp< i )
n+1




n
km
En prenant la partie réelle Z cos ( ) =0
—1 n+1
. A est symétrique réelle donc A est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont deux
a deux orthogonaux.

. import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def A(n):
M=np.zeros((n,n))
for i in range(n-1):
M[i,i+1]=1
M[i+1,i]l=1
return(M)
. def P(n):
M=np.zeros((n,n))
for i in range(n):
for j in range(n):
M[i,jl=np.sin((i+1)*(j+1)*np.pi/(n+1))
return (M)

. Le code suivant "montre” que P~'AP est diagonale :

for n in range(2,8):
M=alg.inv(P(n)).dot(A(n)) .dot(P(n))
s=0
for i in range(n):
for j in range(n):
if il=j:
s+=M[1,j]*x2
print(s)

.703719777548943e-32
.3576688915426406e-31
.370125280462812e-31
.354542239748784e-31
.0044910333659996e-30
.159483062740898e-30

(o R RN SR

Le code suivant "montre” que la spectre de A est de cardinal n :

for n in range(2,8):
M=alg.inv(P(n)).dot(A(n)) .dot(P(n))
m=abs(M[1,1]-M[0,0])
for i in range(n):
for j in range(n):
if j!=i and abs(M[j,jl-M[i,i])<m:
m=abs (M[j,j1-M[i,i])
print (m)
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2.0
1.414213562373095
1.0
0.7320508075688773
0.5549581320873704
0.4335455026494781

P~1AP est diagonale donc (X1, ..., X,) est une base de R" formée de vecteurs propres
de A.

. Les valeurs propres de A étant toutes simples, si p # ¢ alors X, et X, ne sont pas associés
a la méme valeur propre.
A étant symétrique réelle, X, et X, sont orthogonaux et S, , = 0.

. Si p est de la forme 2(n + 1)! alors T, = n.
On suppose désormais que p n’est pas de la forme 2(n + 1)I.

1

z": (ikpﬁ) ( ipm )”z‘: (ikpﬂ) ( ipm )"f( ( ipm ))k
ex = ex ex = eX ex
P n+1 P n+1 P P n+1 P n+1 P P n+1

k=1

_ eXp< ipm )1— (exp (nll—?:f ))n - eXp( ipm > 21

1
n+1 ipT
1—
exp (n—l—l)

+1)
) <Zp(n+2—1)7r> 22'8111(2(?1?1))
2(n+1) 2isin(2(7fi 1)>

(i) ()

" kpm
En prenant la partie réelle Z cos (p) = 0 si p est impair.
P n+1

Par contre si p = 2[ alors :
. pT
—1)Hlsin [ ——
& kpm l( ) 2(n + 1)
E cos =(-1)
— n+1 . T
k=1 sin (| ———
2(n+1)

=-1
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. ((kpm\ . [ kqm
Spqg = Zsm(n+1>sm(n+1>

k=1
1
= 5 (Tp—q - Tp+q)

Sil<p<g<nalors0<g—p<net0<p+g<2(n+1). Deplusp+qetp—qo,t
la méme parité donc S, ; = 0.

1
Sip=qalors S, , = %
. Soit [ € [1;n].
On pose xp = sin % y compris pour k =0et k=n+ 1.
n

Cela permet d’écrire pour ¥ = AX] :

(k+1—i—k—1)l7r> S((k+1—k+1)17r>

1; = _1 = 2si
VkE[[ ,n]]yk Tht1 + Th—1 Sln( 2(n+1) 2(n+1)

5 ( lm >
= cos
n—+1 Tk

T
Donc X est vecteur propre de A associé a la valeur propre A; = 2 cos ( n 1).
n

cos étant strictement décroissante sur [0; 7], les A; sont deux a deux distincts.

A a au moins n valeurs propres mais ne peut pas en avoir plus donc A a n valeurs propres
simples.

On peut également affirmer que (Xi,..., X)) est une base de R", ce qui assure I'inversi-
bilité de P.

Enfin, les formules de changement de base donnent P~ AP = Diag(\1,..., \n).

[ 2
Pour finir, on peut dire que ?P est une matrice orthogonale.
n
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