ANALYSE 1
2026-2027
Correction
Correction des exercices du premier chapitre du cours

941

Exercice 1

oo dt
Montrer que / converge et donner sa valeur.

0 1412

Correction
On revient a la définition.
La fonction ¢ — T3 2 est continue sur R .

$2
T dt T
Vx S R+ /0 W = arctan (.’E) m 5
D /+<>O dt " /+O° dt ™
onc converge e — ==
o 141 s o 1+t 2
Exercice 2
oo dt
Montrer que / —— converge et donner sa valeur.
o 1+t+1t2
Correction
On revient a la définition.
La fonction ¢t = ————— est continue sur R.
1+t+t2
Vte R, 0< <
TSt 2 T 1442
D’apres I’ i écédent T _dt
apres l'exercice précéden —— converge.
p X P ; /0 T convers
(0] déd o dt
n en déduit que —— converge.
E /0 1+t+t2 &

v dt @ dt @ dt
Vz €R I _ At
Te */0 14142 /o ( 1)2 1 /0 ( 1)2+3
4

t —
* 2
e (D)
= |—=arctan ({ — —
V3 V3 2 0
En faisant tendre x vers 400, on obtient :

/“"’dt _ 2<”_arctan(1>)_2(ﬂ_”>
o 14+t+2  /3\2 Vv3/)) V3\2 6

27r\/§
9




Analysel 2026-2027 Correction des exercices du premier chapitre

Exercice 3

dx
cosh x

“+o00
Montrer que /
0

Correction
R+ — R
Soit f 1
X —
~ coshzx
f est continue sur R..

converge et la calculer.

2 2
VzERL0< f(z)= ——— < = =2¢®

ev+ e et
On n’a pas encore vu la linéarité de I'intégration mais elle est claire.

+oo +0o0
/ e ¥ dx converge donc / 2e ¥ dx converge.
0 0

+00
On en déduit que / f(x)dx converge.
0

X dx X 2e”
vXeR: [ - / — —/
* Jo coshw 0 e+ e e2$+1

X 9
= / ——— dt changement de variable t = €*
1 1+t

= 2 (arctan (eX) — arctan 1) =2 (arctan (eX) - Z)

too dx
En faisant tendre X vers +oo, on obtient : / =
0

s
coshz 2°

Exercice 4

oo dx
Montrer que / converge et la calculer.

0 ver+1

Correction

[0; +00]— R
Soit f 1

€T +—

e*+1
f est continue sur R;.

Ve e Ry 0< f(x) <

e—r/2
efE
+o0 +o0
/ e/2 dz converge donc / f(x) dx converge.
0 0

Pour le calcul, on fait le changement de variable ¢t = v/ e% + 1.
qf — e’ dx t2 -1 dz

2y et + 2 et +1

VX e Ry

X 1
—d
/o NCES y t1

N e et A V2 -1
- Vel

veX +1+1

/\/ex+1 2dt [ ’t—l] VieX+

)



Analysel 2026-2027 Correction des exercices du premier chapitre

En 400, VeX +1 -1~ eX2et vVeX +1+1~ X2 donc :

/+001 = —ln(ﬂ_l>:ln<ﬂ+l)

0 e’ +1 V241 V2-1
:m( (V2+1)° )
(V2—-1)(vV2+1)

= 2In(V2+1)
Exercice 5
+o0 1
Montrer que / ———— dxz diverge.
2 zln(z)
Correction
On revient a la définjtion.
La fonction # — ———— est continue sur [2; +o0].
zln (z)
X 1
; =In(In(X)) —In(In(2
VX € [2tool [ s = (n (X)) ~In (0 (2)) S oo

Exercice 6

Correction

(2 =l e (2)
3:) ¢ 6 | 21622 )

1 11 1 11 1 11 o (1

0122 T2 2022 2 T 7242

Finalement

, ) 1\* 1\ 1\ 1le
lim =« 1+—-) —4(1+— +3(14+— - "
T—++00 €T 2x 3z

Exercice 7
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e* —1—In(1+x)
x(ﬂTx—l)

1—=2
Limite [ de f en 07 équivalent de f(z) —17

fz) =

Correction
On commence par chercher un équivalent du numérateur :
et —1l=x+...
mn(l+z)=z+...
et on s’arréte I(Q)rsqu’on a deux termes différents :
ex—1:m+£+0(x2)
2 2
In(l+z)=2-— ) + o(x?)
Donc e — 1 —In (1 +z) = 2% + o(2?) ~ 2?
Compte tenu du z en facteur au dénominateur, on peut dans un premier temps se contenter

1
d’un développement limité a 'ordre 1 de /1 4+ = — T2

1 1 T x
\/1+x7m :1+§x7(1+x)+o(az) :f§+o(x)~f§
La limite cherchée est donc —2.

Passons a ’équivalent de f(z) — .

)1 = )2
= m(\/ﬁ:_l) (ex_l—ln(1+x)+2x<\/m—lix)>

1—z

7’ . 7’ . Y xQ
Le dénominateur est équivalent a -5

On fait un développement limité & I'ordre 3 du numérateur en espérant que le coefficient de x>

ne sera pas nul, auquel cas il faudrait recommencer.
3
x x
e —l=z+"—+"—+o0(z3

2 333

1n(1+x):az—%+§—l—o(x3)
3
2%\/1+$:2$+$2—£+0(ﬂ?3)

4
2
1 ’ =2z 4 222 + 223 + o(23)
-z

) L . 29 4
Donc le numérateur est équivalent a : —E:E .

Finalement : f(z) — 1 ~ 5%

Exercice 8 (Mines 2005)

On définit sur |0, 400 f par :
flx) = oL
Yy In(1+ x)

Peut on prolonger f en 07 Tangente en zéro? Position de la courbe par rapport a celle-ci?



Analysel 2026-2027 Correction des exercices du premier chapitre

Correclticzrll )
n(l+z)—=x
fl@) = ——=——
zln(1+x)
1 1 1
Le numérateur est équivalent & ——x2, le dénominateur & = donc f(x) — ——.
2 2 z—0+t 2

1
En posant f(0) = —=, on prolonge f en une fonction continue sur R .

Pour avoir la tangente en 0, il faut faire un développement limité de f a l'ordre 1. Pour avoir
la position par rapport a la tangente, il faut faire un développement limité a 'ordre 2 voire au
dela.

On factorise z© au numérateur et au dénominateur (qui sont des infiniment petits d’ordre 2) :
In(l1+z)—a

.%'2
f(x) = In (1 ¥ x)

2

x
Au dénominateur, un développement limité d’ordre 3 de In (1 + ) suffit mais au numérateur il
faut un développement limité d’ordre 4.

— >4 2z — 2% + o(z?)
flz) = 2 13 4
1—ga+ ~x2 + o(x?)
1 1 1 11 1 2

= (5tge- o) (1 (g (areg) ¢ 0“’2))
B 1 1 1, 9 1 5 9 )

- ( p T3t T +O($)>(+2 ¥ ol

: , : 11
La tangente en 0 est donc la droite d’équation y = —3 + 2%

La courbe est située sous sa tangente.

Exercice 9

x
Développement asymptotique en +oco de f(x) = z arctan ( 1).
x —_—
(On donnera trois termes)
Correction

En:too,%—)ldonc x1>0et:

1
flx)==x <72T — arctan <1 - $>)
D’apres le formule de Taylor-Young :
1 1
arctan (1 + h) = Ty ih - ZhQ + o(h?)

4
t@ = o (5-(Gmmereln)

Exercice 10
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2z1
Développement limité a 'ordre 2 en 1 de f: x +— z nlxl
x [R—
Correction
On pose x = 1+ h avec h qui tend vers 0.
20+h)In(1+h 1

1. k% A2 5
h2
= 2+ h—— +o(h?

3
(x—1)°

= 24 (@) g to(@-17)

Exercice 11

arctan (2sinx) — %

cos (3x)

Calculer lim
T

T—r —

6

Correction .
On pose £ = — + h avec h qui tend vers 0.

cos (3x) = cos (72T + 3h> = —sin (3h) ~ —3h

h2
34‘0

)

sin(x) = sin <7(§ + h> = sin (g) cos (h) + cos (g) sin (h)

1 V3
= gcos (h) + - sin (h)

2sin(z) = 1+ V3h+o(h)

Par Taylor-Young :

arctan (2sin (1)) = % n \fh + o(h).

V3

La réponse est donc — 5

Exercice 12
2

2

Développement limité a ’ordre n + 1 en 0 de In (1 +x+ r 4+

Correction
Par Taylor-Young :
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2 n n+1
el b ” +0<x”“)donc:
2 n! " (n+1)!
2 n n+1
LT v ntl
1n<1—|—3}+2+ +n!> = ln<e (n+1)!+0<$ ))

xn+le et
1_7(714—1)! +0<:v )

= x_|_1n<1_xn+1(1+0(1)+0(xn+1)>

—x

= z+1In

(n+1)!

$n+1 il

= x-+ln 1—-Z%j;ifﬁ'+'0<x )
xn+1 it
= x—(n+1)!+o<x )

Exercice 13

Développement limité & I'ordre 9 en 0 de la fonction 2 — [In (cos ())]°.

Correction
x? x?
In(cos(z))=In|1-— 5 +o(x?) | ~ -5
3
2\ 3 1 6 1 3
On écrit [In (cos (x))]3 = <_502> n(co;(sc)) - _% [_Qn(czz(lﬂ))}
’ 1
Il suffit d’utiliser un développement limité & l'ordre 3 de n(coz (z)) donc un développement
x
limité & l'ordre 5 de In (cos (z))
1
_ o1_ 1214 5
cos () 5% + Yk + o(z°)
1 1 1/ 1 1 4\?
In(cos (z)) = —5332 + ﬁafl ~3 (—23&2 + 24x4> + o(2?)
Ly, 1y 5
= T3 T tel)
1 1
YT TN P
1 3 1
[— & (coz (gj))] = 1+ -2 +o(2%)
x
AR
La 1é T L o),
a réponse est S 16 + o(z”)

Exercice 14 (Mines Telecom 2024)

Soit f:x+— z e, Montrer que f est une bijection de R sur R et déterminer un DL & I'ordre 5
de f~'en 0.

Correction
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fest C® sur R et :

Vz eR f/(z) = e + 2 2z = (1+22%) e >0

f est donc continue et strictement croissante sur R.

De plus lim,, o f(x) = —oc0 et limy_ 4o f(x) = +00 donc f est une bijection de R sur R.
Comme la dérivée de f ne s’annule jamais, sa bijection réciproque est également de classe C*.
D’apres la formule de Taylor-Young, g = f~! posséde un développement limité & 1’ordre 5 en 0.
f£(0) =0 donc g(0) = 0.

En fait, f est impaire donc g aussi.

1
f'(0)=1donc ¢(0) = —~ =1
(0 0= 575
On a donc g(x) = = + ax3 + bz’ + o(x®).
fl@)=ze" =x+a3+ %w5 + o(2?)
Donc :

o= fo) = glo) + 9@ + So(a)® + olg(x))

1
= 4+ ax® 4 bad + 23 + 3az® + 5305 + o(2”)

1
= r+(a+1)2®+ <b+3a+2):r5+0(:r5)

5
On en déduit a = -1l et b= 3 et finalement :
5
flla)y=2 -2+ 5905 + o(x%)
Exercice 15

R%Y — R

La fonction f sin (12> est-elle intégrable sur R* ?
x

T
In (14 v/x)
Correction
[ est continue sur R*.

) 1 1
e En 400, sin <$2> ~ 3 et In (14 /z) P +o0.
1
Donc f(x) = 0400 (332>
La fonction x — — est intégrable en 0o donc f est intégrable en +oc.
) 1
e En 0, sin (m’z) =0(1) et In(1+ ) ~ /.

Donc f(z) = Og <\/15>

La fonction x — —= est intégrable en 0 donc f est intégrable en 0.
x
Finalement, f est intégrable sur RY .
Exercice 16

. [1; +oo[— R oy
La fonction est-elle intégrable sur [1; +oo|?
f {x - g [ [



Analysel 2026-2027 Correction des exercices du premier chapitre

Correction
f est continue sur [1; +o0[.

22 f(x) = exp (21nx —Va? —x)
Va2 —x ~xetlnz =o(z) (en +00).

Donc 2lnz — V2?2 —x ~ —x et 2lnx — V2 — 2 —+> —00.
Tr—r—+00

Donc 22 f () P 0et f(x) = 0400 (;)

La fonction z — —; est intégrable en +o00 donc f est intégrable en +oo.
x

Exercice 17

R—R
La fonction f 1 est-elle intégrable sur R 7

T —
e’ + .2132 e~ 7%
Correction
f est continue sur R.
e En +oo, f(z) ~ e ¥ et x—
1

e En —oo, f(z) ~ L. 0 (mQ)e_

2

* est intégrable sur R4 donc f est intégrable sur R,.

Par parité, la fonction z — —; est intégrable en —oo donc f est intégrable en —oo.
x

Finalement, f est intégrable sur R.

Exercice 18 (Mines 2019)

Lln (x
1. / (z) dz : y a-t-il convergence ? Si oui, calculer sa valeur.
0 T

1
2. Mémes questions pour / z1n (z) dz.
0

1]
3. Pour quelles valeurs de «a, / M dx converge-t-elle ?

0o z°
Correction

1. L’intégrale diverge :

10;1] - R
La fonction In(z) est continue mais :
T —
! 1
L] 1 2 In (X))2
VX €01 [ (@) 4. _ <n<2$>> :_<n<2 ) .

2. L’intégrale converge :
10;1] - R

est continue sur ]0; 1], prolongeable en une fonction continue
x+— xln(z)

La fonction {

sur [0; 1].
Pour le calcul de I'intégrale on fait une IPP :

u(z) = In(z) u'(r)= é
72
V(z) = x wv(x)= 5
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L’intégration par parties est justifiée :
u et v sont C! sur ]0;1] et u(x)v(z) —— 0
z—0t

De plus u(1)v(1 )—Odonc

/:z:ln )dax = — / —dm—f

3. La réponse est a < 1.

10;1] - R

Pour tout o € R, la fonction f, In(z) est continue.
T

xOé
On suppose d’abord a < 1.
0502wy o 0car L2250,
(.%')a r—0t 2
In (x 1 14+«
Donc e 09 (:E(H )/2) avec <1

In (z)

Donc f, est intégrable sur ]0; 1] et /0 'l o

Supposons ensuite a > 1.

vz €]0; 1] xia = e aln(@) > o~In(@) = % car —In(z) >0
On en déduit :

vz €]0;1] —In(z) _ln( )

dz converge absolument donc converge.

In (z)

>0

1

D’apres la premiere question / d:): diverge et / dz diverge.
0

Remarque
On peut aussi utiliser :

—1 1
Va €]0; e —In@) >—2>0
e e
Exercice 19
[2;+o0]— R
La fonction f Inz Yz est-elle intégrable sur R ?
z () 1
In(1+x)

Correction
f est continue sur [2; +o0].

o ()Y -1 e (v () -

- ({1 )

1 1

= exp(—\?’fln<1—|—ln +O(w21nx>)>—l

- ook 0 )
zlnx z?lnz

B 1 1 X

= &P (_x2/3lnm+0(x2/3lnm)> B

1
x2/31Inx

On en déduit z | f(z)| T oo

f(z) = exp

Classiquement, on en déduit que f n’est pas intégrable sur [2; +o0].

10
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1 1
En effet, au voisinage de +00, — = o(f(z)). Si f était intégrable sur [2; +oo], la fonction = — —

x x
le serait aussi ce qui est absurde.

Remarque :
In (1 —i—:c))‘rl/g 1.
In () ’

o= (i) -1 (M) T

_ exp( S1/31 <ln +1n 1+1/$)))_1

— exp (et ( 0 an,)))
oo (- (1 0(@)))-1
— exp< xg/glnx+o<m2/3llnx>)l

_
x2/3nx

Exercice 20 (Centrale 2007, Mines 2018)

Las calculs sont plus rapides en écrivant f(x) = (

RY — R
La fonction f In (1 + %) est-elle intégrable sur R* 7
A
x
Correction
f est continue sur R* .
e Casa=0 o
n
Vo € R} = —.
z 1 f(z) 2

f n’est donc pas intégrable sur R* .

e Casa >0
— En 0 1
a ~Y
2t — 0 donc f(x) T
>0
f est intégrable sur |0;1] <= b—a < 1
— En +c
2% ——— 400 donc 1 + 2% ~ z%.

T—400
Comme ce sont des infiniment grands, In (1 4+ z%) ~ In (z%) = alnx
1
Donc f(x) ~ an—bx.
x
Si b > 1 alors f est intégrable sur [1;+o00] :
In () b—1
(1+b)/2 L
x f(z) /2 s 0 car 5 > 0

Donc f(z) =o ((b+11)/2>

b 1
% > 1 donc la fonction z — G2 est intégrable sur [1; 4o0].
Donc f est intégrable sur [1; —|—oo[.

Par contre si b < 1, 2 f(z) ~ az'*In () ——— 400 car 1 — b > 0.
T——+00

11
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1
Donc, au voisinage de +00, — = o( f(x)). Si f était intégrable sur [1;+oo], la fonction
x

T 1 le serait aussi ce qui est absurde.
On axdonc prouvé :
f est intégrable sur [1;4+o00[<= b > 1
Donc :
[ est intégrable sur R} <= 1<b<1+a
e Casa <0
— En 0 I
f(@)~a—y
— En +o00 )
f(x) ~ sb—a

1.

Donc
[ est intégrable sur R} <= 1+a<b<1
Finalement :

f intégrable sur R’ <= b est strictement compris entre 1 et 1 4 a

Exercice 21

Mont /%c> AL t la calcul
ontrer que — dx converge et la calculer.
TS gty 8
Correction

R%* — R
Soit f 22 Inz

T

(14 24)2
f est continue (s)ur R%.
— ——=5 =0

1@ =5 Gr oz
Donc f est prolongeable en une fonction continue sur R.
L’intégrale n’est qu’'impropre qu’a droite.

2nz Inz
F) oo gt =

Classiquement, f est intégrable sur Ry ou R} .

oo 3 lng 0 —Int dt | o
——dz = —= = xr = — C" strictement décroissant
0 (]. + .’E4)2 +00 1 t2 t
31+
t
oo #3nt
= — —dt
0 (1+ t4)2

Donc :

oo g3 ng
——dx =0
/0 (14 24)2 v

Planche 1 (Centrale 2021)

1. En toute rigueur, il faudrait détailler ’étude en 0 sur le modele de ce qui a été fait au voisinage de +oo
dans le cas précédent.

12
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o) = [ Jsin ()] dt = (o - )
Py = [0

Trouver un équivalent de F' en 400 a ’aide de g.

Correction
1 . 2 2
Ve >m F(x) = /,Tt<|sm(t)‘_7r+7r) dt
vy, 2 7 dt
= Sddt+ = [ =
/ﬁtg() o
_ g(t)r /"cg(t) 2 B
_ [t7ﬁ'ﬂt2“+w““” In ()
T gt 2
= g](gc:1:)+/ gt(Q)dt+(1 (x) —In(m))
Soit & > .
] x
Soitn=|—]|.
T

n§£<n+1doncn7r§x<(n+1)7r
m

o(z) = Ambm@)&+[:Mn@Mﬂ—i@—w)

= (n—l)/oﬁsin()]dt#— |sm()\dt—%((n—1)7r+:c—mr)

= 2(n—1)+ [ |[sin(¢)] dt—2(n—1)—%(x—n7r)

nm

(n+1)m ) 2
mmﬂg/' sin (6] dt + =((n + 1) — ) = 4

g est donc bornée sur [7; 400l
g(x)
X Tr——+00 ;x2

2
On en déduit que F(x) ~z 00 — In ()
™

g9(z)

On en déduit que

Exercice 22

400
Quelle est la nature de / z" cos (210) dz ?
0

Correction

—R
Soit f R+ 10
x> 7 cos (z10)

f est continue sur R..
too s 10 teo g 10
/ x' cos (z”) dz est de méme nature que / z' cos(z) dx.
0 1

On fait le changement de variable C! strictement croissant : 2 = ¢/10.

T 4 10 T 710 L —9/10
/ x' cos (z") dx est de méme nature que / t7/19 cost 1075 /10 4t ou encore — /
1

1

T cost
Or /1 5 dt converge :

on procede a une IPP :

13

—— 0 et z — “—~ est intégrable sur [m; +o0].

+oo cost
t1/5
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1 1 -1
u(t) = o = t=5 ! (t) = ——t76/5 =

5 5t6/5
V'(t) = cost, v(t) = sint

int
u et v sont de classe C! sur [1; +o00[ et u(t)v(t) = N
t1/5 t——+00
o0 cost o0 gint
L’IPP est donc justifiée et / —— dt est de méme nature que / ame
1 +1/5 1 16/5
Mais : ; )
sin
6 . 1 o oo sint
— > 1 donc la fonction ¢ — —— est intégrable sur [1;+oo[ donc / —— dt converge absolu-
5 $6/5 1 $6/5
ment donc converge.
Finalement :
+o0o
/ z" cos (21°) dz converge
0
Remarque :

R+ —R
Soit F 93
“ x '—>/ t" cos (t19) dt
0

F est de classe C! sur R (et méme de classe C*) et F(z) P leR.
T—r+00

Pourtant F’ n’est pas bornée sur R, .

Exercice 23

Tsinx

. O
24+r+1 .

+oo
Quelle est la nature de /
1

Correction

[1; +o00[— R
Soit f rsinw
T
|
f est continue sur [1;+oo].
xsin (x) 1 sin:p< (1>> sin z (1>
E = = 1+0(-))= O(—=).
n +oo, f(x) PR . + . . + 2
T gin x

On a vu cours que / dx converge.C’est un résultat classique mais qu’il faut redémon-
1 x

trer.

on procede a une IPP :
—1
= — = / = —
u(w) = L = i) = )
V'(z) =sinzx, v(x) = —cosx
—cosx

u et v sont de classe C! sur [1; +oo[ et u(x)v(z) = —0
€T r— 400

+o0 sin x +° cosz

L’IPP est donc justifiée et / x
1 x
Mais :

Ve >1

dz est de méme nature que / 5
1 x
cos T

<1
2

22
+° cosz
2

1
2 > 1 donc la fonction x — — est intégrable sur [1;+o0[ donc / dx converge absolu-
x

1 x
ment donc converge.

T sin z;
Donc dz converge.
1 x

14
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1

Par ailleurs, si g(x) = O <2> au voisinage de oo alors g est intégrable sur [1;+oo[ donc
x

+o0o
/ g(x) dz converge absolument donc converge et finalement :
1

t©  gsinz
—5 - da converge
1 e +x+1

Exercice 24

+oo 1 o
Quelle est la nature de /2 W dx 7
Correction
[2; +o00]— R
Soit f 1
x

(hl x)ln (Inz)
f est continue sur [2; +o0].

xf(x) =exp (lnx — (In (In :n))2> —— 400.

+oo dg +o00
/x — diverge donc /2 W dz diverge.

0

15



