TD 2026-2027
Analyse 2
Chapitre 1

Normes
Correction

941

1 Exemples de normes

Exercice 1 (Centrale 2015, planche compléte)

1
Pour a € R et P € R[X], on pose Na(P) = |P(a)| +/ P/(8)] dt.
0

1. Pour tout a € R, montrer que N, est une norme sur R[X].
2. Soient (a,b) € [0;1]2.
Montrer :
VP € R[X] Ny(P) < 2N,(P)
Correction

1. Soit a € R.
e Il est clair que si P € R[X], N,(P) est bien défini et appartient & R.

Y\ P) €R x RX] Na(AP) = |AP(a)] +/01 IAP/(t)] dt

= WiP@I+ [ PO = (1Pl + [P0 a)
— PN

o Soit P € RIX] tq No(P) = 0.
(P@| =0+ ([ 1P®)] dr=0) =0

Donc |P(a)| = /01 |P/(t)] dt = o.

Mais |P’| est une fonction continue et positive donc :
Vt e [0;1] |P'(t)] =0

On en déduit :

Vt € [0;1] P'(t) =0

puis P est constant.

Mais P(a) = 0 donc P est le polynéme nul.



TD analyse 2 2026-2027 chapitre 1, correction

W(P.Q) € RIXP Nu(P+Q) = [Pla)+@Qa)+ [ [P0+ at

< IP@|+ Q@I+ [ (P01 + Q) ar
1 1
< WP@+ [ PPO] at+ Q@) + [ Q]
< No(P) 4+ Na(Q)
N, est bien une norme sur R[X].
2. Soit P € R[X].
b
PB)| = ‘P(a)—l— / Pt dt
< P@l+|[ PO
< P@i+[ P
[a;b] ou [b;a]
1
< IP@|+ [P0 de= No(P)

1
| 1P at < Nu(p)
0
D’ou :
VP € R[X] Ny(P) < 2N,(P)
L’examinateur a demandé si I'inégalité restait vraie en ne prenant plus a,b € [0; 1].
La réponse est non car :

1
Ng(X™) = a" +/ nz" ' da
0
= a"+1
~ a'sia>1
Sib>a > 1, on ne peut pas avoir N, < CN,.

Exercice 2

RZ SR

(z,y) = sup |z +ty|
te(0,1]

Soit N

1. Montrer que N est une norme sur R2.
2. Dessiner Bf(Ogz, 1).
Correction

1. e Soit u = (z,y) € R% N(u) est bien défini et appartient & R.



TD analyse 2 2026-2027 chapitre 1, correction

e Soit u = (r,y) € R2.

N(u)=0 <= sup |[z+ty|=0

t€[0,1]
— Vte|0,1]|lz+ty=0
= Vte0,1]xz+ty=
u=20
En effet si la fonction polynomiale { est nulle sur [0,1] qui est infini,
t—x+ty
c’est la fonction nulle et x = y = 0.
La réciproque est triviale.
[ ]
V(z,y) e RZVA € R N(\(z,y)) = sup |\z+thy|
te(0,1]
= sup [A|z +ty|
te[0,1]
= |A| sup |z +ty| car |A\| € Ry
te[0,1]
[ ]
V(x,y) € R®V(2',y) € R* N((z,y) + («',y)) = N((z+2",y+y))
= sup |[z+2' +tly+y)]
te(0,1]
= sup |z +ty+a’ +ty|
te[0,1]

Vi e [0,1] o+ ty+ o’ +ty| < |z +ty| + |2 +ty'| < N((z,9)) + N((«",y))

Donc
V(z,y) e R2V(2',y) € R N((z,y) + («/,y)) < N((x,y)) + N((«',y))
N est bien une norme sur R2

2. Premiére méthode
Soit (z,y) € R?
Lorsque t croit de 0 a 1, x + ty croit de x a = + y si y est positif ou décroit de x & x + y
si y est négatif.
Donc N(z,y) = max (|z], |z + y|). D’ou :

2] <1

N(z,y) <1<+
() {Im’+y\S1

Donc la boule unité pour N est un parallélogramme.
Deuxiéme méthode
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Soit (z,y) € R?

N((z,y) <1 < Vte[0,1] |z+tyl <1
— Vte[0,1] —1<z+ty<1
|z| <1 (on prend t = 0)
{|x+y| <1 (on prend t = 1)
Réciproquement on suppose |z| < 1letsi|z+y| <1
r+ty=tly+x)+(1-t)x

Or x et y + x appartiennent a [—1; 1] qui est une partie convexe de R donc z + ty € [0, 1]
et N((z,y)) <1

Boule unité pour la norme N

2+
AN
AN
AN
-3 -2 - ° L 2 3
AN
AN
AN
2L
Exercice 3 (X 201/)
71
1. Pour X = | : |, on pose || X||, = max_|z;].
' i€[Ln]
In

Soit A € M, (R).

Montrer :  sup (|[AX] )= max <Z| w|)

X oo

n

2. On considere cette fois-ci : || X||; = Z |z

=1
Montrer : sup (||AX];) = max <Z|aw|>
1 X1,=1 Lin
Correction
n
1. On note M4 = ma a;qill.
A 16[[1}75 ]21’ ZJ‘



TD analyse 2 2026-2027 chapitre 1, correction

X1
Soit X = | : | tel que || X|| =1.
Ln
n
[AX] = ax, ;ai,j%‘)
n
n
< ax, jzllam‘l !ij)
n
< g | Sl ||X||Oo)

n
< a i car || X =1
- igﬁl;}n(]] jzl |am|) r | Hoo

< My

n
De plus, il existe ig € [1;n] tel que Z lai, ;| = Ma.

j=1
1
Soit Xg = [ : | tel que z; =1 si a;,; > 0, —1 sinon.
Tn
| Xolloo =1et:

n
My > |AXolloo = D aigj
=1

n
= laig,j| = Ma
j=1
On a donc établi :
i Pour tout X € R" tel que | X =1, |[AX] < My
ii Il existe Xo € R™ tel que || Xol|,, =1 et || A Xo|, = Ma

D’ou le résultat et plus précisément :

max AX = max Qi i
(14X = max (gw ,J|)

n
2. On note Ny = max la; | |-
jeltn] \;4

1=
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z1
Soit X = | : | tel que || X]||; =1.

In

HAX”1 = Z

IA IA IA

M= 1= IV
3 = Il
~ & 3
M= = 3
=

n n
Z(I%! Na)=Na Y |zj|=Na

Jj=1 J=1

IN

n
De plus, il existe jp € [1;n] tel que Z lai jo| = Na.
i=1

Soit Xg le vecteur d’indice jy de la base canonique.
a1,j0

AXy= : donc || Xol|; =1 et ||AXo|; = Na.
An,jo

On conclut comme dans le premier cas.

Exercice 4 (Centrale maths 1 2022)

1

Pour tout polynéme & coefficients réels P et tout entier n, on pose a,(P) = / P(t)t" dt.
0
Pour tout polyndéme a coefficients réels P, on pose :

+oo
1Pl = sup [P(#)],  Noo(P) = suplan(P)], Na(P)= | an(P)?
te[0;1] neN n=0
1. Justifier que ces quantités sont bien définies.
2. Montrer que ||.||,, Noo €t N2 sont des normes sur R[X].
3. Trouver des constantes « et [ strictement positives telles que
VP € R[X]| Noo(P) < aNa(P) et No(P) < B||P||,,

4. Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes entre elles.
Correction

1. Soit P € R[X].
e |P| est continue sur le segment [0; 1] donc d’apres le théoréme des bornes atteintes |P)|
est bornée sur [0; 1] et atteint ses bornes. || P|| existe donc, c’est méme un maximum.
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1 1 P

Vn € N |a,(P)| < / |P(t)|t" dt < HPHOO/ t"dt = ”—Holo < ||P||,, indépendant de
0 0 n

n

On en déduit que Noo(P) est bien défini : toute partie non vide et majorée de R

possede une borne supéneure

VneNOQ < P)2 < H H

" < an(P) (n+1)2
Donc la série de terme général a,,(P)? converge.

|-/l est une norme.

— VP e R[] |P|, € R,

— YA eRVP e RIX] ||AP||,, = sup (|A] |P(z)]) = |A| sup |P(t)] car |A| € Ry
te[0;1] te[0;1]

Donc :
VA€ RVP € RIX] AP, = A 1Pl
— Soit P € R[X] tel que ||P||, =
vVt € [0;1] P(t) =0
P a une infinité de racines donc P est le polynéme nul.
— Soit (P, Q) € R[X]%
vt € [01] (P + Q)] < |P(8)] + Q)| < IPll. + Q. indépendant de ¢
Donc [P+ Qlly < 1Pl + 1@l
N4 est une norme.
— VP € R[X] Noo(P) € Ry
— VA€ RVP € R[X]| Noo(AP) = sup (|A| |an(P)|) = || sup |an(P)| car |A\| € R4
Donc - neN neN
YA € RVP € R[X]| Noo(AP) = |\| Noo(P)
— Soit P € ]Rl[X] tel que Noo(P) = 0.
Vn € N / P(t)"dt = 0
Par linéarité de l’1ntegrale :

VQ e RIX /P t)dt =0

En particulier : / P(t)*dt = 0.
0

Mais P? est une fonction continue et positive donc :
vt € [0;1] P(t)2 =0
P a une infinité de racines donc P est le polynéme nul.
— Soit (P, Q) € R[X]%
€N Jan(P+ Q)| = [an(P) + an(Q)] < lan(P)] + an(Q)] < Nao(P) + Noo(@Q)
indépendant de n
Donc Noo (P + Q) < Noo(P) + Noo(Q)
Ny est une norme.

— VP e R[X] No(P) € Ry

+oo
— VA €RVP € R[X] N2(\P) JZ)\Q% \IAQZ P)2 =)\, Zan
n=0

Al N2(P)
— Soit P € R[X] tel que Ny(P) = 0.
+oo
> (an(P)2=0) =0
n=0
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Donc : .
Vn e N / P(t)"dt = 0
0
On en déduit comme ci-dessus que P est le polynéme nul.
— Soit (P,Q) € R[X]?.
L’inégalité triangulaire dans RV muni de sa structure euclidienne canonique

donj\rfle : ~ = _
\l Yo an(P+Q)? = \l Y (an(P) + an(Q))* < J > an(P)? + \l > an(Q)?
n=0 n=0

En faisant tendre N vers +00, on obtient Na(P —i—b) < No(P) + ]@(Q)
3. Soit P € R[X].

VN € Nan(P)* <) an(P)? = No(P)?

Donc :

VN € N |an(P)| < No(P) indépendant de N
Donc Noo(P) < No(P).

Supposons qu’il y ait égalité avec P # 0.

Vn € N |a,(P)| < ” ”

Donc ay,(P) —> 0

n——+0oo
Donc : ]
dng € N tq Vn > ng |an(P)| < iNoo(P) (P # 0 donc Noo(P) > 0)
[0; no] étant fini :
ANy € [0;n0] tel que Vn € [0;n0] |an(P)| < |an,(P)]

1
lan, (P)] > §NOO(P) car sinon :
1

Vn € N |a,(P)| < iNoo(P)

1
puis Noo(P) < iNoo(P) avec Noo(P) >0

On a donc :

Vn €N [an(P)| < | o(P)]

Donc |an,(P)| = Noo(P) puis : .
any(P)? = Noo(P)? = Na(P)? = ) an(P)”
Donc : "

Yn € N\ {No} a,(P)=0

Donc :

Vn € N an(XNO+1P) = CLN0+n+1(P) =0
Donc XNotlp = (et P =0 : contradiction.
Reste deux possibilités : améliorer I'inégalité ou trouver une suite de polynémes non nuls

Noo(P)
telle que No(Py) notoo
1
Avec P =1, on trouve C > —— ~ 0,78
2
6
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1
Avec P =X — 1, on trouve C' > ——— ~ (0,93

2

™ —9
2
3

Une exploration numérique suggere que les polynoémes (X — 1)P pourraient étre les bons.
On va plutdt prendre P, = (1 — X)P qui est positif qu [0; 1].

1 1
vneNaAaJ=/1wu-¢ydug/(1-0%ﬁ:adag
0 0
Donc :

Vn €N lan(Pp)| = an(Pp) < ao(Pp) < lao(F)]
Donc :

1

MABJ:/(L%V&:

0 p+1

_(1_t)p+1 1_ 1
p+1

0

1 —(1 — t)p+l ! 1
Vn>20<a,(P) = /()t“(l—t)ﬁdt:[t” <p+f ] +pil/0 (1 P
0

1
S /t”_l(l—t)p“dt
0

p+1
-1)...1 1
P+@+2)...(p+n) Jo
B nn—1)...1
(p+1)(p+2)...(p+n)p+n+1)
1 2 3 n 1
= X X X ... X
p+1 p+2 p+3 p+tn p+n+l
1 2 1
< X X
p+1 p+2 p+n+l
2 1
< =X —
— p?2 n+1
Tout étant positif, on a :
X 4C X1
Zan(Pp)zSjavecC:Z—Qindépendant de p
n=2 p n:3n

+oo
Donc Z an(Py)? = 0ps100 (ao(Pp)2>
—2
! 1
(P+1)%(p+2

+oo
Donc Z an(Pp)2 ~p—too aO(Pp)Q
n=0

De plus a1(P,)? =

)2 = Op—+o0 (aO(Pp)Q)

On en déduit Na(Pp) ~pstoo a0(FPp) = ——

Noo(Pp)
No(Py) p—=too
L’inégalité N, < Ns est donc optimale.

On en déduit

Soit P € R[X].
1P,

VnENOSan(P)ng
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2 2 = 1 p
Donc Ny(P)” < ||P|| s = [|P||5% =
o0 nZ::O (n+1)2 > 6

7T/ 6
Donc No(P) < & | Pl

Il y a égalité pour P = 1.
Donc si pour tout P € R[X], No(P) < 8P|, alors :

5> No(1) _ 76

Mo 6
Donc 6 est la meilleure constante possible.
Remarque

On a vu dans la premiere question :

VP € RIX] ¥ € N lan(P)| < Pl

Donc :

VP € RIX] NoolP) < 1P|

Il y a égalité pour P = 1.

4. e On suppose qu’il existe une constante C' telle que pour tout P € R[X] |P|, <

CNoo(P).
VpeN [[XP[| =1

Y(n,p) € N? a,(XP) =

n+p+1
Donc : 1
v N Ny (XP) = ——
Donc : o
VpeN1< ——
b “p+1

On fait tendre p vers +00 : 1 <0
C’est absurde donc ||.||, et Noo ne sont pas équivalentes.
e On suppose qu'il existe une constante C' telle que pour tout P € R[X] Na(P) <

CNuo(P).
v N No( X7 +o0 1 +o00 1
p € N Ny(XP) T;)(n+p+1)2 n:ZHﬂZ
Par comparaison série-intégrale, on en déduit :
Vp € N Np(XP) > /de !
p 2 = - 22 pt1
On a donc :
1 C
I G
p+1~"p+1
Donc :

VpeNp+1<C
C’est absurde donc Na et Ny ne sont pas équivalentes.
e On suppose qu’il existe une constante C' telle que pour tout P € R[X] ||P|, <
CNy(P).
On a alors :
Vp e N | XP|| < CNy(P)
Donc :

10
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—+00

1

vpeN1<C, | > —
n=p+1

On fait tendre p vers +o0 : 1 <0
C’est absurde donc |||, et N2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 5 (X 2020)

Soit £ = {f € C*([0;1]) tq £(0) = f(1) = 0}.

Soit N {

1.
2.

3.

EF—R
f= 1o

Montrer que N est une norme sur F.

Montrer :
AC eR tq Vf € E |[fllo < ON(f)

1
Montrer que C = 3 est la meilleure constante possible.

Correction

1.

Il semble acquis que |||, est bien une norme sur C°([0; 1], R).
Dans ce cas, N est bien définie sur £ et elle est a valeurs dans R.
YOLP) € R x ENO) = Il = MLl = AL N(F)

Soit f telle que N(f) = 0.

/"]l = 0 donc f” est la fonction nulle.

f est donc affine :

3(a,b) € R? tq Vt € [0;1] f(t) =at +b

f(0) = 0 donne b = 0, puis f(1) =0 donne a = 0.

f est donc la fonction nulle.

V(f.9) € E2N(f+9) = If + 9l < Iflle + 9l = N(F) + N(9)

N est bien une norme sur E.

. Plusieurs méthodes sont possibles. En voici une simple :

D’apres le théoréeme de Rolle, il existe a €]0; 1] tel que f'(a) = 0. D’apres les accrois-
sements finis, pour tout ¢ compris entre 0 et 1 il existe s compris entre 0 et 1 tel que
F'@)=f'{t) = fl(e) = (t — ) f"(s)

On en déduit facilement :

vt € [0;1] [f'(t)] < N(f)

On a alors, toujours avec les accroissements finis :

vt € [0;1] [f()] = [f(t) — F(O)] < EN(f)

On en déduit que || f||, < N(f).

. On va améliorer ce qui précede, en revenant a la démonstration du théoreme de Rolle.

On commence par écarter le cas de la fonction nulle pour laquelle on a évidemment

1
17l < SN0
On suppose désormais que f n’est pas la fonction nulle.
f étant continue sur le segment [0;1] :
Sa € [0:1] tq Vo € [0:1] [f(2)] < ()]
f n’étant pas la fonction nulle, e # 0, 1.
Si f(a) > 0 alors :
vo € [0;1] f(2) < |f(@)] < f(a)] = f(a)
Si f(a) < 0 alors :

11
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Vo € [0;:1] f(z) 2 = [f(z)] =2 = [f()] = f(a)
de sorte que dans tous les cas, f présente un extremum local en a.

On en déduit f'(«a) =0

fla) = f@ﬁ—f@%=éafawt
= [l - [ wae=- [T

flo) = fla)=f) = [ fioyar
ot 1
= [e-0re) - [Te-nrwa= [ e-nree
On en déduit :
2| fle = 21f()

/atN(f)dt—ir/l(l—t)N(f)dt
0 «

< Néf) (a?+(1-a)?)

IN

Une étude de la fonction o — a2 + (1 — a)?

1
montrer qu’elle est maximale en a = X
Donc :

Va€[0;1]a?+ (1 —a)? <

DN |

Dot |l < SN(/).

Reste a montrer qu’on ne peut pas faire mieux.
On s’arrange pour avoir f” = Cte ie f polynomiale de degré 2.
0;1] = R

On prend donc f
x— xz(l —x)

1
Une étude de fonction élémentaire donne || f|,, = —.

f" est constante, égale a -2 donc N(f) = 2.
1
Par conséquent 1 <2C et C> 3

Exercice 6 (X 2021)

Soit £ un espace euclidien de dimension n € N*,
Soit (e1,...,ep) une famille génératrice de E.
Pour tout = € E, on pose N(z) = max (|< e;,x >|).
1<i<p
1. Montrer que N est une norme.

2. Dans cette question, £ = R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

Déterminer une famille génératrice de E telle que N = ||| ..
On rappelait :
Ve = (z1,...,20) €R" 2] = max (|z;])

1<i<n

12
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3. Dans cette question, ¥ = R™ muni de sa structure euclidienne canonique.
Déterminer une famille génératrice de E telle que N = ||.||;.
On rappelait :

n
Vo = (21, 20) € R Jall, = 3 Jail
i=1
4. On suppose n = 2.
Déterminer les vecteurs x de E tels que N(x) < 1 et dessiner la sphére de centre 0 et de
rayon 1.
5. Soit S ={z € E tq ||z]| = 1}.
Montrer :
Ve € E ||z|| =sup (|< s,z >|).
seS

Correction

1. e La famille (eq,...,ep) étant finie, il n’y a pas de probleme de définition et :
Ve e E N(x) € Ry
e Soit z € E tel que N(z) = 0.

On a alors :
Vie [1;p] <ejx>=0
Donc x est orthogonal a Vect(ey,...,e,) = Eie x = 0.
[ J
VN, z) ERXx EN(Ax) = max (|<e;A\r >|)
1<i<p
= 112.%)(])(\)\ < ej,x >|)
= (/]< ei o >)
= |\l 112?g)(p(|< ei,x >|) car |\ € Ry
= [A[N(2)
[ ]
V(z,y) € B> Nz +y) = max (|[<e,z+y>|)
1<i<p
= fg%)fp(K e, x>+ < ey >|)
< ) )
< 1nélzz‘angp(|< ei, x>+ < e,y >|)
< . .
< max (|<eiz >[) + max (|< e,y >|)
< N(z)+ N(y)
N est bien une norme.
2. Soit €1, ..., €, la base canonique de R".
Vo = (x1,...,2,) € R" N(z) = max(|z1],..., |zn]) = ||2] o
3. Soit €1,...,¢, la base canonique de R".

n

On considere les 2" vecteurs suivants : E a;€; avec a; = *+1.
i=1

Ils forment bien une famille génératrice de R™ :

13
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1 n n
Vie[[l;n]]ei:§ Ei-l-ZGj + ei—Zej
j=1

=1
J#i J#i
Soit z = (z1,...,2,) € R™

n
<z, Z a;€; >
=1

n
E ;L5
=1

n

< D lail |zl
i=1
n

= D lail =zl
i=1

. Y, e, 1six; >0
De plus, il y a égalité si on prend a; = )
—1six; <0

Donc N(z) = ||z|,.
4. N(z) <l<=Vie[l;p] —1<<e,xz><1
Il peut exister des ¢ pour lesquels e; est nul. La condition correspondante est vérifiée par
tous les vecteurs de E.
On retire donc ces éventuelles valeurs de 1.

1 1

Cela revient a dire que x est de la forme a;e; + f; avec _W <a; < W et f; orthogonal
€; €;

a €;.

La boule unité fermée de N est une intersection de bandes.

eldenorme 1

e2denorme2

M E

5. Soit x € E.

Le résultat est clair si z =0 : 0 = sup(0).
ses

On suppose donc x non nul.

14



TD analyse 2 2026-2027 chapitre 1, correction

Vs e S |< s,z >| <|s] ||z]| = ||z|| par Cauchy-Schwarz.

DephlSSiS:WaIOI'SSESet:
T

[<s,3>] = ||z

ce qui permet de conclure.

2 Boules

Exercice 7 (Mines 2021)

Soit £ un espace vectoriel.

Soit N1 une norme sur E et B la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 pour Nj.
Soit N une norme sur E et By la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 pour No.
Montrer :

Ny =Ny <= By = By

Correction
Le sens direct est trivial.
On suppose B; = Bs.
e Premiéere méthode
Soit # un vecteur non nul de E et ¢t €]0; 1].

t
x appartient & By donc & By :
N1 (x)

t
N2 (Nl(l'%x) <1
Donc : mNg(x) <1

5

(x
N1 (l’

On fait tendre ¢ vers 1 : <1

Donc Na(z) < Ni(x).
C’est trivial pour x = 0 donc : Ny < N;
N7 et No jouant des roles symétriques, No < Nj.
D’ou N1 = NQ.
e Deuxieéme méthode
Soit x un vecteur non nul de E.

~—

x x
Ny (-7\71(33)> =1 donc ngl(l“) ¢ By.
Mais By = By donc m ¢ Bs.
x
On en déduit : Ny (]\ﬁ(x)) >1
Donc xjgg > 1 et No(z) > Ni(z).

C’est trivial pour x = 0 donc : N1 < N»
N et Ns jouant des roles symétriques, No < Nj.
D’ou N1 = NQ.

Exercice 8 (X 2021)
Soient a et a’ € R™ tels que les boules fermées By(a,1) et Bf(a',1) soient tangentes & la boule

B(0,1) aux points b et b'.

15
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1
Montrer que les boules By(a,1) et Bf(a’,1) sont disjointes si et seulement si (Ob|OV) < 3 et

qu’elles sont tangentes si et seulement si le triangle Obl’ est équilatéral.

Correction

Les boules ne peuvent pas étre tangentes intérieurement : on aurait a ou @’ = 0 et b et b’ seraient
mal définis.

Par conséquent, a = 2b et o/ = 2’ (faire un dessin).

B¢(a,1)N Bf(a', 1)=10 Ha' — a|| > 2

26" — 2b| > 2

o/ =8| >1

1o —b)* > 1

6] + [1b]* = 2(¥'|p) > 1
2 —2(|b) > 1

1> 2(b/|b)

1

¥1p) < 5

[N

Les deux boules sont tangentes si, et seulement si, ||a’ — al| = 2.
1
11 suffit d’adapter le calcul précédent pour obtenir la CNS (b|b') = 7

Mais b et b’ étant de norme 1, (b|b) est le cosinus de I’angle en 0.

Obl’ est donc un triangle isoceéle en O d’angle au sommet g

p . p LT
Les deux autres sont égaux et la somme des angles vaut m donc ils sont égaux eux aussi a —.

Les trois angles sont égaux donc le triangle est équilatéral.
Remarques

1 1
e En fait comme ||b]| = ||b|| =1 et [|[b—V| =

397 3¢
By(a,1) et By(a',1) tangentes <= Obb’ est équilatéral
e Soit (E,||.]|) un espace vectoriel normé.
Soit (al,a2) € E? et (R1, R2)inR4y x Ry
Montrons :
By(ai, Ri) N Bys(az, Ro) # 0 <= |lag — a1]| < R1 + Re

1
=3 |la — d'||, on a directement :

On suppose d’abord By(ai, R1) N Byf(az, Ra) # 0.
Soit x € Bf(al,Rl) N Bf(az,Rg).
laz — a1l = [laz =z + @ —ar]| < [laz — 2f| + lo —an|| S R + Ry

Réciproquement, on suppose ||laz — a1]| < R1 + Ra.
Si |lag — a1|| < Ry alors ag € By(ai, Ry) N By(az, R2) et By(ar, R1) N By(az, R2) est non

vide.

On suppose donc ||ag — a1|| > Ry.
as — aq

Onposez=a; + Ri———.
laz — ax]|

16
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|z — ai|| = Ry donc x € By(ai, Ry).

Hw—G/QH — 0/1+R1M_a’2
lag — a1
Ry
= 1—7 -
(1 ) - 2
Ry
= |1 farm e |l — a2l = llez — arll = Rl

llaz — a1|| — Ry car |lag — a1|| > Ry
Ri+Ry—R1 =Ry

IN

Donc :
x € By(az, Ro) et x € By(ar, R1) N By(az, R2) qui est donc non vide.

Exercice 9

Montrer que :
YA e RVz € [-1;1] e < cosh A + zsinh A
On rappelle :

A A A -

YAeR cosh/\:%etsinh)\:%

Correction
On fixe A € R.

-1;1] =R
Soit f{[ ’ }/\
T e’
Vo € [—1;1] f/(z) = N2 e > 0.
Donc f est convexe et f est en dessous de la corde joignant (—1, f(—1)) et (1, f(1)).

1) — f(—1
welnyer < f-+ D6 )
o Y
< et 5 (@+1)
M e n e
= 2 9
< cosh A + xsinh A
Exercice 10
Prouver : . .
V(@1 an) € R 2424 4>y
2 T3 T
Correction

Soit (x1,...,2,) € (RY)"
In est concave donc :

1<m(“>+m(“>+...+m(%)> §1n<1<wl+x2+...+wn)>
n ) xs X1 n \r2 x3 x1



TD analyse 2 2026-2027 chapitre 1, correction

1 1
1n<flexzx...x%>§1n<<m+w2+...+wn)>
To X3 X1 n \T2 x3 z1

n
1 1
1n1=0§1n(<$1-|—$2+..._|_$”>
n n\r2 3 1
1

<m+$2+...+%)21

n\r2 I3 T

D’ou le résultat.
Exercice 11 (Ens 2025)
Soit vy €]0; 1]. Soit (xy,)n>1 une suite de éels positifs. On suppose gie
Vn > 1 any < @+ a7
Montrer qu’il existe D > 0 tel que
Vn>1xz, < Dn%
Que se passe-t-il pour v =07

Correction

On raisonne par récurrence en notant toutes les conditions que doit vérifier D.
Pour pouvoir initialiser la récurrence, on a besoin de D > x;.

Supposons la propriété vraie au rang n.

1—
Tn+41 < Ty +x, i

—
< Dn% + Dl_“Vn%_1 = Dn% (1 + D)
n

=
On a donc besoin de n> (1 + ) <(n+ 1)% ou encore :
n
1
D= 1\~ 1
14— < <1+>7 =1+—+..
n n n
1
Soit f:ax — x7.
f est C*° sur RY et :
1 1_
Vo >0 f'(z) = —27
7
11—y 1_
Vo >0 f"(z) = 27:1:"/ >0

Donc f est convexe sur R} et :
1
1\~ 1 (1 1
Wn € N* (1+)” :f<> N PRGNS,
n n n ny
Il suffit donc de prendre D > z1 tel que D~7 < — pour que la récurrence fonctionne.
Y

D™ ——— 0 donc un tel D existe.
D—+4o00

Dans le cas y =0 on a xp41 < 2y,
On en déduit la majoration z,, < 2"x;, qu’on ne peut pas améliorer. (z,) n’est plus dominée
par une puissance de n.

18
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Exercice 12 (Ens 2018)

1. Montrer que le carré est I'unique fagon d’optimiser la surface d’un rectangle de périmetre
donné.

2. Soient ay,...,a, et o € RY.
(a) Montrer :

n
[Ia > ai
i=1 S exp =1 —n
am [

(b) En déduire :
n 1/n Z @i

(H ai) S i=1

=1 n

(inégalité arithmético-géométrique)
3. Montrer que le cube est I'unique fagon d’optimiser le volume d’un parallélépipede rec-
tangle pour une aire donnée.

Correction

1. Soit p le périmetre du rectangle.

Soit x la longueur d’un des cotés.

Les autres sont de longueurs g —x, x et P

2
L’aire est x (12) — x)

L’étude de fonction est triviale. Le maximum est atteint pour x = g et seulement pour
T = g, ce qui correspond bien a un carré.
2. (a) Soient ty,...,t, € RY.
Vi € [1;n] eti=! > ¢; > 0 : Pinégalité e® > 1+ x est facile & démontrer.
De plus, il y a égalité si, et seulement si, t; = 1.

On fait le produit de ces inégalités entre nombres strictement positifs :
n

n n
H eli=l = exp (Z t; — n) > Hti'
i=1 i=1 i=1
Il y a égalité si, et seulement si, tous les ¢; sont égaux a 1 (car ce sont des inégalités
entre nombres strictement positifs).

On applique ensuite cette inégalité a t; = —

n n
D ai [T

exp =1 —n 2 =1
a am

Il y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux a a.
n

a;
1

(b) On prend a = =

n

19
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n
[T a :
On obtient 1 > % ou encore H a; < a”.
i=1
Il n’y a plus qu’a prendre la racine n
Il y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.

iéme

Remarque

Dans I’état actuel du programme, 'inégalité arithmético-géométrique se démontre
ainsi :

La fonction In est strictement concave donc :

1 & 1 &
Y(ai,...,an) € (RY)" — Zln (a;i) <lIn ( Zaz)

s Nz
avec égalité si, et seulement si, les a; sont égaux.
En prenant ’exponentielle, on obtient :

Y(ai,...,an) € (RL)"

avec égalité si, et seulement si, les a; sont égaux.

Inégalité de Jensen
Soit f : I — R une fonction convexe.

Soit n € N*. .

Soit (x1,...,x,) € I" et (t1,...,tn) € (Ry)" tel que Ztk =1.
k=1

Alor%:

f (Z th?k) < Zn:tkf(xk)
k=1 k=1

On raisonne par récurrence sur 7.

Sin =1, il n’y a rien a& démontrer : t; = 1 et l'inégalité s’écrit f(x1) < f(x1).
La propriété est vraie pour n = 2 : c¢’est la définition d’une fonction convexe.
On suppose la propriété vraie au rang n.

20
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n+1
Soit (z1,...,2ne1) € I et (t1,... thy1) € (R+)"+1 tel que Ztk =1.
k=1

n+1 n n
f <Z tk$k> = f Zt] x Z T T tp1Tnr1
k=1 j=1 i=1 th

J=1

n
= f 1 - tn-l—l Z e + tn-l—lxn—i-l

i=1 Z tj

Jj=1

n t;
< (I—tns1)f Z T | + 1 f(Tng1)

car f est convexe et t 41 € [0;1]

Mais :
Vi € [1;n]

>0
Dot
j=1
n ti
et Z - =1
i=1 Zt]

7j=1
On en déduit :

n+1 n n )
f (Z tkl’k) < (Z%‘) X Zntizf(fvi) + o1 f (@nt1)

k=1 j=1 =1 th
j=1
n+1
S Z tif(xz)
=1

3. Les cotés du parallélépipede sont c1, co, c3.
Son aire est A = 2(cica + c1e3 + cac3).
Son volume est V' = cjeqcs.
V2 = C1C2 X C1C3 X C2C3
Donc V?2/3 < 5(0162 + cic3 + cac3) = i avec égalité si, et seulement si, les trois cotés
sont égaux.
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