ANALYSE 1
2026-2027
Correction
Correction des exercices du deuxieme chapitre du cours

941

Exercice 1 (X 202/)

n
On pose S, :Zko‘,aeR
k=1
1. Convergence de (Sy,) en fonction de a.
2. On suppose a > 0.

Donner un équivalent de .S,,.
a+1

3. Equivalent de S, — .
quivalent de S, )

Correction

1. C’est une question de cours.
La suite (.5,,) converge si, et seulement si, o > —1.

Si a > 0, la fonction t — t“ est croissante.
k+1

n k n
VnEN*Z/ tadthnSZ/ t* dt
k=1"k-1 k=1"k
n n+1
vneN*/ t"‘dthng/ t*dt
0 1

v  N* na+1 <§ < (n+1)a+1_1 N naJrl
+1 - """ +1 a+1

o e
On en déduit que (S,,) diverge vers +oco et on a la réponse a la seconde question.

Sia=0,S,=n—— +o00.
Si a < 0, la fonction ¢ — t* est décroissante.

Si—-1<a<0,ona:
k+1

n k n
VnEN*Z/ tadtzSnZZ/ t*dt
k=17k=1 k=1"F

La fonction ¢ — t* étant bien inzégrable en 0.
n n-+1
VnEN*/ t"‘dtzSnz/ e dt
0 1
a+1 1 a+1l _ 1 a+1
wnen s s> D L
+1 +1 a+1

o o)
On en déduit que (S,,) diverge vers +oco.
Si o= —1 alors :

cara+1>0
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k+1 dt n+1dt
S>Z/ —_/ n(n+1) —— +o0

n——+oo
Sla<—1
n nott —1 1
S, <1 t*dt =14+ — <1-— 1 <0
n < +/1 + axl S a+1cara+

La suite (S,,) est croissante et majorée donc elle converge.

2. Cf la premiere question. On remarquera que ’équivalent est en fait valable pour oo > —1.

3
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[M]=

nook
k_kzl/k—lt dt
k
/ (K — %) dt
k-1

t—(k—=1) (k% =t | +a
1([(( NIRRT

k—1
= aZ/ (t—k+ 1)ttt

k
t—k+1 —1 [k
= a/ to‘dt—i—az (Gt Y (t—k+1)%*2dt
0 k=2 2 k—1 2 Sk

«@ A~ 41 ala—1) k _
= oY BT ——2) / t—k+ 1% 2dt
at+l 2= 2 _1( )

T
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Il
M=

T
I

k

Il
M=

(t—k+ 1)t dt)

=
Il

k=2
n na
D’apres les questions précédentes, Z kOl —
@
k=2
De plus
2 a—2 d " a—2 d na_l 1
0< (t—k+1)*2dt < /t* t:/t* t= sia#1,=In(n
Z / i Z 1 a—1 7 (n)
si a = 1
na
Donc I’équivalent cherché est TR
Remarque
La méthode suggérée par ’examinateur était différente.
R+ — R
Soit F' ot
t—
a+1
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a > 0 donc F est de classe C! sur R, de classe C* sur R.

notl n n
Sn—oy = Y F'(k) =) (F(k) - F(k—1)) (F(0)=0)
k=1 k=1
= > (F(k—1)=F(k) = (k=1 k)F'(k)
k=1
= F(O) F —i—F/ Z( )F” —i—/k 1_12_t)F()(t)dt>
_ -1 _ ala — L 1)\ 2.2
— —5 k;/k_l(t (k—1))**=dt
D’apres ce qui précede, i Kol ~ %j et :
k=2

n k n k n nafl -1
0< Z/ (t—(k—1))**2dt < Z/ t*—2 dt :/ 1024t = ——— sia # 1,
k=2"F-1 o Jk—1 1 a—1
=In(n)sia=1.
na
Donc I’équivalent cherché est TR

Exercice 2 (X 2014, Mines 2024)

1 H\"
Soit u, — <n<n+>) .
Inn
1. Etudier (uy).
-1
2. On pose v, = tn .
n
Quelle est la nature de Z U !
n>2
Correction
1.

[
+

Up = (In(n)Jrhlln((l)Jrl/n))n:( n1r11(n)+o<nlnl(n)>)n

ol o)
- ool
exp(

lowem o
)

In (
i )
In (n)
(up) converge vers 1.

diverge (cf 2.1.3) pour les détails donc Z vy, diverge.
n>2

2. vy~

1 1
>0et —
nlon = C ann(n)
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Exercice 3 (Mines 2019)

Soit f une fonction de R dans R de classe C2 et a un réel quelconque.

1 1
Quelle est la nature de la série de terme général u,, = f (a + > + f (a — > —2f(a)?

Correction

1 1 1 1
un = fla) + /() + (@) — (@) —2f(a) + O (712) ~0 <nQ>
La série converge absolument.

Exercice 4 (Centrale 2019)

n

Convergence de la suite —
° (Z Vi

Correction

1 _
Unpl —tn = mm =2V 142V = (n ) Y2 —2(n+1)12 4 20!/

—-1/2 1/2
= p /2 (1 + 1> —on!/? (1 + 1) + 2n1/?
n n

n~1/2 <1+O <1>> —on!/? (1+1+O <1>) + 2n'/?
n 2n n?
1
= 0(;m)

Donc la série de terme général u,4+1 — u, converge absolument.
Donc la série de terme général u,41 — u, converge.

Donc la suite (Z i 2\/ﬁ> converge.

neN*




