ANALYSE 1
TD
2026-2027
Chapitre 2
Séries de nombres réels ou complexes

941

1 Natures de séries

Exercice 1 (Mines 2007)

A e

Déterminer la nature de la série Z In (

Exercice 2 (X)

n—1
Déterminer la nature de la série Z n (arctan (n) — 2arctan ( ))
n

Exercice 3

Déterminer la nature des séries suivantes :
112

1. Z <n Z k;”> (Mines 99)
k=2

2. Z (ﬁ(Q - el/k)> (Centrale)
2

k=

3. Z sin (7w en!) (X)

Inn

Exercice 4 (Mines 2018)
Soit a > 0.

. (=)™
Pour tout n > 2, soit up, =In {1+ —— ).

na
Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Exercice 5 (Mines 2018)

1 n
Nature de la série de terme général u,, = (n sin ()) ?
n

Exercice 6 (Mines 2018)
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no(—1)k
On définit pour tout n > 0, u, = In (tan (l;) 2(k: —i-) 1))

Etudier la nature de la série de terme général u,,.
Exercice 7 (Mines 2016)

Nature de la série de terme général :

Uy = (\/n2+an—|—2— \/n2+bn—i—1>n
Exercice 8 (Centrale 2014)

U =1—cos(u
Soit la suite (uy)nen définie par : et (un)
up € [0; 7]
1. Déterminer la limite de (u,)pen-
u2
2. Montrer : Vn € N u,q1 < ?"
3. En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 9 (X 2017)

Soit (ap)nen une suite positive décroissante.
Montrer :

(=)
anp=o0|—
> an converge <> n

e > n(ap — anpy1) converge
- n>0

Exercice 10 (X 2018)

Soit (a,) une suite réelle telle que Z a, converge.
1. z:(an)zo18 peut-elle diverger ?
2. Z(an)zmg peut-elle diverger ?

Exercice 11 (Centrale 2024)

1. On s’intéresse a la suite (un)neN* qui admet pour limite [ € R U {—o00; +00}.

Montrer que la suite < Z U admet la méme limite.
k=1 neN*

2. Soit (vp)nen+ une suite a valeurs réelles strictement positives telle que

1/n

Montrer que vy,
n—-+00

La réciproque est-elle vraie ?

Un+1

Un

— 1€
n—-+o0o
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1/

3. On suppose v/ " ——— 1 € Ry U {+o0}.
n—+oo

Montrer que si I < 1 alors la série de terme général v,, converge.
Montrer que si [ > 1 alors la série de terme général v, diverge.
Montrer que si [ = 1, on ne peut pas conclure.

Commenter.

Exercice 12 (X 2024)

t
Nature de la série Z M ?
n>1 n

Exercice 13 (Ens 2025)

T
Soit la suite (uy)nen définie par ug = 5 et :

Vn € N upq1 = sin (uy,)
La série Z u? converge-t-elle ?

2 Sommes de séries

Exercice 14 (CCP 2019)

1
Pour tout n € N*, on pose u,, = ———.
>k
k=1
1 a b c

1. T b, c tel _
rouver @, b, ctes aue L T N on+1) 0 i+l 241

2. (a) Montrer que Y k% = n(n+1)2n+1)

k=1 6
(b) Montrer que la série de terme général u,, converge.

n
1
3. Pour tout n € N*, on pose H,, = Z —.
k=1 k

Montrer, a l’aide d’une comparaison série intégrale, que Hy, — H,, -—+—» In (2).
n—-+00

en fonction de Hop, H,, et n.

n
4. Exprimer ]; 57+ 1

+oo
5. Calculer Z U,

n=1

Exercice 15 (Mines 2017)

h(t) = ﬁ —
7h(t) si s
g(t) = { 2sin(¢/2) t €]0; ]
—1sit=0
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—_

. Montrer que g est C! sur [0; ).
+o0
. 1 . PP
. Soit p(z) = g —. Domaine de définition de ¢.

e
k:lk

. Soit I}, = / h(t) cos (kt) dt. Calculer Ij.
0

[\

w

2
4. En déduire ¢(2) = e
Exercice 16 (Mines 2005, 2019)
+00 1
Exist t calcul d —1)"In{1+—).
xistence et calcul de Z( ) n( +n>

n=1

Exercice 17 (X 2005)

Soient « et B appartenant a |0, 27|.

BIL
In:/ > et dg
¢ k=1

1. Montrer que I,, admet une limite quand n — +o00. La calculer.

ika

2. Que dire des séries de terme général avec a €]0,27[ 7

+oo eikﬂ'/Z
3. Calcul
alculer kgl ik

2.1 Séries et intégrales

Exercice 18 (Mines 2019)

Soit a € RY.
™/2 dt T
1. En posant & = tan (¢), montrer que /0 T+ asin (0 = NiE
2. Déterminer, en fonction de a > 0, la nature de la série de terme général i di - .
o 1+ (nm)esin?(¢)
(n+1)m dt

3. Déterminer, en fonction de o > 0, la nature de la série de terme général ——— -
- 1+ t@sin“ ()

+oo dt
4. Déterminer la nature de / ——
0o 14t>sin®(t)

Exercice 19 (Centrale 2005)
o0 sint
x
1. Montrer que F' est une fonction définie sur |0, +ool.

2. Montrer que :

F(LL“) . COS T

1
=—5 +0 <3) quand x — +00
x x

4
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3. Montrer que F'(z) ~ —Inz au voisinage de 0.

4. Montrer qu’il existe un unique r €]0, 7] tel que F(r) = 0.

Exercice 20 (Mines 2016)

« 1
1. Soit (un)nen une suite a valeurs dans R* telle que ntl 4 _ 2 +0(—=|.
+ Up, n n2

Pour tout n € N*, on pose b, = In (n“u,) et a, = byr1 — by,

Etudier la série de terme général a, pour montrer qu’il existe A > 0 tel que up ~ —.
n

0 400 t2
2. I, = —dt.
(a) On pose I, /0 a5
Etablir une relation entre I, et I,,41.

(b) Donner un équivalent de I,,.



