ANALYSE 1
TD
2026-2027
Chapitre 2
Séries de nombres réels ou complexes
Correction

941

1 Natures de séries

Exercice 1 (Mines 2007)

Déterminer la nature de la série Z In (

\/ﬁ+(—1)n>7a€R

vVn+a
Correction
- ln( Vn+(-1)
a\1/2
1 —
ﬁ( +n)
(_1)n a 1/2
= In (1—1— T )(1—1—n) subtilité pour simplifier les calculs
(‘”") pin (1+3)
= In (1+ ——1In — ) pour n assez grand
Vn 2 n
G Eogeoh)
- n 2n 3/2
(= a+1 ( 1 )
vn 2n O n3/2

_1)n
° Z ( \/73 est alternée.

. (75)” m On
e La suite ( (7% ) = (\/lﬁ) converge.

—1)n

D’apres le théoreme spécial sur la convergence des séries alternées, la série E T converge.
n

Une série dont le terme général est en O ( ) converge absolument donc converge.

n3/2

1
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En conséquence :
+1

. . a
E u, converge si, et seulement si, E converge.

Finalement :

n
E In ( ) ) converge <= a = —1
n+a

Exercice 2 (X)

n—1
Déterminer la nature de la série Z n <arctan (n) — 2arctan ( >)
n

Correction
Avec Taylor-Young, on montre :

11
arctan (1 + h) = % + 5 h— B2+ O()
On en déduit :

1
Une série dont le terme général est en O (2> converge absolument donc converge.
n

1
La série Z o diverge.
n

-1
Finalement, la série Z n <arctan (n) — 2arctan (n )) diverge.
n

Exercice 3

Déterminer la nature des séries suivantes :

13X 1
1. Z( Z ) (Mines 99)
Correctlon
Sin e N*, 2n > 1 donc Z —n converge et u, est bien défini.

E>2
Si on démarrait a k£ = 1, on aurait :

1821 11 1

= 2w 2 2y 20

La série divergerait.
e Premiéere méthode

1 1 1 11

vn e Nt = n+1zk2n+2:n+1k§k7n?

1 X 11 un

Z k.Qn

IN
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Pour tout n € N*, soit P(n) : u, <

P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

1
Upy1 < 1un < % donc P(n + 1) est vraie.

On a donc :
Vne N0 <u, <

+OO 1

1
Donc la série Z ( Z k2"> converge.

k=2
e Deuxiéme méthode

Soit n € N*.

k+1 1 k 1
Vk>2/ tTn_kQ”S/kltzndt

D’ou en Sommant

+o0 +00
2 < / 2" dt
/2 Z k2n —

Donc

1 [ ¢—2n+1 +oo 1 [ ¢—2n+1 +oo
hl < < |-
n|—-2n+1 ) _un_n —2n+1 L
Donc 1

< < —
n(2n — 1)22n-1 =" = pon — 1)

En particulier :

1
VneN 0 <u, < ———
- " T n@2n-1)
1
Donc u, = O <2) avec — positif et terme général d’une série convergente.
n n

Donc la série de terme général u,, converge absolument donc converge.
e Troisiéme méthode
Soit n > 1.
k+1 4t 1

1
Ek>2 ——— < —_— < —
v — (k+1)2n _/k t2n —k2n

D’ou en sommant :
= 1 1

Y e jLZ*
</ s

2n — — 2n
= (k+1) 9 =k

Donc :

+oo 4 [t—2n+l +oo

+00 1
< Z k2n
k=2

—2n+1 )

1 X1
Z k2n  92n < (2n — 1)22n—1 < Z k2n
k=2

- <« Z L < L + ;
(2n —1)22n—1 — = k2 — 22 (2p — 1)22n—1
Donc :

0< < 11 (1+ 2 )
=t = U = o 2n — 1

1
Donc u, = o (4n

) et la série de terme général u, converge.
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2. Z (H(Q — el/k)> (Centrale)
k=2
Correction

Vk22el/’“§\/€<20ar e<4
Donc :
Yn>2u, >0

Untl _o el/(ntl) 51 la régle de d’Alembert ne permet pas de conclure.
Un, n—-+oo

Vn > 2 Inu, = iln (2 — el/k>
k=2

1
Donc Z In (2 — e/ k) + — converge absolument.
k>2 k

n
1
DODClnun—i—ZEmllER

k=1
D'ou :
"1
Inu, = —Z——l—ll—l—o(l):—lnn—'y—l—l1+0(1)
sk
= —Inn+l+o(l) avecl € R
l
u, = exp(—Ilnn+Il+o(1)) = % e?(l)

K
~ —avec K >0
n

Finalement, Z (H(2 - el/k)> diverge.

k=2

sin (7 en!)
3. Zilnn (X)
Correction

Soit n > 2.
R Pa—)"

1
e= e = -_— € dt
kz:%]k! 0 n!
| 2 ) n! n! 1 not g
le = n LI 1—t)"et dt
e gok! ””((n1)!+n!>+”/o( ) e
n—2 n| n—2
i Z (n(n—1)...(k+ 1)) est un entier pair.
k= ’ k=
" On! n!
De plus, + —=n+1donc:
(n—=1)! n!

sin (mnle) = sin (Tr(n +1)+ 7'['/01(1 —t)"el dt>

= (-1)"*'sin (w/ol(l —t)"e dt)
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n > 2 donc :

1 1

O§7r/ (1—t)“etdt§ﬂ'e/ (1—t)"dt =
0] 0

On en déduit :

sin (7 en! i
° Z 7) est alternée.
Inn
n>2

On a directement :
sin (7 en!)

Te
<
n+1"—

Inn n—too
Pour la monotonie, on utilise :

sin est décroissante sur [0; 7 /2] (mals pas sur [0;7]).

1 s
Vn>50< 1-t¢ dt<7<1<

nz50<n [(1-pretar < L5 .
On montre facilement que <7T / e dt) est décroissante et prend ses valeurs
0
dans [0;7/2].
1
On en déduit que (Sin <7r / (1—t)"e dt)) est décroissante et positive.
0 n>>5

1 L L
De méme ( est décroissante et positive.
nn/np>s5

On peut faire le produit membre & membre.

Donc :
( sin (7 en!)
. e
Inn

Finalement la série converge par application du théoréme spécial sur la convergence des
séries alternées.

> est décroissante.
n>5

Exercice 4 (Mines 2018)

Soit a > 0.
Pour tout n > 2, soit u,, = In <1 +

(="
nCL
Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Correction

a > 0 donc : )

Vn>20< — — < o= =1

La suite est blen définie.
(=" 1 1 .

Uy, = . 2n2‘1+0 o donc :
—1)n 1

w =" <0

ne on2a —

—1)»
Comme a > 0, la série de terme général ( a) converge (les détails sont dans le cours) et :
n

n

-1
Zun converge <~ Z Up — (7’19) converge

<:>222

1
< > —
@5

” converge
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Exercice 5 (Mines 2018)

o

1 n
Nature de la série de terme général u,, = (n sin ()) ?
n

Correction1

VneN*0<—<1§g
1

Vn € N* 0 < sin ()g
n

Donc u,, est bien défini pour n > 1.

In(u,) = naln(nsin( )) O‘ln( 671124-0(7112))
(3 - et

e Premier cas : a < 2

In (uy,) — 0 donc uy, — 1 : la série diverge grossiérement.
n— n—-+o0o

. Deux1eme cas : a =2
In (u,) — —= donc u,, —— e~/ : la série diverge grossiérement.
n——+oo 6 n——+o00

e Troisiéme cas : « > 2
Pty

2lnn +u, = — G +o0o(m* %) +2Innet Inn=0(n*?2) cara—2>0
2Inn +u, —— —
n—-+o0o

1
nun4>01eun—o< 3
n—-+4oo n

On en déduit classiquement que la série converge (absolument).

Exercice 6 (Mines 2018)

n -1 k
On définit pour tout n > 0, u, =In (tan (;Z% 2(k—i—)1> )

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Correction

ndication de 'examinatrice :
Indicat del’ t

Xn: (_1)k zn:( )k ! 2k ! Xn:
Vn € N — = -1 / ¥ dx :/ (—
im0 2k +1 k=0 0 0 k=0
1] _ (_g2yn+l
= / —( 333 dx
0 14z
. 1 42042
= Z + (—1)nIn avec I’I’L = 0 m dx

1
oglng/ 222 Ay = donc I,, —— 0
0 n——+0oo

2n+3
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Donc :

U, = In (tan (Z + (—1)nfn>)

= In (1 +2(-)"I, + O(I?l)) (Taylor-Young)

1
= 2(=1)"I, + O(I?) = 2(-1)"I, + O <2>
n
e La série de terme général (—1)"1, est alternée.
o (-1)"I, ——0

n—+o0o
e La suite (|(—1)"Ip|), ey = (In),en €st décroissante :

Vn € NVz € [0;1] 227 < 2202

Donc :
4 242
Vn € NVzx € [0;1 <
neNVee 0l 7 < 7o
Donc :
1 x2n+4 d 1 x2n+2 q
Vn eN x < / x
o I1+22 7" — Jo 1422
Donc la série de terme général (—1)"1,, converge.
Mais u, — 2(=1)"I, = O { — | donc la série Z un — 2(—1)"1I, converge absolument donc
n
>0
converge. "=
On en déduit que la série Z Uy, converge.
n>0

Exercice 7 (Mines 2016)

Nature de la série de terme général :

un:(\/n2+an—|—2—\/n2+bn+l)n

Correction : Attention au signe : a — b peut étre négatif
e Premiére méthode
La présence de n a l’exposant peut inciter a utiliser la regle de d’Alembert.
Il faut d’abord s’assurer que u, est différent de 0 au moins a partir d’un certain rang.

9 1/2 b 1 1/2
()
n n o n
a a\ 1 b 1 b\ 1
= nll+—+(1-Z)=-1-— (=== | =
"<+2n+< 8 ) n? on \2 8 )n2
_a-b (1 a2+b2 1+o<1)
2 2 8 8/)n n2
Donc si a > b, vVn2 +an+2 — vn2 4+ bn+1 > 0 a partir d’un certain rang, ce qui légi-
time l'utilisation de la régle de d’Alembert.
Si a < b alors u, a le signe de (—1)"™ mais on peut appliquer la régle de d’Alembert a la
série de terme général |uy,|.
1
Sia=b vVn2+an+2—vVn2+bn+1~ o > 0.
n
On commence par le cas a > b.

VnZ+an+2—vVnZ+bn+1

Il

3
N
TN

[S—

+
3le

+

ol
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Un41 _ (V(n+1)2+a(n+1)+2\/<n+1)2+b(n+1)+1

VnZ+an+2—vn2+bn+1 ) (\/(n+1)2+a(n+1)+2_\/(n+1)

Un

Vin+1)2+an+1)+2—/(n+1)2+bn+1)+1 (a—1b)/2 | mais 1 ost
V2 +an+2—vnZ+bn+1 ntoo (a—b)/2
une forme indéterminée.
Par contre :
Vi tan 2ol = (i 2 (Lot 1+O<1)
2 a—b\2 8 8 /)n n?
T n
Il est notoire que pour tout réel z (et méme pour tout complexe x), (1 + ) — "
n n—-+4oo
donc : ) )
n a—Db\" 2 1 a b
Uy, = (\/n2+an—|—2—\/n2+bn—|—1) ~ <2> exp (a—b (2_8+8>> >0

Le recours explicite a la régle de d’Alembert n’est pas utile : on a un équivalent de wu,,.
On a pour tout = réel ou complexe :
> 2" converge <= |z| < 1

n>0
On en déduit :
a — ;. ‘4

Si 0 < —— < 1 alors la série de terme général u,, converge.

a —
Si > 1 alors la série de terme général u,, diverge.
Dans le cas a = b, vVn2+an+2 —vVn2+bn+1 ——+——> 0 donc a partir d’un certain

n—-+0oo

rang :

1 1
0<Vn2+an+2—-vVn2+bn+1< 3 et par suite 0 < u, < o On en déduit que la
série converge.

Passons au cas a < b. "
lun| = (\/n2 +bn+1—+vVn2+an+ 2) avec

b— 1 a® b\ 1 1
Vn2+bn+1—vn?+an+2= a—(—a+>+0<)

2 2 8 8)/)n n?2
ce qui nous ramene au cas précédent.

: a—b - . .
Si —1 < —— < 0, la série de I’énoncé converge absolument donc converge.
Lorsqu’une série géométrique diverge, elle diverge grossieérement.

. a—
Donc si

< 1 alors la série de terme général |u,| diverge grossierement donc la série

de terme général u,, diverge grossierement. Finalement la série converge si, et seulement
si, la—b] < 2.

e Deuxiéme méthode
L’idée cette fois-ci est la suivante : est-ce que la suite (u,) converge vers 0, a quelle
vitesse 7



TD analyse 1 2026-2027 Chapitre 2, correction

On précise donc le comportement de vn2+an+2—+vn2+bn+ 1.

VnZ+an+2—vVnZ+bn+1

Il
3
N
I/
—_
+
Sle
+
| 2o
N~
—
~
Do
|
N
—t
+
S|l
+
BM‘H
N~
—_
~
no
~

ST T
_ a—b+<1_a2+b2>1+0<1)
2 2 8 8/n n?
— Premier cas : |a — b| > 2.
’\/n2+an+2—\/n2+bn+1’4>|a_b’>1

n—+o0o 2
[*° avec [ > 1 n’est pas une forme indéterminée donc |u,| —— +o0
n—-+00
La série de I’énoncé diverge donc grossiérement.
— Deuxiéme cas : |a — b| < 2.
Cette fois (u,) converge vers 0 rapidement.

On pourrait s’en sortir en montrant que n?u, ——— 0 mais cela nécessite des pré-
n—-+00

cautions dans la rédaction car on doit écrire un logarithme.

 Yla-b) |
t — 1.
80106] 5

donc :

—-b
’\/n2+an—|—2—\/n2+bn—|—l’——>|a |

n—-+o00 2
dng € N tq Vn > ng ’\/n2+an+2—\/n2—|—bn—l—l' <c
Vn > ng |u,| < c”
La série converge absolument
— Troisiéme cas : a = b+ 2

b 1
\/n2+an+2—\/n2+bn+1:1—+o()
2n n

Up — e V240
n—-+0o
La série diverge grossierement.
— Quatriéme cas : a =0 —2
b 1
\/n2+cm+2—\/n2+bn+1:—1+2—1—0()
n n
Vn2 4+ an +2 — v/n? + bn + 1 est donc négatif pour n grand.
b 1\\"
|un| = (1 ——+o ()) —— e 240

2n n n—400
La série diverge grossierement.

Finalement la série converge si, et seulement si, |a — b < 2.

Exercice 8 (Centrale 2014)

2. Montrer : Vn € Nupy < —

3. En déduire la nature de la série de terme général u,.
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Correction

R—R

T+ 1—cosz
f est continue et croissante sur [0; 7] donc f([0;7]) = [f(0); f(m)] = [0;2] C [0;7].
On en déduit : ¥n € N u,, € [0;7] (il n’y a pas de probléme de définition ici)
[0;7] - R

r+—>1—cosx —x

1. On introduit classiquement f {

On étudie ensuite le signe de g { , ce qui nécessite ici une étude de la

fonction g.
Vz € [0;7] ¢'(z) =sinz — 1 < 0 avec égalité si et seulement si z = g
g est donc (strictement) décroissante sur [0;7]. Or g(0) = 0 donc :
Ve e [0;7] f(x) <=z
On en déduit que (up)nen est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge vers | €
[0; ] tel que f(I) =1 ie vers [ = 0.
2. Vz € [0;7]cosz — 1 = cosz — cos0 — (z — 0)(—sin (0)) = cosz — 1 — (z — 0) cos’ (0) =
X

(z —t) (—cost)dt (formule de Taylor avec reste intégral)

/Oz(x —t)(—cost) dt‘

@ @ -1?]"

< /O(a:—t)dt—[2]0
1,2
<
- 2

Vo e [0;m] 1 —cosx = |cosx —1| =

On peut également utiliser 'inégalité de Taylor-Lagrange :

Ve € [0;m] 1 —cosz = |cosx — 1| car cosz <1
= |cosz —1— (2 —0)(—sin(0))| = |cosz — 1 — (z — 0) cos’ (0)
2 2
x x
< = sup (|cos® (t)]) = = sup (|sin (¢))
2 te(0;x] <’ D 2 te[0;z]
72
< R
- 2

3. Siug = 0 alors u, = 0 pour tout n et la série converge.
Si ug €]0; 7] qui est stable par f alors :

VnéeNu, >0
Un+1 Un

Vne N0 < <= —0
Unp, 2 n—+4oo
Un+1 N R , .
Donc —— 0 < 1 et par la régle de d’Alembert, la série E Uy, converge.

Up n—>+00

Exercice 9 (X 2017)

Soit (an)nen une suite positive décroissante.
Montrer :

1
anp =o0| —
Z a, converge < n
250 §0n(an — ap41) converge
ni

10
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Correction
On commence par un calcul préliminaire :

NE

Y, = n(an — ap41) c’est une définition
n=0
4 D p p+1
= Z na, — Z Napi1 = Z na, — Z(n — Dapt+1
n=0 n=0 n=0 n=1
p
= Z an — Pap+1
n=1
On a donc :
Sp=ag+ X, + %(p + 1)ap+1 et on a le sens retour.
p

Dans le sens direct, on écrit :
p +oo
S ST i
n=1 n=1
Z n(an, — ap41) est une série a termes positifs (& cause de la décroissance) dont la suite des

n>0
sommes partielles converge.
Donc Z n(a, — an4+1) converge.
n>0
Revenant au calcul précédent, on voit que la suite (pay,+1) converge. Cela ne peut étre que vers

0.
Exercice 10 (X 2018)

Soit (ay,) une suite réelle telle que Z a, converge.
1. Z(an)2018 peut-elle diverger ?
2. Z(an)mlg peut-elle diverger ?

Correction
(="
2 1\8/% .
1
201\9/@

1. Oui, il suffit de prendre a,, =

2. Oui, on prend :

Vg e N*Vr e [[0, 2017]] a2019q+r =
2018
201\9/@'

Vq € N* ago19442018 = —

a, — 0
n—-+00
2018
Vg € N* Z a2019¢+r = 0
r=0
On prend le temps de le justifier mais la série Z an converge et sa somme est nulle.

n
Pour tout n, soit S,, = Z ag.
k=2019

n /2018
Vn € N* Sao1n12018 = 3 (Z a2019q+r> =

qg=1 \r=0

0=0
1

n
q=

11
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Donc la suite extraite (S2019n+2018) converge vers 0.

Mais la suite (a,,) converge vers 0, donc par linéarité, pour tout r € [0; 2017] les suites extraites :
2018

(S2019n4+) = | S2019n+2018 — »_ G2019n+1 | convergent vers 0.
l=r+1

Sur le modele des suites extraites paires et impaires, on peut alors en revenant a la définition

montrer que la suite (S,,) converge vers 0.

Par contre la série Z(an)2019 diverge :

2018 2017 2019 2019
1 2018 2018 — 2018
Vg € N* Z a2019g+r)° Z - — )
r=0 r=0 q q
Pour tout n, soit 3, = Z a2,
k=2019
n 2018 n 2019
2018 — 2018
Vn € N* So019n42018 = Y (Z agg%ng) > —
= =l n—-+oo

Donc la suite (X,) diverge.
Exercice 11 (Centrale 2024)
1. On s’intéresse a la suite (up)pen+ qui admet pour limite [ € R U {—o0; +00}.

1 n
Montrer que la suite < Z uk> admet la méme limite.
n
neN*

v
n+1—>l€

2. Soit (vp)nen+ une suite a valeurs réelles strictement positives telle que
Un n—-+4oo

Montrer que vy,

AL

n—-+00
La réciproque est-elle vraie ?

3. On suppose B A— = R4 U {400}
n—+00

Montrer que si l < 1 alors la série de terme général v, converge.
Montrer que si I > 1 alors la série de terme général v,, diverge.
Montrer que si [ = 1, on ne peut pas conclure.

Commenter.

Correction

1. On commence par le cas [ = 0.
Soit € > 0.
dng € N* tq Vn > ng |uy,| <e

1 & 1 X0 1 n 1 n
Vn>ng+1 =) upl < =D Jupl+ = > €<= jupl+
[t [t (L1 =
1 &
< —
< E—l-nz‘uk‘
k=1
1 &
—Z]uk\———>0donc:
n n—-+oo
k=1
1 X0
Elnlzno—i—lthnan—Z\uk\ge
n

k=1

12
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Donc :
1 n
VYn>mny |— U

n

< 2e¢

Donc — Z Uk m 0.
k=1
On suppose ensuite [ € R*.
Pour tout n € N*, soit w,, = u, — [.
1 n
w, —— 0 donc : —Zwk%O.

n—-+4oo n p—t n—-+4oo

Mais :
Vn € N* — w = — up —
nkz:; [t

1 n
donc — ; Uk m {.
On suppose ensuite [ = 400.
Soit A > 0.
dng € N* tq Vn > ngu, > A

1 & 1 & n — no
VnZno—kleukaZuk—i— A
"= "=
Yn > 2ng 2(n—ng) —n=n—2ny >0

Donc : .
Vn > 2ng = no > —
n 2
On en déduit :
1& 1 & lA
Vn > 2ng — > — —
> Onzuk_nzuk+2
k=1 k=1
ng
— up, — 0 donc :
n—-+4o00o
k=1
no A
dny > 2ng tq Vn > ny |— up| < —
n =1 4
Onaalorls : 4
n
Vn>mng — > up > —
n =1 4
n
Donc - kz::luk m +00.
Enfin le cas | = —o0o se traite avec w,, = —u,,.

2. On commence par le cas | € RY.

Un+1
In (vp41) —In(vy) = In ( v: ) — In (7).

D’apres la premiere question :
In (vy41) — In (v 1 &
(Ons1) “lnfer) _ 1 3" (In (vgr1) — In (vg,)) ——— In (1)

n n p n—+4o00
In (1) — 0 donc I (Vn 1) In (1).
n n—-+00 n n—+00
1 —11
On en déduit "{0n) _ 7= 110 (n) 1xIn(l) =In(l).
n n n—1 n=+too

13
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1/n

En passant a ’exponentielle, v, —— [.

n—-+4o0o

On suppose ensuite [ = 0.

In (vp41) —In(v,) =1n (UnH) — —00.
Un,

D’apres la premiére question :

In (vp41) —1 1 &

0 (vng1) —In(v) _ - S (In (vs1) — In (vg)) ——— —o0

n i—1 n——+oo

In (v In (v

(v1) 0 donc (vn 1) —00.

n n—-+oo n n—-+oo

In (v n—1In(v
On en déduit (vn) = (vn) —00.
n n n—1 n-+too
En passant a l’exponentielle, v}/ " ——0.
n—-+oo

Le cas [ = +co se traite de maniere similaire.

On consideére la suite (vy,)nen+ définie par :
Vp € N* vg,_1 =1 et vg, =2
Vpe N* v/ =1 — 1

p—+0o0
In (2
VpGN* Ul/(2p):exp(n(p)> 1
2p p—+o0
Donc vy, 1/n —1
n—-+o00
U
Par contre —22— =2 2
U2p—1 p—+00
1 1
Par contre Yptl _ - —
ugp 2 potoo 2
Donc la suite ( n+1) diverge.
neN*

3. Il s’agit donc ici d’établir une regle d’application plus générale que la régle de d’Alembert.
On commence par le cas | < 1.
Soit r €]l;1].
dng € N* thnZnovi/n <r
Yn>ng0 <uv, <r"
La série de terme général r™ converge donc la série de terme général v, converge.

On passe ensuite au cas [ > 1.

Soit r €]1;].

dng € N* thnanvyll/n >

Yn>ng0<wv, <r"

Donc v, —+——> 400 et la série de terme général v, diverge grossierement.

n——+0oo

Prenons v, = 1 pour tout n € N*,

ok
/ " — 1 et la série de terme général v,, diverge.
n——+oo

1
Prenons v,, = 2 pour tout n € N*.

2 In
Ui/ "= exp ( (n )> 1 et la série de terme général v,, converge.
n n—-+4o00o

14
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Exercice 12 (X 2024)

t
Nature de la série Z M ?

n>1 n
Correction ) )
Soit F = U ]—4+k7r;4+k7r[.
keN
1 1 1
La longueur de chaque intervalle ] ~1 + km; 1 + kw{ est 3 <1.
1 1 1
La distance entre deux intervalles consécutifs est ~1 +(k+1)m — (4 + k:rr) =T-5 >1

Par conséquent,il ne peut pas y avoir 2 entiers consécutifs dans F.
1
Par conséquent pour tout n € N*, |tan (2n — 1)| ou |tan (2n)| > tan (4> noté a.

a est strictement positif.
On en déduit que :

vn € N* [tan (2n — 1)| > a > a [tan (2n)| > a
2n—1 2n—17" 2n 2n 2n
DO ian (n — 1)) Jtan (20)
tan (2n — tan (2n a
Vn € N* > —
" on—1  2m  —om
, , : - [tan (n)|
Si on note (S,) la suite des sommes partielles de la série Z —— alors :
n>1
a1
Y EN S5 > 23 L s o
2 b k n—+oo
t
Par conséquent la suite (S,,) diverge et la série Z M aussi.

n>1

Exercice 13 (Ens 2025)

T
Soit la suite (uy)nen définie par ug = 5 et :
Vn € N upq1 = sin (uy,)

La série Z u? converge-t-elle ?

Correction
La fonction sin étant définie sur R, la suite (u,)nen ne pose aucun probléme de définition.

Pour tout n € N, soit P(n) : u, € ]0§ 721

P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

s T T
sin est strictement croissante sur [0; 2} donc 0 = sin (0) < up4+1 < sin (2> =1< 5
Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé :

T

VnENunE]O;A
T

Vn € N upy1 — up = sin (uy) — u, < 0 par stricte convexité de sin sur }O; 2] ou par étude

de la fonction z + sin (z) — x

15
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La suite (uy) est donc décroissante et minorée donc convergente.
™
Sa limite est un nombre compris entre 0 et 5 tel que sin (z) = =.

Seul = 0 convient (convexité ou étude de fonction)

ud
Upt1 — Up = Sin (Up) — Uy ~ —F"
1
Les examinateurs s’intéressent alors a I’équation différentielle 3/ = —gyS
/
1
On a % =% (les examinateurs ne se préoccupent pas dans cette phase de recherche de la
Yy
division par un nombre qui pourrait étre nul)
1 t
Donc —— =——+C.
Y 6
"Motivé par cette solution”, on pose v, = —;.
U‘n
b b — 1 L up = up iy _ (un — ung1) (un — uni1)
ntl =™ %Yn = o T 9 T T 92 - 2,2
Upy1 U UpUpny1 UpUp41
3
(up + sin (up)) (upn, — sin (uy,)) 2un% 1
u2 sin? (uy,)) uZu2 3
1

Donc v —v —.
ntl " 400 3

Les examinateurs en déduisent, sans dire comment v, ~ 3

n—1
- , Un Vo 1
On peut utiliser Césaro : — v —V) = — — — —.
p - k:i—:o( k1 — Uk) T o 3

2

On a donc u;,

3
~ — et tout est positif donc la série de terme général u2 diverge.
n

Une autre méthode est possible.

. u
Upt1 — Up = sin (Up) — Uy ~ _Fn donc :

2

Uy, Un4-1 Un+1
dno 9 Yntl

~ 1
6 Unp . Up,
Mais la suite (In (uy,)) diverge donc la série de terme général In (u,,) — In (up4+1) diverge.

Tout étant positif, on en déduit que la série de terme général u? diverge.

> = In (up) — In (up+1)

2 Sommes de séries

Exercice 14 (CCP 2019)
1

D> K
k=1

Pour tout n € N*, on pose u,, =

1T b, c tel ! AP R
. Trouver a, b, ¢ tels que =—
T d nn+1)2n+1) n n+1 2n+1

- 1)(2 1
2. (a) Montrer que ZkQ = nin+1)@2n + )

k=1 6

16
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(b) Montrer que la série de terme général u,, converge.
n
1
3. Pour tout n € N*, on pose H,, = Z —.
ik

Montrer, a l’aide d’une comparaison série intégrale, que Hay, — Hy, —+> In (2).
n—-+0oo

n
4. Exprimer Z en fonction de Hy,, H, et n.
j=1

— 2j+1
+oo
5. Calculer Z Up,-
n=1
Correction

1. Deux méthodes sont possibles :

e Premiéere méthode : on admet ’existence de a, b, ¢

Wn € N* ! S
nn+1)2n+1) n n+1 2n+1

On multiplie par n :

Vn € N* ! g
(n+1)(2n+1) n+1 2n+1

Mais N* étant infini, on a une égalité entre fractions rationnelles :
1 bX cX

X+nex+n “tTxriTax 4
qu’on peut évaluer en O :

l=a
On repart alors de ’égalité de départ, on la multiplie par n 4+ 1 et on évalue en —1 :
b=1.

On repart ensuite de 1’égalité de départ, on la multiplie par 2n + 1 et on évalue en

1
—5302—4.

e Deuxiéme méthode : on démontre 'existence de a, b, ¢ :

1)(2 1 2 1 1
wmen &4 b L _ a(n+1)2n+1)+bn(2n+1) +cn(n+1)
n n+l 2n+41 nn+1)(2n+1)
(2a+2b+c)n?+ Ba+b+c)n+a

nn+1)2n+1)

On en déduit, toujours car N* est infini :

(VneN* ! _ay by ¢ )
nn+1)2n+1) n n+1 2n+1
2
— [vnen* 1 :(2a+2b+c)n +Ba+b+c)n+a
n(n+1)(2n+1) n(n+1)(2n+1)
— (YneN" (2a+2b+c)n’ +Batb+on+a=1)
2a+2b+c
<~ q3a+b+c
a=1
=1
= b=1
c=—4

17
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2. (a) C’est une question classique de Sup.
Vu I’énoncé, un raisonnement par récurrence suffit.
Reportez-vous a votre cours de sup pour d’autres méthodes.

3 1
(b) up ~ et tout est positif et Z g converge donc la série de terme général u,, converge.

2n 1
3. VneN*Hy, —Hy,= ) -
k=n+1

On en dedult
k+1 dt

i 2n k dt
W¥n e N Z/ L < Hy,— H, < Z/kl?
k=n+1"""

pulS

n+1 q¢ dt
VnEN*/ —<H2n—Hn</2n—
¢ n+1 t n t
et :

on + 1 2
Vn € N* 1n< nt >§H2n—Hn§ln<n) = In (2)
n-+1 n

Avec le théoréme des gendarmes, on en déduit que Hy, — H, — In (2).

n—-+0oo
4.
n 1 2n+1
jZ::l m = Z e Z — attention j démarre a 1
1 1
= -1+ Hy,— -H
ont1 T gln
D.
2w "1 "1 ° 1
men YU ooy loy oy b
= 6 el j:1j+1 j:12j+1
1 4
= H,+H,+—-1- 4—4H 2H,
n+ Hp + +1 2ﬂr+].+- on + n
4
= 3- —4(Hs, — H
g1 AU = )
Finalement :
+o0o
> up =6(3-4In(2))
n=1
Exercice 15 (Mines 2017)
2
ht) = — —t
() =5 o
———— it €|0;
g(t) = { 2sin (t/2) * 1057
—1sit=0
1. Montrer que g est C! sur [0; 7.
+o0
. 1 . e
2. Soit p(z) =) =L Domaine de définition de ¢.
k=1

3. Soit I, = / h(t) cos (kt) dt. Calculer Ij.
0

18
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2
4. En déduire ¢(2) = e
Correction
1. g est clairement de classe C! sur ]0; 7).
En 0, g(¢) ~ _Tt = —1 donc g est continue en 0.

On a donc facilement la continuité de g sur [0; 7.
On calcule ensuite ¢'(¢) :

2sin (¢/2)R/(t) — cos (t/2)h(t)

vt €]0;7] ¢ (t) = 4sin? (1/2)

Le numérateur est équivalent & t2. On fait donc un DLy du numérateur :

2

= ((1 +o(t)) (; - 1) — (1+o(t) (;ﬂ - 1))

t( NI R (t)) e +o(t?)
= — — —— o0 =—+4o0
m 2 27

2
2sin (/2)R/(t) — cos (t/2)h(t)dsin® (1/2) = (¢ + o(t?)) (ff _ 1) ~ 1+ o(t) (’f ~ t)

On en déduit ¢'(t) — —.

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, g est de classe C! sur [0;7].

2. p(x) est la somme d’une série de Riemann donc D, =]1; +00].

3.
Vke NI, = OW h(t) cos (kt) dt = [h( o ( } / w5 g
("t \sin(kt) [/t cos(kt) W_l ™ cos (kt)
- L G dt‘[(w 1) < h 2 S
1 1fsin(kt)]" 1
- k2_7r[ k3 L T k2
4. Vn € N* L 7Tht cos (kt) | dt
v g- <><kzl ( >)
vt €]0; 7] icos (kt) = Re (i eikt> =Re <eit€3i:_11> car et #1
k=1 k=1 e
— e [ oiln 1)t/28in (nt/2) :cos((n+1)t/2)sin(nt/2)
= ( ’ Sin(t/2)> sin (t/2)
sin ((2n 4 1)t/2) — sin (t/2)
2sin (t/2)
On en déduit :
vt €]0; 7] Zcos (kt) ) (t)sin((2n + 1)t/2)dt — fh( )

puis par contmulte
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vt € [0;7] (Z cos (kt) ) g(t)sin ((2n + 1)t/2)dt — %h(t)

ce qui entrame

VneN*ZkQ /g sin ((2n + 1)t/2) t—f/ h(t

Avec Rlemann Lebesgue :
/ g(t )sm((2n—|—1)t/2)dt—+>0et :

Zki— 5/0 h(t)dt:—

Exercice 16 (Mines 2005, 2019)

+o00
1
Exist t calcul d —1)"In(1+4+—).
xistence et calcu eE( ) n(-i-n)

n=1

1
Correction Pour montrer que la série de terme général u, = (—1)"In (1 + ) converge deux
n

méthodes sont possibles.
e Premiéere méthode : utilisation d’'un développement asymptotique

3[&12

—

1" 1

Up = ()ﬁ‘c)<2>
n n

— la série Z

n>1

est alternée

n n——400
1)
— La suite ( )

?1)

1 L.
= [ — | est décroissante
n
n

converge.

donc la série Z

n2
général positif d’une série convergente.
Deuxiéme méthode

1
— la série E "1n (1 + ) est alternée
n>1

1 1
Siv=0 () alors la série Z vy, converge absolument donc converge (car — est le terme
n

— (=1)"In 1+l —0
n n—-+4oo

1 1
— La suite (‘(—1)”1n (1 + ) D = (ln (1 + )) est décroissante
n n

donc la série Z "In(1+ 1) converge.
N N
un = S (=1)"In (”Zl> =3 (-1)"(ln(n+1) — In(n))
n=1 n=1
N N N+1 N
= Z(—l)" In(n+1)— Z(—l)nln (n) = Z (—1)"_1 In(n) — Z(—l)"ln (n)
n=1 n=1 n=2 n=2
N
= (-DVIn(N+1)-2 Z(—l)"ln (n)
n=2
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N
On va ensuite séparer les termes pairs et impairs. Comme on sait déja que la suite (Z un>
n=1
converge et qu’on cherche seulement sa limite, on peut se contenter d’étudier le cas N pair :

2N 2N
dup = m@2N+1)-2) (-1)"In(n)
n=1 n=2
N—-1 N
= m2N+1)+2> In(2k+1) -2 In(2k)
k=1
N-1
(2k + 1)
= Q2N +1)+2n | E_——
[T (2k)
k=1
2N
I
= m@N+1)+2In| —F2
N
(fico)
k=1

= 21n< 2N—|—1(2N)!>

(2N N1)?
T i = s () et (3

2N 9
On en déduit Z Uy — In ( )
0

N—s4oo
io(—n”m (1 + ;) —n <72T>

n=1

n=1
Finalement :

Exercice 17 (X 2005)

Soient « et B appartenant a |0, 27].

g .
:/ Ze’“@de
& k=1

1. Montrer que I, admet une limite quand n — +oc. La calculer.

ika

2. Que dire des séries de terme général avec a €]0,27[?

7

+oo otkm/2
3. Cal
alculer Z 7
k=1
Correction
1. On montre comme d’habitude : )
. noikm/2 0 1 — eind
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2.1

On en déduit :
B it B giln+1)0
VYneN'I, = / /

o 1 — et o 1— et

La fonction 6 est C! sur [o; 8] donc classiquement :

— il

B et
" oo A 1 — et do

Cette intégrale se calcule mais il faut proscrire le recours au logarithme complexe.

B e " B 0i0/2 y 8 02 .
i (B ei0/2 B2 b
2Ja sin(0/2) a/2 sin(6)
B/2
_ i/m <§:z +¢> dg = i In (sin 0) + 6]

_ a—p 4l (sin(6/2)>

2 sin (a/2)

. Si on calcule I, avec la linéarité de l'intégrale, on obtient :

n eika n eik’,@
VYneN" I, =i -
Comme la suite ([,,) converge, on en déduit que
eika eikﬁ

converge <= Z
E>1 E>1

eika
Les séries Z
k>1

converge

sont toutes de méme nature.

_1)k

Pour a = 7, on a la série Z (
sk

qui converge donc :

ika

Va €]0;27[ ¢

k>1

a—p3 .. sin (3/2) (I etk IX kB
2 +Zln(sin(a/2)>zz<z DY k:)

k=1 k=1

converge

+o0 1 k 400 eika
Comme Z vaut notoirement — In 2, on peut obtenir la valeur de Z
k k
k=1 - k=1
Pour obtenir la somme de 1’énoncé, on prend a = 5 et B=m:

. o i —+00 eilmr/2
— —iln <\f> = tom@) =i (Z p +ln(2)>

k=1

Donc : ‘
+oo ezkw/Q In (2)
ko 2

k=1

Séries et intégrales

Exercice 18 (Mines 2019)

22



TD analyse 1 2026-2027 Chapitre 2, correction

Soit a € RY.
/2 dt T
1. En posant x = tan (t), montrer que /0 T+ asin? (0 = NiE
2. Déterminer, en fonction de a > 0, la nature de la série de terme général i d - .
0 14 (nm)asin?(t)
(n+1)m dt

3. Déterminer, en fonction de o > 0, la nature de la série de terme général ——
e 1+ t@sin“ (t)

oo dt
4. Déterminer la nature de / ——
o 1+4t>sin®(¢)
Correction
1.
/2 dt +oo 1 dx . 1
/0 H—TinQ(t) = /0 o R changement de variable C* " " z = tant
1+a 5
14z
oo dx 1 +oo
= - tan (2T a }
/0 211 a) [\/marcan(az a)o
T
- 2(/1+a
2.
/7r dt B /W/ 2 dt N /7r dt
o 1+ (nm)asin®(t)  Jo 1+ (nm)@sin? (1) x/2 1+ (nm)esin? (¢)
/2 dt 0 —dx
B /0 1+ (nm)®sin? (t) * /71—/2 1+ (nm)®sin? (z)
changement de variable xt =7 — ¢
_ /“/2 dt B T
N o 1+ (nmesin?(t) 1+ (nm)°
ql-a/2
~ ne/2
Z/ﬂ d converge <= o > 2
o 1+ (nm)esin?(¢) &
5 (nt1)m dt g dt
" 1 +tosin? (t) /0 1+ (nm +t)*sin? (t)

o< /ﬂ' dt - /(n+1)7r L - /7r dt
“Jo 1+ ((n+1)m)*sin® (t) = Jur 1+tosin? (t) — Jo 14 (nm)@sin? (¢)

On en déduit par double implication :

(n+1)m dt ﬂ gt
1+ tosin? (¢) .
/mr 1+ tesin? (t) converge Z /0 ¥ (o sin? (1) converge
Donc :
(nt1)m dt
/ —————5 -~ converge <= «a > 2
nir 1 + t sin” (t)

4. On en déduit classiquement :

oo dt
/ ——— 5~ converge < « > 2
0o 14t>sin®(t)
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Ry - R
«a > 0 donc la fonction f = 1 est continue.
1+ t>sin (t)
xT
C’est une fonction positive donc F': z — / f(t) dt est croissante.

0
On en déduit que F(x) = l € RU{+00}.

n—1

(k+1)m k+1)7r
Sta>2 Fom) =Y. [ it dt--»}j/" iR
k

=0 T n—-+o0o

oo dt
Mais F'(nm) ——— [ donc par unicité de la limite [ € R et / — 5~ converge.
n—+00 o 14t>sin®(t)
(k+1)7
Si a < 2, la série de terme général f(t)dt diverge et c’est une série a termes
k
positifs donc : "

n=1 (k+1)n

HW:ZA £(t)dt —— +oc
k=0""T

dt

“+o00
Cette fois [ = t/ —_—
ette fois 400 e A 1—|—to‘sin2 (t)

diverge.

Exercice 19 (Centrale 2005)

+00 qf
nm:/ S g

12
1. Montrer que F' est une fonction définie sur |0, +ool.

2. Montrer que :
Ccos T

1
F(z) = 2 +O(x3) quand  — 400

3. Montrer que F(z) ~ —Inx au voisinage de 0.
4. Montrer qu’il existe un unique r €]0, 7] tel que F(r) = 0.

Correction

1. Soit z € RY.
[x; +oo[— R
Soit f sin ¢
ts
+2
1
f est continue sur [z;4o00] et f(t) = O (t2> donc f est intégrable sur [z; +ool.
Donc F(z) est bien défini.
2. Soit z € RY..

+o0 t
F(x) = COS; — 2/ g dt IPP a justifier
x
+oo t
= COSQ:B sin +6 & dt IPP a justifier
x
+oogint too 1 1
Vz € R? / ﬂ</ Sdt=
x + . t4 = Je t4 33
cos 1
D’ou F(z) = Ol—=]|.

ou F(x) = + x3>
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+00 gin t 11 t— ¢t +o0 t
3, vq:eRiF(x)_(_mx):/ Slidt_/ Lar— / Smt dH/ sint

+2
sint —1 Sy
2 est prolongeable par continuité en 0 donc F'(z) — (—Inz) ——_—>0—> leR.
x

F(z)=—Inz+ 14 o(1) donc F(z) ~g —Inz

sinx

<0
22

4. Vx €)0; 7 F'(z) = —
F(z) — 400
z—0
Il nous faut donc le signe de F(7).

+oo sint X DT ging
Fm) = / = & _Z/ 5

_ Z/ sin x—i—n;r)dx
(x4 n)

= Z(_l)"/o7r ﬂdx

2
= (x + nm)

T  ginx
On note u,, = xT.

o (x+nm)?
e VneN*u, >0

® Uy — 0 : on sait deJa que la série converge.
n——+00

VneN'Vee0;n] O0<z+nr<z+(n+1)r
VneN*Vz e [0;n] 0<(z+nm)?<(z+ (n+1)m)?
. 1 1
vmeNvrelml T e S e

s x < S x
(x+ (n+D7m)2 ~ (24 nm)?
Vn € N* Unt1 < Up

Vn € N* Va € [0; 7]

Donc F(m) est du signe de —uy : F(7) < 0.
En affinant ce qui précede, F(m) < 0.

Exercice 20 (Mines 2016)

Uy, n2

Up, 1
1. Soit (up)nen une suite a valeurs dans RY telle que —— =1 — — —|— O < )
Pour tout n € N*, on pose b, = In (n“u,) et a, = by+1 — by,

A
Etudier la série de terme général a, pour montrer qu’il existe A > 0 tel que up ~ —.
n

+oo +2
2. (a) On pose In = /0 m dt
Etablir une relation entre I,, et I, 11.
(b) Donner un équivalent de I,,.

Correction
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Gnp

Donc la série de terme général a,, converge absolument donc converge.

Donc b,, —— 1 € R.
n—-4o00

bn+1 - bn = hl(

(n+ l)aun+1)
nu,

aln <1+1> +1n <un+1>
n Unp
1
aln<1+1) +ln<1—a+0<2>)
n n n

()

Donc n®u,, — ¢! € R .
n—-+oo

2. (a)

_ /0+°°(1

—dt =
T+ thn

4n [+

3 Jo

t2

t6

(1 + t4)n+1

— 7(111 - In+1)

3
On en déduit :

4n — 3

Vn € NIn+1 =

In—l—l

VYn € N I,

4n

=1—-—.
4n

D’apres le début de ’exercice, I,, ~

I,.

26

BT e —an®
e — — J— X e —
3(1 _|_t4)n 0 /0 3 (1 +t4)n+l

_dn et -2
3 Jo (14th)ntt
WET avec K > 0.

dt



