ANALYSE 1
TD
2026-2027
Chapitre 2
Séries de nombres réels ou complexes
Correction

941

1 Natures de séries

Exercice 1 (Mines 2007)

Déterminer la nature de la série Z In <_

vVn+a
Correction
v — In ( v+ (=1)
a\1/2
14+ =
vi(1+3)
(_1)n a —-1/2
= In (1 + T ) (1 + n) subtilité pour simplifier les calculs
(=)™ 1 ( a)
= In (1 + — —In |1+ — | pour n assez grand
Vn ) 2 n
(=)™ 1 a ( 1
= _—_— = — O -
Vvn 2n 2n * n3/2

-1H)" 1 1
vn 2n n3/2
La suite (uy,) est alternée & partir d’'un certain rang.

Pour avoir la monotonie, & partir d’un certain rang, on fait un développement asymptotique de :
[Un+1] — |un| = (*1)n+1un+1 = (=1)"u, = (*1)n+1(“n+1 + up)

—1)"
° Z( ) est alternée.

(—1)’\‘/71
° Tn mo
e La suite < (_\/172” ) = (\/15) converge.
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="
NG

) converge absolument donc converge.

D’apres le théoreme spécial sur la convergence des séries alternées, la série E

converge.

Une série dont le terme général est en O <3
n3/2

En conséquence :
a+1

E uy, converge si, et seulement si, E

Zln <\/ﬁ+(_1)n> converge <= a = —1

converge.

Finalement :

vn+a
Exercice 2 (X)

n—1
Déterminer la nature de la série Z n <arctan (n) — 2arctan ())
n

Correction
Avec Taylor-Young, on montre :

1 1
arctan (1 + h) = % +§h— Zh2+0(h3)
On en déduit :

U, = N (F — arctan (1> — 2arctan ((1 - 1))
2 n n
T 1 1 T 1 1 1
= (5 o(s)2(i- a3 ae o))

Une série dont le terme général est en O ( > converge absolument donc converge.

n2

1
La série Z o diverge.
n

-1
Finalement, la série Z n (arctan (n) — 2arctan (n )) diverge.
n

Remarque

Comment montre-t-on la formule pour arctan (x) 4 arctan <) ?
x

e Premiére méthode )
Soit f : x + arctan (x) 4 arctan (
x

f est de classe C*°, de dérivée nulle donc constante sue chaque intervalle de son domaine

de définition R*

e Deuxiéme méthode
T
t ——0) =
o (2 tan (0)
1

Donc t (W tan ( )>
onc tan | — — arctan (z) | = =
2 tan (arctan (x))

1
x
0 1
Donc 5 arctan (z) = arctan () + km
x

1
Siz > 0, arctan (z) € }O; 72r[ et g — arctan (x) € }0; g [ comme arctan <)
x
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1
Si z < 0, arctan (x) € }—g;(){ et g — arctan (x) € } g;ﬂ'[ comme 7 + arctan <>
x

1
Donc : g — arctan (r) = 7 + arctan ()
x

Exercice 3

Déterminer la nature des séries suivantes :

13X 1
1. Z( Z ) (Mines 99)
Correctlon
Sin e N*, 2n > 1 donc Z —n converge et u, est bien défini.

E>2
Si on démarrait a £ = 1, on aurait :

12X 1 11 _1
= 2w 2 2y 20
La série divergerait.
e Premiére méthode

n u == = -
e n+ 14 BIF2 T g1 A 20 g2

1211w,

< 2y -
- nkzz:lkz%él 4

Uy
4n—1

Pour tout n € N*, soit P(n) : u, <

P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

U
Upiq < 1un < 4—11L donc P(n + 1) est vraie.

On a donc : "
1 . ..
Vne N0 <u, < YT terme général d’une série convergente

11X 1
Donc la série Z (n Z k:2"> converge.
k=2
e Deuxiéme méthode
Soit n € N*.

k+1 1 k 1
k>2/ 2n_k2ng/k_1t27dt

D’ou en sommant :

400 +oo 1 400
U J— </ =2 de
/2 - ,;2 L
Donc
1 [ ¢—2n+1 +0o0 1 [ ¢—2n+1 too
— <up < —
n —2n—|—12 n|—2n+1 L
Donc 1
< <
n(2n — 1)22n-1 =" = pon — 1)
En particulier :
1
M N* 0 < < —
ne _un_n(Qn—l)
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1 1
Donc u, = O <> avec — positif et terme général d’une série convergente.
n

n2
Donc la série de terme général u,, converge absolument donc converge.
e Troisieme méthode

Soit n > 1.
k+1 q¢ 1

1
Vk>2 ——— < / — < —
— (k+1)2n = J t2n — k2n
D’ot en sommant :

i" 1 +oo i":" 1
—— < / e dt < —
2n = = 2
= (k4 1) 2 = k"
Donc :
R | 241 1T oo g
2 e <2 k2n
k=3 2 k=2
]_Bonc : N
X1 1 1 X1
D g S (@n— 1221 = >
k=2 k=2
Donc : N
1 X1 1 1
(2n — 1)22n-1 = ,;2 e =gt (2n — 1)22n-1
Donc : L1 5
0= tn = tn = oom (1+2n—1>
1
Donc u, = o <4n> et la série de terme général u,, converge.
n
2.3 (H@ - el/k)> (Centrale)
k=2
Correction
Yk > 2 el/kS\/E<26ar e<4
Donc :
Vn >2u, >0
U
R, B V(R N Y P régle de d’Alembert ne permet pas de conclure.
Un n—-+oo
n
VYn>2 lnu, = Zln (2 - el/k>
k=2
1 1 1 1
/) _ _
1 1
= ——40(=
i+ ()
1
D In (2 — e'/*) + — bsolument.
onc ];2 n ( e ) + 2 converge absolumen

n
1
DODCh’lun—’-;EmlleR
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D'ou :
"1
i = 3Lt o) = ot
= —Inn+1+o(l)avecl € R
l
un = exp(=lnn+l+o(1) =5 e

K
~ —avec K >0
n

n

Finalement, Z (H(2 - el/k)> diverge.

k=2

3. Z sin (7 en!) (X)

Inn
Correction
Soit n > 2.
o1 L=t
1 t
e=¢e = — 4+ e’ dt
lg) k! 0 n!
| <”2_:2 n!) ( n! n! 1( et d
mnle = — |7+ —i—>+7r/ 1—-¢)"e"dt
= k! (n—1)! n! 0
n—2 n! n—2
k:i" = Z (n(n—1)...(k+1)) est un entier pair.
k=0 """ k:0| |
De plus, ( ﬁ‘l)! + % =n+ 1 donc :
1
sin (mnle) = sin (Tr(n +1)+ 7r/ (1—t)"e dt)
0
1
= (=1)"*sin <7r/ (1—1t)" etdt)
0
n > 2 donc :
1 1 Te
O§7r/(1—t)"etdt§7re/(1—t)”dt: <7
0 n+1

0
On en déduit :

sin (7 en! ,
° Z T est alternée.
= nn

On a directement :
sin (7 en!)

Inn n—r=+00 .
Pour la monotonie, on utilise :

sin est décroissante sur [0; 7 /2] (mals pas sur [0;7]).

1
Vn250§7r/(1 )" et dt < <1<
0

T
n+1 2

On montre facilement que <7T / e dt) est décroissante et prend ses valeurs
0
dans [0;7/2].
1
On en déduit que (sin <7r / (1—t)"e dt)) est décroissante et positive.
0 n>5

1 L i
De méme ( est décroissante et positive.
nn/np>s5
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On peut faire le produit membre & membre.
Donc :

. ( sin (7 en!)
Inn

Finalement la série converge par application du théoreme spécial sur la convergence des
séries alternées.

> est décroissante.
n>5

Exercice 4 (Mines 2018)

Soit a > 0.

: (="
Pour tout n > 2, soit u, =In |1+

na
Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Correction

a > 0 donc : )
Vn>20< — < —=1
ne 1a
La suite est bien définie.
(=1 1 ( )
4+ 0| —= ) donc:

" pe 2n2a
= 1
Un = e T T2 =0

Comme a > 0, la série de terme général

(=n"

converge (les détails sont dans le cours) et :

(=D"

E Uy converge < E Un = =5 converge
1
= E 52a COnverge
< > L
a> -
2

Exercice 5 (Mines 2018)

1 n
Nature de la série de terme général u,, = (n sin ()) ?

Correction ]
VneN*0<-<1<~™

n 2
<1
n

Donc u,, est bien défini pour n > 1.

o . (1 o 1 1

o (un) = m ln(mm(n)):” 1“(“%“(#))
o 1 1 nafZ a—2
- (—WM(TL?))—— i +o(n?)

e Premier cas : o <2
In (u,) — 0 donc u, — 1 : la série diverge grossierement.
n—+400 n—+400

1
Vn € N* 0 < sin ()

6
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e Deuxiéme cas : o =2

In (u,) — —= donc u, — e~ /6 : la série diverge grossiérement.
n—+o0o 6 n——+o00
e Troisiéme cas : o> 2
P
2Inn 4+ uy, = — G +o(n*?)+2lnnet Inn=0(n*?) cara—2>0

2lnn 4+ u, —— —0
n—4o0o

1
nu, — 0 ie u, = o0 (2>
n—-4o0o n
On en déduit classiquement que la série converge (absolument).

Exercice 6 (Mines 2018)

o 2L(—1)F
On définit pour tout n > 0, u, = In (tan (g:o i) ]

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Correction

1
Indication de ’examinatrice : = / 2%k dz.
2k +1 0

n

n _1\k 1 1 n
VnGN];)éki)l = Z(_l)k/o x2kdl‘:/0 ];](—$2)kdx

k=0
11-(= 2\n+1
= / —( $2) dx
0 14z
T 1 x2n+2
- Z + (—1)nIn avec In = 0 m dx

1
ogfng/ 222 Ay =
0

Donc :

2n+3 n—+00

U, = In (tan (Z + (—1)nIn>)

= In (1 +2(-1)"I, + O(L%)) (Taylor-Young)

1
= 2(=1)"I, + O(I?) = 2(-1)"I, + O (2)
n
e La série de terme général (—1)"1, est alternée.
o (—1)"I, ——0

n—+o0o
e La suite (|(—1)"1p|),eny = (In),eny €St décroissante :

Vn € NVz € [0;1] 2274 < p2nt2

Donc :

2n+4 p2n+2
Vn e NVz € |0;1 <
" el m S T
Donc :

1x2n+4 1x2n+2
v eN/ d </ d
" 0o 1+ a2 = 0o 1+ a2 o
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Donc la série de terme général (—1)"1I,, converge.

Mais u, — 2(=1)"I, = O { — | donc la série Z un, — 2(—1)"1I, converge absolument donc
n
>0
converge. "=
On en déduit que la série Z Uy converge.
n>0

Exercice 7 (Mines 2016)

Nature de la série de terme général :

un:(\/n2+an+2—\/n2+bn+1)n

Correction : Attention au signe : a — b peut étre négatif
e Premiéere méthode
La présence de n a I’exposant peut inciter a utiliser la regle de d’Alembert.
Il faut d’abord s’assurer que u,, est différent de 0 au moins & partir d’un certain rang.

1/2 b1\ 1/2
)" (o))
n n o n

VnZ+an+2—vVnZ+bn+1

I

3
VR
N

—_

+
Sle

+
| 2

Donc si a > b, vVn2 +an+2 —v/n2 4+ bn+1 > 0 a partir d’'un certain rang, ce qui légi-

time l'utilisation de la régle de d’Alembert.

Si a < b alors u,, a le signe de (—1)" mais on peut appliquer la régle de d’Alembert a la

série de terme général |uy,|.

Sia=b Vn2+an+2—vVn2+bn+1~ 2i > 0.

On commence par le cas a > b. "

Unt1 (Vi +1)2+aln+1)+2—/(n+1)2+bn+1)+1 (\/(
Up Vn2+an+2—-vn2+bn+1

P +an+1)+2—-/(n+1)

Vin+1)2Z+an+1)+2—-/(n+1)Z2+bn+1)+1 (a—b)/2 | mais 1 o
VnZ+an+2—Vn?+bn+1 n—too (a—1b)/2
une forme indéterminée.
Par contre :
Vil ran i Virsma1 = e 2 (et 1+0<1>
n? 4+ an —Vn n = ——— 4+ — |- —
2 a—b\2 8 8)n n?2
T n
11 est notoire que pour tout réel x (et méme pour tout complexe z), <1 + ) — 7
n n—-+oo
donc : ) )
n a—Db\" 2 1 a b
un:<\/n2+an+2—\/n2+bn+1) ~< 5 > exp(a_b<—8+8>>20

Le recours explicite & la régle de d’Alembert n’est pas utile : on a un équivalent de w,,.
On a pour tout = réel ou complexe :
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Z x" converge <= |z| < 1
n>0
On en déduit :

. a " ;.
Si0 < — < 1 alors la série de terme général u,, converge.

Si e > 1 alors la série de terme général u,, diverge.

Dans le cas a = b, Vn24+an+2—vVn2+bn+1 —+——> 0 donc & partir d’un certain
n——+00

rang :

1 1
0<VnR2+an+2—-vVn2+bn+1< 3 et par suite 0 < u, < o On en déduit que la
série converge.

Passons au cas a < b. "
lun| = (\/n2 +bn+1—vVn2+an+ 2) avec

b— 1 a® v\ 1 1
V2 +bn+1—+vn?2+an+2= a—(—a+>+0<)

2 2 8 8)/)n n?2
ce qui nous ramene au cas précédent.

a—b .. ) .
Si —1 < —— <0, la série de I’énoncé converge absolument donc converge.

Lorsqu’une série géométrique diverge, elle diverge grossiérement.

. a— - o . AN -
Donc si < 1 alors la série de terme général |u,| diverge grossierement donc la série

de terme général u,, diverge grossierement. Finalement la série converge si, et seulement
si, la —b| < 2.

¢ Deuxieéme méthode
L’idée cette fois-ci est la suivante : est-ce que la suite (u,) converge vers 0, a quelle
vitesse 7
On précise donc le comportement de vn2 4+ an + 2 — v/n2 + bn + 1.

VnZtan+2—vVn2+bn+1

Il
S
/N
I/
(S
+
| 2
+
:w‘[\’
"
—_
~
Do
|
7 N
—
| o=
+
| =
S~
—_
~~
no
~—

— Premier cas : |a — b > 2.

’\/n2+an—|—2—\/n2—|—bn—|—l’———>a7>1

n—-+00 2
[*° avec [ > 1 n’est pas une forme indéterminée donc |u,| R +o0
n—-+0oo
La série de I’énoncé diverge donc grossierement.
— Deuxiéme cas : |a — b| < 2.
Cette fois (uy,) converge vers 0 rapidement.

On Ourrait S’en Sor‘ir en montrant ue nuy, — O mais Ce].a néceSSite deS ré—
n
n—+400

cautions dans la rédaction car on doit écrire un logarithme.

: |a — bl {
(1.
SOltCE] 5

donc :

—b
‘\/n2+an+2—\/n2+bn+1’—>|a |

n—-+o0o 2

Ing € N tq Vn > ng ’\/n2+an+2—\/n2—|—bn+1’<c

9
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Vn > ng |u,| <
La série converge absolument
— Troisiéme cas : a = b+ 2

b 1
\/n2+an+2—\/n2+bn+1:1—+o<)
2n n

Uy —— e Y240
n%Jroo

La série diverge grossiérement.
— Quatriéme cas : a = b — 2

b 1
\/n2+an+2—\/n2—|—bn+1——1+—|—0< >

2n n
Vn2 4+ an +2 — v/n? +bn + 1 est donc négatif pour n grand.

b 1\\"
lun| = (1 ——+o ()) —— e 240
n

2n n——+00
La série diverge grossierement.

Finalement la série converge si, et seulement si, |a — b| < 2.

Exercice 8 (Centrale 2014)

Upt1 = 1 — cos (uy)

Soit la suite (up)nen définie par :
ug € [0; 7]

1. Déterminer la limite de (u,)pen-
2
u
2. Montrer : Vn € Nuy41 < ?"

3. En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Correction

R—R

T+ 1—cosz
f est continue et croissante sur [0; 7] donc f([0;7]) = [f(0); f(m)] = [0;2] C [0;7].
On en déduit : ¥n € N u,, € [0;7] (il n’y a pas de probléme de définition ici)
[0;7] - R

r+—>1—cosx —x

1. On introduit classiquement f {

On étudie ensuite le signe de g { , ce qui nécessite ici une étude de la

fonction g.
Vo € [0;7] ¢'(x) =sinz — 1 < 0 avec égalité si et seulement si z = T
g est donc (strictement) décroissante sur [0;7]. Or g(0) = 0 donc :
Ve e [0;7] f(x) <=z
On en déduit que (up)nen est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge vers | €
[0; ] tel que f(I) =1 ie vers [ = 0.
2. V:Ugce [0;7]cosz — 1 = cosw — cos0 — (x — 0)(—sin (0)) = cosx — 1 — (z — 0) cos’ (0) =

(x —t) (—cost)dt (formule de Taylor avec reste intégral)

Ve e [0;m] 1 —cosz = |cosz—1|=

/Ox(ac —t) (—cost) dt‘

@ [~ -1?]"
< /O(x—t)dt_l2lo
1.2

2

IN

10
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On peut également utiliser 'inégalité de Taylor-Lagrange :

Ve € [0;m] 1 —cosz = |cosx — 1| car cosz <1

= Jecosz —1— (z —0)(—sin(0))| = |cosz — 1 — (z — 0) cos’ (0)]
x? z?

< = sup (|cos® (¢)]) = = sup (|sin(¢)])
2 te(0;x] (’ D 2 te[0;x)
72

<

-2

3. Si ug = 0 alors u, = 0 pour tout n et la série converge.
Si ug €]0; 7] qui est stable par f alors :
VnéeNuwu, >0

U U
VneNQO< 2 o -
Uy, 2 n—+oo
Un+1

—— 0 < 1 et par la régle de d’Alembert, la série Z Uy, converge.
Up n—>+00

Donc

Exercice 9 (X 2017)

Soit (an)nen une suite positive décroissante.
Montrer :

1
anp =0\ —
Z a, converge < n
"0 > n(an — any1) converge
- n>0
Correction
On commence par un calcul préliminaire :

P
Y, = Z n(ay — ap41) c’est une définition
n=0
p+1

p p p
= Z nay — Z Nap4+1 = Z nap — Z(n = Dans1
n=0 n=0 n=0

n=1
p
= Z An — Pap+1
n=1

On a donc : »
Sp =ag + Ep + ﬁ
Dans le sens direct, on écrit :
p +oo

Xp < Z an < Z Q.

n=1 n=1
Z n(a, — an+1) est une série a termes positifs (& cause de la décroissance) dont la suite des
n>0
sommes partielles converge.
Donc Z n(an — anp41) converge.

n>0
Revenant au calcul précédent, on voit que la suite (pay,+1) converge. Cela ne peut étre que vers
0.

(p+1)ap41 et on a le sens retour.

Exercice 10 (X 2018)

11
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Soit (a,) une suite réelle telle que Z a, converge.
1. Z(an)2018 peut-elle diverger ?
2. Z(an)%lg peut-elle diverger ?

Correction
1. Oui, il suffit d d (=1)"
. Oui, il su e prendre a, = T\s/ﬁ‘
2. Oui, on prend :
Vq € N* Vr € [[0, 2017]] a2019q+r =
2018

mgya'

1
201\9/6

Vq € N* ag019442018 = —

a, —— 0
n—-+o0o
2018
Vg € N* Z a2019¢+r = 0
r=0
On prend le temps de le justifier mais la série Z a, converge et sa somme est nulle.

Pour tout n, soit S,, = Z ag.

k=2019
n 2018 n

Vn € N* Sao19n12018 = ) (Z a2019q+r> =>0=0
q=1 q=1

Donc la suite extraite (S2019n42018) converge vers 0.
Mais la suite (a,,) converge vers 0, donc par linéarité, pour tout r € [0; 2017] les suites extraites :
2018

(S2019n+r) = | S2019n+2018 — 201941 | convergent vers 0.
l=r+1
Sur le modele des suites extraites paires et impaires, on peut alors en revenant a la définition

montrer que la suite (S,) converge vers 0.

Par contre la série Z:(an)2019 diverge :

2018 2017 2019 2019
1 2018 2018 — 2018
Vg € N* > (az019q+r)"" - — .
r=0 r=0 q q
Pour tout n, soit £, = Z a9,
k=2019
n /2018 n 2019
2018 — 2018
Vn € N* So019n12018 = ) (Z agg%ng) > r =0
et | n—+o00

Donc la suite (%,,) diverge.
Exercice 11 (Centrale 202/)

1. On s’intéresse a la suite (up)pen+ qui admet pour limite [ € R U {—o0; +00}.

1
Montrer que la suite < Z U, admet la méme limite.
neN*

v
2. Soit (vp)nen+ une suite a valeurs réelles strictement positives telle que il -—+—» l e
Vp Nn—+oo

12
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m

n—-+4o0o
La réciproque est-elle vraie ?

3. On suppose v}/

1
Montrer que vy,

"l eRy U{+oc}.

n—-+0oo
Montrer que si l < 1 alors la série de terme général v, converge.
Montrer que si [ > 1 alors la série de terme général v, diverge.
Montrer que si [ = 1, on ne peut pas conclure.
Commenter.

Correction

1. On commence par le cas [ = 0.
Soit € > 0.
dng € N* tq Vn > ng |uy| < e

1 & 1 & 1 & 1 & n —ng
n>ng+1 |= Y upl < =D Jupl+= D €<= jupl+ €
"= "= Whmnot1 M=t n
1 &
< —
< e—l—nZ\uk\
k=1
no
—Z]uk\%()donc:
n n—-4o0o
k=1
R
Elnlzno—i-lthnznle\uk\ge
"=
Donc :
1 n
VYn > — <2
n>ng nkzzzluk < 2¢

1 n
Donc — Z up, — 0.
n el n—-+oo

On suppose ensuite [ € R*.

Pour tout n € N*, soit w, = u,, — L.
n

1
w, — 0 donc : — wy, — 0.
n—-+oo n n—-+oo

) k=1
Mais :

1 1
Vn € N* — =— —1

1 n
donc — Z up — 1.
n el n—-+oo

On suppose ensuite | = +o00.
Soit A > 0.
dng e N* tqVn > ngu, > A

Vn>n0+1liuk>lnzouk+n_nox4
a (e L

Vn > 2ng 2(n —ng) —n=n—2ny >0

Donc :

Vn22non_n0 2%

n
On en déduit :

13
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Vn>2n0—2uk> Zuk—l— A
"= =
1 &

—Zuk%Odonc
k; 1 n—-+4oo

dny > 2ng tq Vn > ny

no

— > ug

n k=1

A
< =
— 4

On a alors :

n A
Vn>n1—2u > —
n p= 4

1
Donc — Z U —— +00.
—1 n—-+0o0o

Enfin le cas | = —o0o se traite avec w,, = —u,,.

2. On commence par le cas | € RY.

Un+1
In (vp41) — In(v,) =1n ( v: ) — In (1).

D’apres la premiere question :

In (vng1) —In(v1) 1 Zn: (In (v41) — In (v3,)) —— In ()

n n 1 n—-+o0o
| 1
n (V) —— 0 donc B (Vo) In (7).
n n—-+oo n n—-+4oo
1 —11

On en déduit "{0n) _ 7= 110 (vn) 1xIn(l) =In(l).

n n n—1 n=+too
En passant a l’exponentielle, vn/ L X

n—-+00

On suppose ensuite [ = 0.

Un+1
1 —1 =1 —00.
n (’l}n+1) H(’UTL) n( n ) m 0.9)
D’apres la premiere question :

In (vp41) —In (v1) _! i (In (V1) — In (vg)) ———= —o0

mn n 1 n—-4oo
1 1
n (v1) 0 donc n (Uni1) —00.
n n—-+oo n n—-+oo
In (v n—1In(v

On en déduit (vn) = (vn) —00.

n n n—1 n-o+too
En passant a 'exponentielle, ’u}/ " ——0.

n—-+o0o

Le cas | = 400 se traite de maniére similaire.

On considére la suite (vy,)nen+ définie par :
Vp € N* vgp_1 =1 et vy = 2
Vp € N* v%(% Vo1—

In (2
VPGN* U%}/)@p):exp(n(p)) 1
1/n

Donc vy,

— 1
n—-+0o00

u2
Par contre P —9 2
U2p—1 p—r+00

14
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Ugp1 _ 1 1
Ugp 2 p—otoo 2

. Un+1 .
Donc la suite ( nt > diverge.
neN*

Par contre

Up,
3. Tl s’agit donc ici d’établir une régle d’application plus générale que la regle de d’Alembert.
On commence par le cas [ < 1.
Soit r €]l; 1].
dng € N* thnZnovyl/n <r
Yn>ny0<wv, <r"
La série de terme général ™ converge donc la série de terme général v,, converge.

On passe ensuite au cas [ > 1.

Soit r €]1;1].

dng € N* thnzngv}/n >r

Yn>ng0 < v, <7r"

Donc v, —— +o0 et la série de terme général v,, diverge grossierement.

n—-+o0o

Prenons v, = 1 pour tout n € N*.
/ " —— 1 et la série de terme général v,, diverge.
n—-+o00

1
Prenons v, = 3 pour tout n € N*.

2 In
v,ll/ " = exp < (n )> 1 et la série de terme général v, converge.
n n—4o0o

Exercice 12 (X 2024)

t
Nature de la série Z M ?
n>1 n
Correction ) )
Soit £ = | J ]— + ks — —i—knr[.
4
keN

2
1 1 1
La distance entre deux intervalles consécutifs est ~1 +(k+1)m — (4 + krr) =73 >1

1 1 1
La longueur de chaque intervalle ] ~1 + km; — —|— kw{ est — < 1.

Par conséquent,il ne peut pas y avoir 2 entiers consécutifs dans F.
1
Par conséquent pour tout n € N*, |tan (2n — 1)| ou [tan (2n)| > tan (4) noté a.

a est strictement positif.
On en déduit que :

vn € N* [tan (2n — 1)| > a > a [tan (2n)| > a
2n—1 2n—-17" 2n 2n 2n

Donc :

vn € N* [tan (2n — 1) n [tan (2n)| .

2n —1 2n — 2n
()|

tan
Si on note (S,) la suite des sommes partielles de la série Z [tan (n)]

n>1 n
"1
g % m'

alors :

Vn € N* Sgn >

l\D\Q

15
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ta
Par conséquent la suite (S,,) diverge et la série Z [tan (n)] aussi.
n>1

Exercice 13 (Ens 2025)

s
Soit la suite (uy)nen définie par ug = 5 et :

Vn € N upq1 = sin (uy,)
La série Z u? converge-t-elle ?

Correction

La fonction sin étant définie sur R, la suite (u,)nen ne pose aucun probléme de définition.
77

Pour tout n € N, soit P(n) : u, € ]0; 2}

P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie.

s T T
sin est strictement croissante sur [0; 2} donc 0 = sin (0) < up41 < sin (2) =1< 5
Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé :

T

VnENunE]O;A
T
Vn € N upy1 — up = sin (uy) — u, < 0 par stricte convexité de sin sur }O; 2] ou par étude
de la fonction = + sin (z) — x
La suite (uy,) est donc décroissante et minorée donc convergente.
T

Sa limite est un nombre compris entre 0 et 5 tel que sin (z) = x.

Seul z = 0 convient (convexité ou étude de fonction)

u3
: n
Upt1 — Up = Sin (Up) — Uy ~ e
Les examinateurs s’intéressent alors & 1’équation différentielle i/ = — =3
, 6
On a % =5 (les examinateurs ne se préoccupent pas dans cette phase de recherche de la
Yy
division par un nombre qui pourrait étre nul)
1 t
Donc —— = ——+C.
Y 6
"Motivé par cette solution”, on pose v, = —.
un
2 2
b —b _ 1 _ i _ Uy — un-i—l _ (un - un-l—l)(un - un+1)
nHl T T2 w2 w2l N u2u?
n+1 n n“n+1 n“n+1

(n + si0 () (0 — sin () 2u% 1
u2 sin? (uy,)) uZ uZ 3

1

Donc v —v —.
ntl " n—+oo 3

Les examinateurs en déduisent, sans dire comment v,, ~ 3

n—1
1. , Un, Vo 1
On peut utiliser Césaro : — Vpyl — V) = — — — —.
p n ];)( + ) n n n—+oo 3

16
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2

On a donc u;,

3
~ — et tout est positif donc la série de terme général u2 diverge.
n

Une autre méthode est possible.

. u
Upt1 — Up = Sin (Up) — Uy ~ _Fn donc :

u? u u
E" ~1-— Z:l ~ —In (17;?) =1In (un) — In (up41)
Mais la suite (In (uy,)) diverge donc la série de terme général In (u,,) — In (uy4+1) diverge.

Tout étant positif, on en déduit que la série de terme général u? diverge.

2 Sommes de séries

Exercice 14 (CCP 2019)
1

> K
k=1
1 a b c

1. T b, c tel =0
rouver a, 0, c tels que n(n+1)(2n +1) n+n+1+2n+1

n (2 )
2. (a) Montrer que ZkQ — n(n+1)(2n + )

k=1 6
(b) Montrer que la série de terme général u,, converge.

Pour tout n € N*, on pose u,, =

n
1
3. Pour tout n € N*, on pose H,, = Z —.
ok

Montrer, a ’aide d’une comparaison série intégrale, que Ho, — H, —+> In (2).
n—-+0oo

n
4. Exprimer Z en fonction de Hy,, H, et n.
j=1

— 25 +1
+oo

5. Calculer Z Up,-
n=1

Correction

1. Deux méthodes sont possibles :

e Premiére méthode : on admet 'existence de a, b, ¢

¥n € N* ! a, b, ¢
n =—
nn+1)2n+1) n n+1 2n+1

On multiplie par n :

Vn € N* ! + bn + o
n =a
(n+1)(2n+1) n+1 2n+1
Mais N* étant infini, on a une égalité entre fractions rationnelles :
1 n bX n cX
=a
(X+1)(2X +1) X+1 2X+1
qu’on peut évaluer en 0 :
l=a
On repart alors de ’égalité de départ, on la multiplie par n 4+ 1 et on évalue en —1 :
b=1.

On repart ensuite de 1’égalité de départ, on la multiplie par 2n + 1 et on évalue en

17
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e Deuxiéme méthode : on démontre 'existence de a, b, ¢ :

vnenN %4 b € _ an+1)2n+1)+bn(2n+1)+cn(n+1)
n n+l 2n+1 n(n+1)(2n+1)
(2a+2b+c)n*+ Ba+b+c)n+a

n(n+1)2n+1)

On en déduit, toujours car N* est infini :

1 b
(vneN* 45 b )
n

nn+1)(2n+1) n+1 2n+41
2
— [vnen* 1 _ (2a+42b+c)n"+Batb+cnta
n(n+1)(2n+1) n(n+1)2n+1)
= (VnEN*(2a+2b+c)n2+(3a+b+c)n+a:1)
2a+2b+c
<~ {3a+b+c
a =
=1
= b=1
c=—4

2. (a) C’est une question classique de Sup.
u ’énoncé, un raisonnemen r récurren uffit.
Vu I'énoncé, aisonnement par récurrence suffit
Z-Vi AV 6 .
Reportez-vous a votre cours de sup pour d’autres méthodes

3 1
(b) wuy, ~ —, tout est positif et Z —; converge donc la série de terme général u,, converge.
n n

2n 1
3.VneN Hyy—H,= Y +
k=n+1
On en déduit :

okl gt . ck ot
VneN* > / — <Hy—Hy< ) / —
ke k t “ k1 t
puis :
2n+1 dt dt
vneN*/ —gHgn—Hn</2n—
et : o + 1 5
Vn € N* ln( " ) §H2n—Hn§1n<n) =1n(2)
n+1 n
Avec le théoréme des gendarmes, on en déduit que Ho, — Hj, T) In (2).
n (o]
4.
n 1 2n+1 1 n 1
- = Z - — Z — attention j démarre a 1
= 2j+1 =k o2k
1 1
= 14 Hop — - H
m T 1 + 2n 2 n

18
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5.
" w; "1 " 1 n 1
YneN Y 2 = Y 4> —— 4> —
j:16 Pl j:1]+1 j:12]+1
= H,+H — —1- 4 —4H. 2H,
ot et mrl 2n + 2Hn
4
= — — 4(Ho,, — H,
S S (Hzn — Hn)
Finalement :
—+o0
> up=6(3—4In(2))
n=1

Exercice 15 (Mines 2017)

2
7 0q t 0.
g(t) = ¢ 2sin(t/2) si ¢ €J057]
—1sit=0
1. Montrer que g est C* sur [0; 7).
400 1
2. Soit ¢(z) = Y -—. Domaine de définition de ¢.
il
3. Soit I, = / h(t) cos (kt) dt. Calculer Ij.
0

2
4. En déduire ¢(2) = 5
Correction
1. g est clairement de classe C! sur ]0; 7).
—t

En 01, g(¢) ~ - = —1 donc g est continue en 0.

On a donc facilement la continuité de g sur [0; 7.

On calcule ensuite ¢'(¢) :
_ 2sin (t/2)h/(t) — cos (t/2)h(t)
N 4sin? (t/2)

vt €]0; 7] ¢'(t)
Le numérateur est équivalent & t2. On fait donc un DLy du numérateur :

2sin (¢/2)h/(t) — cos (t/2)h(t)4sin® (t/2) = (t+ o(t?)) <7tr - 1) = (1+0(t)) <;7r B t)

_ ((1 +o(t)) <; _ 1) —(1+o(t) (;ﬁ _ 1))

2

t t t
t( L+ —+ 2w+0()> 27T+0( )

1
e 1
On en déduit ¢'(¢) tg—g> 5

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, g est de classe C! sur [0;7].
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2. p(x) est la somme d’une série de Riemann donc D, =]1;+00].

3.
. sin (kt)]™ T, sin (kt)
VkeN' I, — / (£) cos (kt) dt — [h(t)kh—/o ) T gy
B Tt sin (kt) [/t .\ cos(kt)]" 1 [ cos(kt)
- /o (G- |G- =, = ) S
B 1 [sin (kt 1
- ﬁ 77[ k3 L_k?
4. Vn € N* cos (kt) | dt
o S 0 (Fem)
vt €]0 Zcos (kt) = Re (i eikt> = Re (eit e;::f) car e £ 1
k=1
— e [ ol 1)t/zsin(nt/2) :cos((n+1)t/2)sin(nt/2)
R ( ' sin (¢/2) ) sin (¢/2)
_ sin((2n 4 1)t/2) —sin (t/2)
2sin (t/2)
On en déduit :
vt €]0; 7] Zcos kt) ) (t)sin ((2n + 1)t/2)dt — fh( )

puis par contlnulte

vt € [0; 7] (Z cos (kt) ) (t)sin((2n +1)t/2)dt — fh( )

ce qui entralne

VneN*Zkz /g )sin ((2n 4+ 1)t/2) t—f/ h(t

Avec Rlemann Lebesgue :
/ g(t)sin (2 -+ 1)t/2)dt —— O et -

=1 g 2

- s wpa="

W 5 [ noa =7
Exercice 16 (Mines 2005, 2019)

+o0
1
Exist t calcul d —1)"In{1+—).
xistence et calcu eZ( ) n( +n>

n=1
1
Correction Pour montrer que la série de terme général u, = (—1)"In (1 + ) converge deux
n

méthodes sont possibles.
e Premiére méthode : utilisation d’'un développement asymptotique

un:(_lyz—i-O(l)

n

— la série Z

n>1

est alternée

20
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— —0
n n—+00
) (=)™ 1 ..
— La suite = | — ] est décroissante
n n
donc la série Z (1" converge
- )

1
Siv=0 (2> alors la série Z vy, converge absolument donc converge (car — 5 est le terme
n n?

général positif d’une série convergente.
e Deuxieme méthode

1
— la série Z "In (1 + > est alternée
n>1
1
— (-D)"In(1+—-) ——0
n n—-+4oo
1 1
— La suite (‘(—1)”111 <1 + n) D = <1n <1 + n)) est décroissante
1
donc la série Z "In (1 + ) converge.
N N N
n+1
S = D ( u > S (=1)" (In (0 + 1) — In (n))
n=1 n=1 n=1
N N N+1 N
= Z "In(n+1) Z Z (—1)" 1 1In (n) — Z(—l)”ln (n)
n=1 n=1 n=2 n=2

= (-1)¥In(N+1) —22 )" In (n)

n=2

N
On va ensuite séparer les termes pairs et impairs. Comme on sait déja que la suite (Z un>
n=1
converge et qu’on cherche seulement sa limite, on peut se contenter d’étudier le cas N pair :

2N 2N
> up = In(2N +1) —22 )" 1n (n)
n=1
N—-1
= m@2N+1)+2) In(2k+1) —22111 2k)
k=1 k=1
N-1
(2k + 1)
= (2N +1)+2In | H—0n
[T (2k)
k=1
2N
[
=2
(frco)
k=1

= 21n< 2N+1(2N)!2>
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2N)! 2NNV 1 1 2N 2
ON + 1(7)2 ~ V2NVAN=T () —— . <e> S
(QNN]) e 2 oxN- \N T

2N 9
On en déduit Z Uy —— In <>

N—+o0 ™

S (-1)'In <1 + ;) —In (i)

n=1

n=1
Finalement :

Exercice 17 (X 2005)

Soient « et B appartenant a |0, 27].

B
In:/ > eM?do
@ k=1

1. Montrer que I,, admet une limite quand n — +oc. La calculer.

ika

2. Que dire des séries de terme général avec a €]0,27[?

+oo eikW/Q
3. Calcul
alculer Z o
k=1
Correction
1. On montre comme d’habitude :
. n eikﬂ'/Q 0 1 — eind

On en déduit :

Vn e N* I fe a— [ ettt ? 6
ne n_/a 1 — eif _/a 1 — eif

La fonction 6 est C! sur [; 8] donc classiquement :

1— e
B it
In n—-+oo /a 1— ¢t do

Cette intégrale se calcule mais il faut proscrire le recours au logarithme complexe.

B it y 3 0i0/2 y 3 0i0/2 y
/a 1— e B /a e=i0/2 _ eif/2 7 /a —2isin (6/2)
LB aif)2 B2 it
— 5| =i s
2 Jo sin(0/2) a/2 sin (6)
(P12 (cosO . . 18/
= Z/O{/Q (Sine—l—z) d0:z[ln(sm9)+10]a/2

_ aB i (SR0)

2 sin (a/2)

2. Si on calcule I, avec la linéarité de l'intégrale, on obtient :
n eika n eik,B
VYneN"I,=i

k=1 k k=1 k

Comme la suite (I,,) converge, on en déduit que
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2.1

ika eikﬁ

Z ek converge <— Z

k>1 k>1

eika
Les séries Z
E>1

converge

sont toutes de méme nature.

(="
z

Pour @ = 7, on a la série E qui converge donc :

k>1

eika
Va €]0; 27] Z converge
k>1
De plus
_ . 92 +00 ko +oo  ikp
2 ”8+i1n(s?n(ﬁ/ )> iy -3
2 sin (a/2) =k =k
+00 -1 k 400 eika
Comme Z . vaut notoirement — In 2, on peut obtenir la valeur de Z 3
k=1 k=1

. . p ™
Pour obtenir la somme de I’énoncé, on prend a = 5 et f=m:

e /2 N [E0 ik /2
4—zln<2>:4+21n(2):z<z A +111(2)>

k=1

Donc : ‘
+o0 ezk:Tr/Q In (2)
ko 2

k=1

Séries et intégrales

Exercice 18 (Mines 2019)

Soit a € RY.

1

3. Déterminer, en fonction de o > 0, la nature de la série de terme général PN WY
n 1+ t>sin® (t)
o0 dt
4. Déterminer la nature de / — -
0o 14t>sin®(¢t)
Correction
1.
/2 dt +oo 1 dz
—_— = h t de variable C* = tant
/0 1T asin? (1) /0 o R changement de variable C* 7 " = = tan
1+a——
14 22
oo dx 1 oo
= = arctan (zv1+a
/0 1+ 22(1+a) [\/m ( ) 0

/2 dt 7r
. En posant x = tan (¢), montrer que / =
0

1+asin?(t) 2v/1+a

™

dt

. Déterminer, en fonction de o > 0, la nature de la série de terme général

(n+1)w

™

2vV1+a

23
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/W dt /Tf/ 2 dt N /ﬂ dt
o 1+ (nmesin?(t)  Jo 1+ (nm)esin?(t)  Jr2 1+ (nm)>sin? (t)

/2 dt 0 —dx
- /0 1+ (nm)esin? (1) /m 1+ (nm)a sin? ()
changement de variable x =7 — ¢

_ /7r/2 dt B T
N yasin? (t) 1+ (nm)®
- /2

~

no/2

= a>2
Z/o 1+ (nm)asin? (t) CONVELSe @

5 (n+1)m dt ™ dt
" o 1+ tosin? (t) /0 1+ (nm + t)*sin? (¢)

- /7r dt _ /(n+1)7r . /ﬂ dt
~Jo 1+ ((n+Dm)esin?(t) = Jux 1+tosin? (t) — Jo 1+ (nw)@sin? (t)
On en déduit par double implication :

(n+1)m dt
.
/m 1+ tosin ( ) converge < Z/ 1+ (nm) Sm2 ) converge
Donc :

(n+1) dt
Z/ ———— 5+ converge < « > 2
n 1 + t>sin* (1)

vy

4. On en déduit classiquement :

F0o0 dt
/ ——— 5+ converge <= « > 2
0o 14t>sin®(t)
R+ — R
a > 0 donc la fonction f 1 est continue.

1 + t>sin (t)
T
C’est une fonction positive donc F': z / f(t)dt est croissante.

0
On en déduit que F(z) e l € RU{+o0}.

n—1

(k+1) (k+1)m
Sia>2,F(n7T):Z/ f(t dt—>Z/ t)dt € R
k

P n—+oo ke
oo dt
Mais F'(nm) —— [ donc par unicité de la limite [ € R et / ———————— converge.
n—s-+00 0o 1+t>sin®(t)
(k+1)m
Sia < 2, la série de terme général f(t)dt diverge et c’est une série a termes

k
positifs donc : "

n=1 .(k+1)n
Fnm) =Y /k F(t) dt —— +oc
k=0""T

+oo dt
Cette fois [ = +o0 et /
0

————— di .
1+t sin? (t) Hverse

Exercice 19 (Centrale 2005)
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1. Montrer que F est une fonction définie sur ]0, +oo.

2. Montrer que :
cos

Flr) = =5

—i—O( )quandw—>—i—oo

3. Montrer que F(z) ~ —Inz au voisinage de 0.
4. Montrer qu’il existe un unique r €]0, 7] tel que F(r) = 0.

Correction

1. Soit z € R
[z; +00[— R
Soit f sin ¢
s
+2
1
f est continue sur [z;4o00] et f(t) = O (t2> donc f est intégrable sur [z; +ool.
Donc F(z) est bien défini.
2. Soit x € RY.

400 t
F(zx) = g - 2/ g dt IPP a justifier
x
+o00 t
= coszx sin +6 —Sm dt IPP a justifier
x
T gint oo 1 1
vz € R / S g </ Sdt=
TER L A ’ =/, @ 343
N cos T 1
DOUF(.%'): 1.2 +O(.%.3>
400 t 11 t —t 400 t
3. Vo € R%. F(z) — (~ Inx) :/ st g, / —dt:/ sin dt+/ ﬂdt
— 2_ est prolongeable par continuité en 0 donc F'(z) — (—Inz) — leR
T—>

F(z)=—Inz+ 1+ o(1) donc F(z) ~g —Inz
sinx

<0
72

4. Vx €)0; 7 F'(z) = —
F(z) — 40
z—0

Il nous faut donc le signe de F(7).

+°°s1nt (n+1)m smt
F(r) = / 2/

nm

sm x—i—mr
= Z — dx
(x + nm)

_ Z(—l)”/wmdx

n=1 0

sin x
x.

m
On note u,, = /

o (x+nm)?
e Vne N u, >0

® Uy — 0 : on sait deJa que la série converge.
n——+o0o
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VneN'Vee0;n] O<z+nr<z+(n+1)r
VneN*Vz e [0;n] 0<(z+nm)?<(z+ (n+1)m)?

1 1
Vn € N* Vz € [0; <
" @ € [0s7] (x+ (n+1D)7m)2 ~— (z+ nm)?
sin x sinx

Vn € N* Vz € [0; 7]

(x+(n+D7m)?2 =~ (24 nm)?
Vn € N* Upt1 < Up

Donc F(r) est du signe de —u;y : F(m) < 0.
En affinant ce qui précede, F(7) < 0.

Exercice 20 (Mines 2016)

1. Soit (up)nen une suite a valeurs dans R telle que il 1 %40 <12>
Pour tout n € N*| on pose b, = In (n%u,) et a, = bn+? — by,. " "
Etudier la série de terme général a, pour montrer qu’il existe A > 0 tel que up ~ —.
+oo 2 "
2. (a) On pose I,, = /0 axep dt.
Etablir une relation entre I,, et I, 1.

(b) Donner un équivalent de I,,.

Correction
1.

1) %u,
anp = bn+1 - bn =In ((n i a) - +1)
n=un

= aln(l—i-l)—i-ln(unﬂ)
n Up
- aln<1+1)+ln<1—a+0<12))
n n n
1
= 0()

Donc la série de terme général a,, converge absolument donc converge.
Donc b, —— 1 € R.
n—-+0o

Donc n®u,, — ¢! € R%.

n—-+o0o
2. (a)
+o0 t2 t3 +oo +00 t3 —4 t3
In:/ L, P (R —/ L L —, Y

o (14t 31+, o 3 (I+4tt)ntd
dp (oo 0 dn [+ t0 442 — 2

- L P vt - dt
3 Jo (14 t4)ntl 3 Jo (14 ¢4)n+l
4dn

— ?(In - In+1)
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On en déduit :

dn — 3

Vn € N IIn+1 = in 3In
N g 2
Vn € I, n

K
D’apres le début de ’exercice, I,, ~ —371 avec K > 0.
n
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