ALGEBRE LINEAIRE
TD
2026-2027
Chapitre 3
Correction

941

1 Matrices : révisions de premiére année
Exercice 1 (Ens 2025)

Pour A € M,,(R), on définit E4 = {AM, M € M, (R)}.
Que vaut dim (F4) 7

Correction
Soit ¢ {Mn(R) — M, (R)
M — AM
¢ est une application linéaire dont I'image est 4.
M € Ker (¢) <= Im (M) C Ker (A)
On en déduit que dim (Ker (¢)) = dim (L(R", Ker (A4))) = ndim (Ker (4))
On en déduit avec le formule du rang :
dim (E4) = n? — ndim (Ker (4)) = nrg(A)

Exercice 2 (X 99)

Soit D € M,,(R) diagonale.

On suppose ses coeflicients diagonaux tous distincts.
Soit A € M, (R) tq AD? —2DAD + D?A = 0.

Que dire de A7

Correction

Le coefficient (4,7) de AD? —2DAD + D?A est :
(d3; — 2diad;; + di)aig = (dii — djj)%ai ;-

On peut donc dire que A est diagonale.

La réciproque est vraie, on ne peut rien dire de plus.

Exercice 3 (X 2013)

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur M € My (C) pour qu’elle puisse étre factorisée

sous le forme :
1 0 b 0 1 ¢
M= (a 1) (0 b1> <0 1)

1



TD algebre linéaire 2026-2027 Chapitre 3, correction

avec a,ce Cet be C*?
Quand cette décomposition est possible, est-elle unique ?

Correction

o 2)(6 %)= (5 %)
G606 1) = wetin)

%mM:@?)aw@y

z=>
Jab)eCxC xCM=("? be e abe)eCxC xC YT
e ab abc+ b7t T z=ab
t =abc+ b1
b==x
Yy
C—g—*
< 3abceCxC'xCq _*% z
_xz—i—l
="
X

— zc#Oetat—yz=1
— zx#0et detM =1
Si la factorisation existe, elle est unique.
Exercice 4 (Mines 2019)
Pour j € [0;n], on pose S; = X7 (1 — X)),
Soit B la famille (S;)o<j<n-
1. Déterminer P, la matrice de B dans la base canonique de R, [X].
2. Montrer que B est une base de R, [X].
3. Calculer P~ 1.
Correction

1. Compte tenu des décalages d’indice, p; ; est le coefficient de X =1 dans Si—1.

] 4 ‘ n+l—j n+1 _j
Vi€t 1S, = X@- X=X Y <—1>’“< )X’f

k=0 k

n+l—j .

= E:(—Uk(%+1_j>xbﬁ4
k=0 k
n+1 .

= S (1) nt 1 7 xi
i=j t=J

Osii<yg
Onad i g = o —
& COne pij Q&Vﬂ(nfl.])aizj

t=17J
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2. P est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1
donc P est inversible.

3. Si on note Q l'inverse de P, ¢; ; est le coefficients de S;_; dans la décomposition de X7 -1
dans la base B.

nt1—j .
. . ‘ ‘ 1_
Vj S [[1,7’L + 1]] X]_l — X]—l(X +1-— Xv)n-}—l—] _ )fj_l Z (n +k J

)Xk(l _ X)n-l—l—j—k
k=0

-3

n+l—j .
(n +1- ]>Xk+j—1(1 _ X)n+l—j—l<:

k=0 k
n+l—j . n+1 .
n+1-— n+1-—
= Y ( i j>Sk+j—1:Z< ..J>Si—1
k=0 i—j t=17J
0sii <y
On a donc ¢; ; = 1—3
s (’H ,]>siz'zj
=7
Exercice 5 (CCP 2017)
a b a b
. b a b a
Calculer selon les valeurs de a et b le rang de la matrice M = a b a b
b a b a

Correction

Li=Lset Ly =L, donc M a le méme rang que M; = (a b

b a

Cy = C3 (pour M) et Cy = Cy donc M a le méme rang que My =

SR
Q@ o

SIS
N——

det (Mz) = a? — b? donc :

Si b # +a alors le rang de M est 2.

Si b= +a et a # 0 alors le rang de M est 1.
Sia=0b=0, le rang de M est nul.

Solution avec des matrices par blocs

A A a b
M_<A A) avecA-(b a)'
On veut retrancher la premiere ligne a la seconde.

I

0 , on obtient la matrice P =
0 I

On fait subir la méme opération a la matrice Iy = (

ILb 0
% 1)
La matrice P est inversible car det (P) = det (I2) x det (I2) = 1.
A A
0 0
On peut évidemment supprimer la ligne de blocs nuls car les lignes de nombres correspondantes
sont nulles.

Donc la matrice M; = PM = a le méme rang que la matrice M.
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Donc M a le méme rang que My = (A A).

I, —I
0 I
Finalement, M a le méme rang que A.

det (A) = a® — b? donc :

Si b # +a alors le rang de M est 2.

Si b= +a et a # 0 alors le rang de M est 1.
Sia=0b=0,le rang de M est nul.

La matrice Q = est inversible et M a le méme rang que Mg = M@ = (A O).

Exercice 6 (X 2014)

Soit A € My (R) telle que a;; = j+n(i —1).
Quel est le rang de A?

Correction

La remarque fondamentale est que Cj(A) =j [ : | +n

On en déduit rg(A4) < 2.
Sin=1, A= (1) est de rang 1.
On suppose désormais n > 2.
1 2

Ci(A)=|n+t1| et Cyd)=[n+2

Si ces colonnes sont liées alors Cy(A) = 2C1(A) et n+2 = 2(n+ 1) ce qui conduit a n =1
absurde.

Donc les deux premieres colonnes de A sont indépendantes et rg(A) > 2.

Donc si n > 2 alors rg(A4) = 2.

Exercice 7 (Centrale 2004)

Soit B une matrice réelle de taille (2,3) et A une matrice réelle de taille (3,2). On donne :

1
AB=1]1

0
2
-1 1

—= 8 N

1. Peut-on obtenir la valeur de z 7
2. Quelles informations peut-on en déduire sur A et B?
Correction

1. Im(AB) C Im (A) donc r(AB) < r(A).
Mais le rang de A est inférieur au nombre de colonnes de A ie 2.
Donc r(AB) < 2.
Ci et C3 (de AB) sont linéairement indépendantes donc Cy est combinaison linéaire de
Cy et Cs.
On en déduit z = 8.
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2. 7(AB) =2 <r(A) <2donc r(A) =2.
A est injective.
Ker (B) C Ker (AB)
Donc 3 —r(B) <3 —r(AB)
Donc r(B) > r(AB) = 2.
r(B) est inférieur au nombre de lignes de B donc r(B) = 2.
B est surjective.

1 0
Im (AB) C Im (A) donc Im (A) = Vect 11,12
-1 1
Les matrices suivantes conviennent :
1 0
A=1]1 2
-1 1

1 20
B_<031>

Exercice 8 (Ens 2025)

Soient N et M € M, (R) avec rg(M) =k et rg(N) = L.
Quelles sont les valeurs possibles pour rg(NM)?

Correction

On sait que rg(NM) < min (rg(N),rg(M)) :

En effet Im (NM) C Im (N) donc rg(NM) < rg(N)

Ker (M) C Ker (NM) donc n —rg(M) <n —rg(NM)

On a donc rg(NM) < min (k,1).

On considere M = Diag(1,...,1,0,...,0) et N = Diag(0,...,0,1,...,1,0,...,0) : il y a k uns
dans M et [ dans N.

Si N commence par des 1 alors rg(NM) = min (k,1).

Si N commence par 1 seul zéro alors rg(NM) = min (k,[) — 1

Et ainsi de suite, sachant que N ne peut pas commencer par plus de n — [ zéros.

Si min (k,[)legn — [ alors on aura tous les rang de 0 a min (k, ).

En inversant les roles des deux diagonales, on a le méme résultat si min (k,1) <n —k

Donc si k 4+ 1 < n, la réponse est [0; min (k,1)].

Mais ce n’est pas toujours la réponse car si M et N sont de rang n alors M et N sont inversibles
donc NM aussi et le rang de N M ne peut prendre que la valeur n.

Mais rg(N M) = dim (N (Im (M)) = rg(M)—dim (Ker (N) N Im (M)) > rg(M)—dim (Ker (N)) >
rg(M) +1g(N) —n

Donc si k41 > n alors rg(NM) € [k + 1 — n;min (k,1)]

En reprenant les diagonales du début, on voit que toutes ses valeurs sont bien possibles.

Exercice 9 (Mines 2016)

Soit (4, B) € M, (K)2.
On suppose que I, — AB € GL,(K).
A-t-on I, — BA € GL,(K)?

Correction
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Soit X € Ker (I,, — BA).

Ona X = BAX.

On multiplie par A a gauche : AX = ABAX.

Ou encore (I, — AB)(AX) = 0.

Par hypothese, I, — AB € GL,(K), donc AX = 0.
Enfin, X = BAX = B0 =0.

Donc Ker (I,, — BA) = {0} et I,, — BA € GL,(K).

Autre méthode

On montre :

Y(A, B) € M,,(K)? det (I, — BA) = det (I,, — AB).
(Cf plus tard dans 'année xpa = xaB)

Si A est inversible :

det (I, — BA) = det ((A™! = B) A) = det (A" = B) x det (4)
= det () x det (A7 = B) = det (A (A7 - B))

= det (I, — AB)

Si A n’est pas inversible, il existe une suite (A,) de matrices inversibles qui convergent vers A.

D’apres ce qui précede :
Vp € N det (I,, — BAy) = det (I, — A,B)

En faisant tendre p vers 400 (et en anticipant sur la continuité du déterminant), on obtient :

det (I, — BA) = det (I, — AB)
Exercice 10 (X 2007)

Soient A, B € M,(K)tq AB+ A+ B=0.
Montrer que A et B commutent.

Correction
(A+1,)(B+1I1,)=AB+A+B+1,=1,

Donc A + I,, est inversible et (A+ I,,)"' = B+ I,
Dou (B+1,)(A+1,) =1,
BA+B+A+1,=1,

BA=-A-B=AB

Exercice 11 (Mines 2016)

Soient A, B € M, (C) telles que rg(AB — BA) = 1.
Montrer que A(Im B) C Im B ou A(Ker B) C Ker B.

Correction

e Premiére méthode
On suppose que A(Ker B) n’est pas inclus dans Ker B.
Soit yr € A(Im B).
Il existe xz; dans C" tel que y; = ABxj.
Il existe yx qui appartient a A(Ker B) mais pas & Ker B.
Il existe zx dans Ker B tel que yx = Axg.
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Byx = BAxg = BAxg — ABxg @ Bxg =0 car i € Ker (B)
Donc Byx = (AB — BA)(—zk) € Im (AB — BA)
yx & Ker B donc Byg # 0 et (Byx) est une base de Im (AB — BA) qui est de dimension
1.
yr — BAx; = ABx; — BAx; = (AB — BA)zy € Im (AB — BA) donc :
A€ Ctqyr — BAz; = ABygk
D’ou y; = BAx; + AByg = B(Az; + \yk) € Im (B)
Dot A(Im B) C Im B.
e Deuxieme méthode
On note a (reps. b) 'endomorphisme de C™ canoniquement associé a A (reps. B).
rg(ab — ba) = 1 donc il existe un vecteur e; non nul tel que Im (ab — ba) = Ce;.

On compléte (e;) en B = (ey,...,e,) une base de C".

a1 Q9 e (7%

o ... ... 0
La matrice de ab — ba dans la base B est

o ... ... 0
A cause de la trace o; = 0 mais cela ne sert a rien ici.

C"—=C
Soit ¢ " -
xTr = Zl’kek — Zakxk
k=1 k=1

© est linéaire et :
Vo € C" (ab — ba)(x) = ¢(x)er

Soit = € Ker (b).

(ab— ba)(z) = —b(a(z)) = p(z)er.

Si p(Ker (b)) = {0} alors :

Vz € Ker (b) b(a(z)) = 0 ie a(z) € Ker (b)
Donc a(Ker (b)) C Ker (b).

On suppose désormais ¢(Ker (b)) # {0}.

Il existe donc zg € Ker (b) tel que p(xg) # 0.
—b(a(zg)) = ¢(xg)er donc e € Im (b).

Soit y € a(Im (b)).

Il existe x € C™ tel que y = ab(x).

y — ba(x) = p(x)e; donc y = b(a(z)) + ¢(x)e; € Im (b).
Donc a(Im (b)) C Im (b).

2 Déterminants

Exercice 12

Calculez les déterminants suivants :

a—b—c 2a 2a
1. 2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—2>b
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o QL e o

~

— = = Q. 0 o9
SHES

.

1
Correction
1.

Q

(SRS IR ST e

S

bl

= (a+b+c)

= (a+b+c)

Q o0 Q

ab
a'b
ab’
a't

a+b+c a+b+c a+b+c

= 2b

2c

= (a—l—b—i—c)3

b—c—a 2b L+ L1+ Lo+ L3
2c c—a—2>b
1 1 1
20 b—c—a 2b
2c 2c c—a—2>b
1 0 0
2b -b—c—a 0 Vi€{2;3} Ci<—Ci—Cl
2c 0 —c—a—>
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2.
at+b+c+d b ¢ d
_ |la+b+c+d a d c
b= a+b+c+d d a b Ci <+ Ci+Cy+C3+Cy
a+b+c+d ¢ b a
1 b ¢ d
1 a d c
= (atbrerd)| . .,
1 ¢ b a
1 b c d
0 a—b d—c c—d )
= (a+b+c+d) 0 deb a—c b—d VZ€{2,3,4} L+ L;,— L
0 c—b b—c a—d

a—b d—c c—d
= (a+b+c+d)|d—b a—c b—d
c—b b—c a—d

a—b—c+d d—c c—d
= (a+b+c+d)la—b—c+d a—c b—d| C1+ C1+Cy

0 b—c a—d
1 d—c c—d
= (a+b+c+d)(a—b—c+d)|0 a—d b—c| Ly« Ly—1L;
0 b—c a—d
a—d b—c
= (a+b+c+d)(a—b—c+d) b a—d

= (a+b+ctda—b—c+d) ((a—d?—(b-0c?)
= (a+b+c+d)(a—b—cH+d)(a—b+c—d)(a+b—c—d)

Solution avec des matrices par blocs

a b ¢ d

b a d c A a b c d
M=1. 4 a b (C A)aveCA_<b a)etc<d )

d c a

Sur le modele du pivot de Gauss, on cherche a remplacer le bloc C' en bas a gauche par
un bloc nul.

Il faut donc faire Ly + Lo — %Ll mais que signifie % ?A1CouC =A"1

On peut dans un premier temps supposer A inversible et ensuite conclure par un argu-
ment de continuité.

Ensuite A = als +bS et C = cly +dS avec S = <(1) é) donc A et C' commutent. On en

déduit que C' et A~ commutent :
AC = CA qu’on multiplie par A~! de chaque coté.
I

On considere donc la matrice P = e

0 .
I) obtenue en faisant subir & Iy =
2

I
2 0 I’opération qu’on étudie.
0 I

9
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det (P) = det (I2) x det (I2) = 1 donc :

A C A C
On en déduit :

det (M) det (A) x det (A — A7'C?) = det (A2 - C?)
det (A —C)(A+ C)) car A et C commutent
a—c b—d
b—d
((a=0® == ?) ((a+0)~ (b+d2)

(a—c+b—d)(a—c—b+d)(a+c+b+d)(a+c—b—d)

at+c b+d

det (A—C) xdet(A+C) = “b+d ate

a—cC

Que se passe-t-il si A n’est pas inversible ?
det (A) = a® — b? donc a? = b2
1

a+ —
n

b

2
v
27'50
2
Sia#0,det(A,) ~ - avec a # 0 donc det (A
n

On en déduit pour n assez grand :

On considere A, = qui a la méme forme que A.

( 1
a+ —
n

Sia=0,det(4,) =

det (Ay)

n) 7 0 au moins pour n assez grand.

1
a+ — b c d
" 1
b a—+ — d & 1 1 1 1
n 1 :(aJchrbd) (a+cb+d) (a++c+b+d) <a+
c d a—+ — b n n n n
" 1
d c b a4+ —

n
et il ne reste plus qu’a faire tendre n vers —+oo.

1 a b ab
0 d—a 0 (d—a)b . . ‘ '
0 0 b a—p)| VEEHN LieLi-L
0 ad—a V-0 db —ab
a—a 0 (d—a)b 1 0 (d—a)
0 V—b a —b)|=(a —a)(¥ =b)|0 1 a(t/ —b)
a—a bV —-b db—ab 1 1 db—ab
10 (a—a)b
(a'—a)(b'—b) 0 1 ( b) Ly<+ Ls— 14
0 1 d{ -0
;o poo e =), r 2|l e
A ) s | P S

( — ap’ (¥ — by

10
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Solution avec des matrices par blocs

1 a b ab

1 & b db A bA 1 a
M= 1 a bV ab | (A b’A) avec A = <1 a’>'

1 a b ab

On veut retrancher la premieére ligne a la seconde.

On fait subir la méme opération a la matrice Iy = 102 j(.) >, on obtient la matrice
2
(12 O
P={_ L L)
det (P) = det (I2) x det (I2) = 1.
Donc :

A bA
0 (-bA

= ()W b

det (M) = det(PM) = ( > = det (A) x det ((t —b)A) = (a’ —a)(t/ — b)*det (A)

Exercice 13

Calculer ‘a'i_ﬂ ‘

1<ij<n’
Correction
Soit D,, = ‘a‘i*ﬂ‘ .
1<4,5<n
1 a ... ... av1
a 1 a ... a2 1-a® a a"!
0
D, = = . (Cl<—01—a02)
. . : Dy
a1 . a 1 0
= (1 — az)Dn_l
Donc :

VneN* D, =(1-a*)""'D; = (1-a*)"!
Exercice 14 (CCP)

a+b a-+c b+c
Calculer |a? +b% a2+ 2 b2+ 2.
A+ P+S B+S
Correction
e Premiére méthode

a+b a—+c b+c a b ¢ 110
a2+ P+ BP+E|l =12 V¥ A 1 01
a4+ ad+E B+ at A3 01 1

11
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Donc :
a b ¢/ |1 1 0 1 1 1
D:a2b262.101:abcabc.(l.?i—i?)
ad A0 11 a® b A2
= abcVdM(a,b,c).(—1—1)
= —2abc(c—b)(c—a)(b—a)
e Deuxiéme méthode
2b a+c b+c
D = |20 a*+ P P+ Ci1+C1—Cy+C;4
208 @t 4+ B+ 3
b a+ec b+c b a+c ¢
= 2102 a®?+c P+ =20 a*+cE A0y« Cy—C
B ot B+S ¥oad+cE A3
b a ¢
= 2b2 CL2 02 02%02—03
B ad 3
1 1 1
= 2abc|a b c|=2abcVdM(b,a,c)=2abc(c—a)(c—0b)(a—Db)
a2 v A2

= —2abc(c—b)(c—a)(b—a)
Exercice 15 (X 2018)

Soient A et B € M3(R) telles que det (A) = det (B) = det (A + B) =det (A — B) = 0.
Montrer :
Vr € R det (zA+ B) =0

Correction
Soit f R=R
x +— det (zA + B)
Il suffit d’écrire le déterminant et de le développer pour voir que f est une fonction polynoémiale
de degré inférieur ou égal a 3.
Par hypothese, f(0) = f(1) = f(—1) = 0 donc :
JaeRtq Ve €R f(x) =ax(z —1)(z+1)

Vr € R* f(z) = det(zA+ B) = 2°det (A + 1B>
x

J;E::f) = det <A—|— iB)

(-2)(+2) = o)

En faisant tendre x vers +oo, on obtient a = 0.
On conclut facilement.

12
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Variante 2024

On a donc prouvé :
Vr € R det (zA+ B) =0
On en déduit :

V(z,y) € R x R* det (zA+yB) = y3det<xA+B>:y3X0:0
Yy
V(CL’,O)ERX{O} det(a:A—i—yB) = det(g;A):x:Sdet(A):o

Solution auto contenue pour la variante des Mines
2
Soit f {R - R
(z,y) — det (A + yB)
On a f(1,0) = f(0,1) = f(1,1) = f(1,-1) = 0.
Mais :
V(J},y,t) eR? f(txvty) = t3f(:r:,y)
Donc f est nulle le long des deux axes et le long des deux bissectrices du repére.
Soit (z,y) € R? avec x # 0.
Yy

b
Soit (a,b)ERtha#O,b#O,b;ﬁa,b#—aetE#Eieay—bx;éo.

. R—R
Soit g
t s f(z+ta,y + th)

(x +ta)arg + (y+tb)big (v +ta)aro+ (y+tb)bia (z+ta)arz+ (y+tb)bis
vVt e R g(t) = (.73 + ta)a271 + (y + tb)bzl (.73 + ta)a272 + (y + tb)bzg (.T + ta)a273 + (y + tb)b273

(x +ta)as1 + (y+tb)bs1 (v +ta)ags + (y +tb)bza (x+ta)azz + (y +tb)bs3
En développant ce déterminant par la regle de Sarrus, on constate que c’est la somme de 6 pro-
duits de trois fonctions polynomiales de degré au plus 1. g est donc une fonction polynomiale
de degré au plus 3.

| 8

On prend t =t; = ——.

atr) = 1 (0,

ay — bx

~2
Il
o

On prend t = t9 = —%.
bxr —a
glt2) = 7 (5 2.0) =0
tl—tzzaycz)bx#()donctl#h
Onprendt:tgzx_y.
b—a
b—a)r+a(x — b—a)y+blx —
olts) = f<( )z + af y)7( )y + b( y))
b—a b—a
B bx — ay bx—ay)_
N f< b—a  b—a =0
. alz—ytzb—a) br—ay
st = a(b—a) _a(b—a)#o
_ baz—y)+(b—a)y br—ay
fs—t2 = b(b— a) _b(bfa)#o

13
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Enﬁn,onprendt:m:—zi‘z.

B (a+b)x—alr+y) (a+by—blx+y)\ br —ay ay —bx\

glta) = f( a+b ’ a+b )_f(a—i-b’ a+b>_0
_ (a+bd)r—alz+y) bxr—ay

iz = a(a + b) _a(a+b)7é0
_ (a+bd)y—blx+y) ay—bx

famtr = b(a+b) _b(a+b)7éo

. (a+b)(z—y)+(b—a)z+y)  2bx—2ay 40

oM (b—a)(b+a) ~ (b—a)b+a)

g s’annule en 4 points deux a deux distincts et g est une fonction polynomiale de degré au plus
3 donc g est la fonction nulle.
En particulier, f(z,y) = ¢g(0) = 0.

Exercice 16 (X, Mines 2007)

Tl—2 n
1 =z ... x i)
Calculer le déterminant : : : :
n—2 n
1 x, Ty Ty
Correction
C—C
n—2 n—1 n
1 =z ... x Ty Ty
Soit f : :
€T — ) .
n— n— n
1 Ln n xn ':Un
1z ... z" 2 gnol o gn

Ve e C f(x) = ( — T ) (x — xp, ) (Vandermonde)
1<J

En développant par rapport a la dermere ligne, on voit que le déterminant cherché est 'opposé
du coefficient de z"~! dans f(z). Or :

Ve e C f(x) = (H(:c] —xﬁ) (ac" — "t Zxk—i-)
k=1

1<j
Finalement le déterminant cherché est :

k=1 1<i<j<n
Autre méthode

P=X-z1)...(X —xp-1)(X + 21+ -+ 2n_1) est un polynéme unitaire de degré n scindé
et la somme de ses racines est nulle.

Donc il existe ag,...,an—2 € Ctq P = X" + a2 X" 24+ ... a9

On fait C), + C,, + agC1 + -+ - + ay_2Cp_1.

1 2 ... 2772 P(x)=0
Le déterminant devient : .

1 xp_1 zy_7 P(xp-1)=0

1 x, n—2 P(xy)

14
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On développe ensuite par rapport a la derniére colonne.
On obtient P(x,)VdM (x1,...,7n—1) et on conclut facilement.

Exercice 17 (Mines 2017)

Soit n > 2 et M € M, (C) telle que :
VA € M, (C) det (A+ M) = det (A) + det (M)
Montrer que M = 0.

Correction

On prend A = M et on obtient det M = 0.

Supposons que M ne soit pas nulle.

M a une colonne non nulle : C;(M).

D’apres le théoreme de la base incompleéte, il existe une matrice A inversible telle que C;(A) =

—C;j(M).
det (A+ M) =det M =0 et det A # 0 : on aboutit une contradiction.

3 Matrices semblables
Exercice 18 (Centrale 2009)

Soit A € M3(R) une matrice non nulle telle que A% = 0.

0 0O
Montrer que A est semblablea |0 0 1
0 00
1 -1 1
Donner les matrices de passage pour A= 12 -2 2
1 -1 1

Correction

Im (A) C Ker (A) donc r(A) < 3 —r(A4).

On en déduit r(A) < 3/2 puis r(A) = 0 ou 1.

A n’est pas nulle donc r(A4) = 1.

Soit €2 € Im (A) \ {0}.

e € Ker (A) et (e2) est libre donc on peut compléter (e2) en (€1, €2) base de Ker (A) (dim Ker (A) =

3—r(4) =2)

€2 € Im (A) donc il existe e3 tq ea = Aes.

Soit (A1, A2, A3) € R3 tq A1€1 + Agea + Azez = 0.

On applique A, il reste Azea = 0 avec e # 0.

On en déduit A3 = 0.

On reporte : A\je; + Aoeg = 0 avec (€1, €2) libre.

On en déduit : Ay = Ay = 0.

(€1, €2, €3) est donc libre.

Vu son cardinal, ¢’est une base de R3.

Si P est la matrice de passage de la base canonique de R? & (ey, €3, €3) alors :
0 00

A=P p1

0 01
0 00

15
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1 -1 1
Soit A=12 -2 2
1 -1 1

1
On a trivialement r(A) =1 et Im (A) =R | 2
1

1
On pose donc €5 = | 2
1

Z1

x9 | € Ker(A) <= x1 —x9 + 23 =0.

3
On remarque Aey = 0 donc Im (A) C Ker (A).
D’ou A% = 0 et bien stir A # 0.
Les hypotheses précédentes sont bien vérifiées.

1
On prend ¢; = | 1
0
(€1,€2) est une base de Ker (A4).
1
€9 = Aez avec e = | 0
0
0 00 111
A=P|0 0 1|PltavecP=|1 2 0
0 00 010
4 'Trace

Exercice 19 (Mines 2017)

Soient A et B € M,,(R) telles que rg(AB — BA) = 1.
Calculer (AB — BA)?.

Correction
e Premiéere méthode
Soient a I’endomorphisme canoniquement associé & A et b ’endomorphisme canonique-
ment associé a B.
ab—ba est de rang 1. Soit e; un vecteur non nul de Im (ab—ba). On a Im (ab—ba) = Re;.

On complete (e1) en (e, ..., e,) base de R".
¢ ... ¢Cp
0O ... 0
Dans cette base la matrice de ab — ba est de la forme
0O ... 0

Mais la trace de ab — ba est nulle donc ¢; = 0 et on a alors :
Vi € [1;n] (ab — ba)?(e;) = (ab — ba)(cie1) = cicre; = 0
(ab — ba)? est nulle sur une base donc (ab — ba)? = 0

e Deuxiéme méthode

16
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Si M est une matrice de rang 1 alors il existe deux colonnes non nulles X et Y telles que
M=XxYT.
En effet les colonnes de M sont proportionnelles.
On en choisit une non nulle et on la note X.
Vi € [[1;n]] Jy; € R tq CZ(M) =1y; X.
Y1
Onpose Y =|: [etona M=XYT.
Yn

Cela ne sert pas dans l’exercice mais réciproquement une matrice de la forme XY 7 avec
X et Y deux colonnes non nulles est de rang 1.

On a alors : Z Tiy; et :

M? = (XYDYXYD) =XYTX)YT avec YTX €R

= YTx)xyT = <Zn: lyz> =tr (M)M

On conclut facilement.
Exercice 20 (X 2018)

Soient A et B € M, (R) telles que AB = 0.
Montrer :
vk e N*tr ((A+ B)F) = tr (4%) + o (BY)

Correction

Soit k € N*.

Quand on développe (A + B)* (sans commutation), il y a 2¥ termes de la forme MMy ... M,
avec M; = A ou B.

Supposons que M; = A.

Si il existe j € [2; k] tel que M; = B alors on peut définir jo = min ({j € [2; k] tq M; = B}).
On a alors M ... M), = A~2AB? =0, de trace évidemment nulle.

Supposons que M1 = B.

Si il existe j € [2; k] tel que M; = A alors on peut définir jo = min ({j € [2; k] tq M; = A}).
On a alors M ... M;, = B~1A? qui a la méme trace que A?B/0~! et cette matrice est de trace
nulle d’apres ce qui précede.

Parmi les 2¥ matrices du développement de (A + B)*, seules A* et B* ont une trace éventuel-
lement non nulle.

On conclut avec la linéarité de la trace.

Remarque
Si on pousse le raisonnement précédent, on peut montrer que les seuls produits M; ... M; qui
peuvent étre non nuls sont ceux de la forme A... A, B...Bet B...BA... A.

On peut aussi le démontrer par récurrence : Vk € N* (A + B Z Bl Akl

On vérifie facilement que cette propriété est vraie pour k = 1.

17
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On la suppose vraie au rang k.

A+ BY™ = (A4B)A+B)f = (A4 B)Y BA-
=0

k k
— ABOAk + ZABBZ—IAk—Z + ZBZ—HAIC—Z

=1 =0
k k+1
_ k+1 =1 pk—1 L Ak+1-1
= AMT4N 0BT A4 Y BlA
=1 =1
k+1
_ Z Blgk+1-1
=0

Et la propriété est vraie au rang k + 1.

On a alors :

vk e N tr ((A+B)F) = zk:tr (B'Ax)

B*) + kz_:ltr (a*=1-1aBB™)
=1
tr (B*) + kftr (ak-1-1o B"1)
=1

Il
+
=

—
N
B
+
=+
=
/N

I
(=
~
/N
S
B
N— N— N—
+

Exercice 21 (Mines 2014, 2017, 2022)
Résoudre dans M, (K) X + X1 = Tr (X)A.

Correction
Soit X € M, (K).
M X, Xo) €Sn x Ap tq X = X5+ X,

X solution <= X + X, + X;— X, = (tr (X;) +tr (X)) A
< 2X, =1tr(X;)A car la diagonale de X, est nulle

tr (Xs)
2

— X;= A

e Premier cas : A n’est pas symétrique ou A = 0.
D’apres ce qui précede :
X solution = X, € KAN S, = {0} ie Xs =0

) ,

Finalement ’ensemble des solutions est, dans ce cas, I’ensemble des matrices antisymé-
n(n—1)

Réciproquement si X; = 0 alors X solution : 0 =

triques, de dimension

e Deuxiéme cas : A est symétrique non nulle.
D’apres ce qui précede :

18
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X solution = X3 = AA avec X\ € K.
On a alors :

_ tr(AA)
5 A <= NA= 5

= M= gtr (A).A
— )\<1_tr(2A)> A=0

Si tr (A) # 2 alors 'ensemble des solutions est I'ensemble des matrices antisymétriques,
n(n —1)
5 .

Si tr (A) = 2 alors I'ensemble des solutions est KA & A,, de dimension

A

de dimension
n—1)

n(
— + 1.
5 +

Exercice 22 (X 2014, Mines 2015)

Soit A € My (R).
My (R) = M, (R
so 1 { M) = M (B
M—MA+A"M
1. Montrer que I'image par f d’une matrice antisymétrique est une matrice antisymétrique.

2. Soit g 'endomorphisme de A4, (R) induit par f.
Calculer tr (g).

Correction
1. Soit M € A,(R).
fIM)=MA+ATM=MA—-ATMT =MA—-(MA)T
fM)T =M AT = (MA)TT =(MA)" —MA=—f(M)
2. La trace d'un endomorphisme est la trace de sa matrice dans une base.
I1 faut donc d’abord choisir une base de A4, (R).
On prendra (Ei,j — Ej,i)1§i<j§n-
Il n’est pas indispensable de déterminer 'intégralité de la matrice de g dans cette base :
seule la diagonale nous intéresse.
On détermine donc ensuite le coefficient (7, j) de la matrice g(E; j — Ej;) = f(Ei; — Ejs).
9(Eij— Eji) = f(Eij) — [(Eji) = Eij A+ ATE; j — Ej; A— AT Ej;
e Le coefficient (,7) de la matrice E; j A est :
n

> Eiji k)akj = aj,
k=1
o Le coefficient (i, j) de la matrice AT E; ; est :

Zakz ,jkj = Q4

) Le coefficient (,7) de la matrice Ej; A est :

Z Eji(i,k)ag; =0 car i # j
k=1
e Le coefficient (4,75) de la matrice AT Ej; est :
n

> an; Eji(k,j) =0

k=1
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On en déduit que le coefficient (4, j) de la matrice g(E; ; — Ej;) vaut a;; + a;j ;.
On peut passer au calcul de la trace :

n—1

n
tl“(g) = Z all+a],]
1

1=

n—1

= n—%azﬁz Zam

= i=1 j=1+1
1 n j—1
= n—z a”—I—ZZaM
=1 7j=21=1
n—1
= Y (n—i)ay; + Z(j —1)aj,
i=1 Jj=2
n—1
= m-Da+Y (n—i+ti—1a;+n—1)ans
i=2
= (n—1)tr(A)

5 Polynome caractéristique

Exercice 23 (Centrale 2024)

Soit F' sous-espace vectoriel de M, (K) tel que :
VM € F\ {0} M € GL,(K)

1. Si K = C, montrer que dim (F') <1

2. Si K =R et n impair, que dire de F'?

3. Dans le cas n pair, trouver un exemple ou F' est de dimension 2.
Correction

1. Si F = {0}, F est évidemment de dimension inférieure ou égale a 1.
On suppose donc F' # {0}.
Soit A un élément non nul de F.
A est donc inversible.
Soit B € F.
Vz € C det (rA — B) = det (A(zl, — A7'B)) = det (A)xa-15(z)
Xa-1g est un polynéme de degré n > 1 donc il possede au moins une racine z.
zA — B n’est donc pas inversible. Mais F' est stable par combinaison linéaire donc zA — B
est un élément non inversible de F.
On en déduuit zA — B=0ie B = zA.
D’ou F' C CA, puis F = CA de dimension 1.
2. Le résultat est le méme puisque tout polynéme a coefficients réels de degré impair a au
moins une racine réelle.
. Z) ot P(a,b) = Diag (M(a,b), .., M(a,b)).
Y(a,b) € R? det (P(a,b)) = (det (M(a,b)))"* = (a® + b2)"*
F ={P(a,b), (a,b) € R?} convient.

3. Pour tout (a,b) € R, soit M(a,b) = <
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Exercice 24 (X 2013)

111
On considére la matrice M(t) = |1 1 0] out est un parameétre réel.

1 0 ¢
Trouver deux nombres réels a < b indépendants de ¢, tels que pour tout ¢, chacun des intervalles
| — o0; al,]a; b[ et ]b; +00[ contienne une valeur propre de M(t).

Correction

(X)) =X -2+ X2 -(1-2t) X +1

Xxt(0) = 1 est indépendant de t¢.
xe(X)=(-X?+2X)t+X?—-2X? - X +1

Donc x¢(2) est également indépendant de ¢, x;(2) = —1.
De plus xll}r_noo xt(x) = —o0 et xgrfoo xt(x) = 400

On a donc mis en évidence trois changements de signe.
a =0 et b = 2 conviennent.

Exercice 25 (Mines 2018)

0 0 1
2
Chercher le polynéme caractéristique de A =
e 0
1 2 n

Correction
Plusieurs méthodes sont possibles.
Le cas n = 2 est de peu d’intérét. On suppose n > 3.

e Premiére méthode
A ... ... 0 -1

VAER ya(N) =

0o ... e A :
-1 -2 ... A L
On développe par rapport a la dermere ligne :

YA ER xa(\) = (A —n)Am~ 1+Z 1)k (— Ak(A) By,

0 Cr(A)
0 0 —k
0 ... 0 —1 A\ (k+1)
Avec Ak<)\) = Mjy_1, Bp =|: et Cfp =
0 0 —(k—1) 0 —(n=2)
A —(n—1)

En développant le déterminant de Cj(\) par rapport a sa premiere ligne :

YAER xya(\) = — A4 Z )R (—k) det (ATp—1) (=) F(—k) det (A,—i—1)
— A\ 1 Zk,Z)\n 2

21



TD algebre linéaire 2026-2027 Chapitre 3, correction

nin—1)(2n —1

)Xn—2
6

Donc x4 = X" —nX" 1 —
e Deuxieme méthode
A est de rang 2 donc son noyau est de dimension n — 2 > 0.

Donc x4 = X" 2(X2 +aX + ).

Avec la trace, a = —n.
Les valeurs propres de A sont A1, A2, 0,...,0.
b= M.
Donc 2b = (A1 + A2)? — A3 — A3 = n? — tr (42)
1 2 ... n—1 n
2 4 ... 2(n-1) 2n
Or A% =

(n—12 n(n-1)

n—1
n 2n nn—1) n?+ 3 i
i=1
On en déduit :
n—1
20 = n*—tr(A%)=-2> i
i=1
~n(n—-1)2n—1)

b =
6
Comment montrer que si Ay,..., A, est la liste des valeurs propres de A comptées avec
leurs multiplicités alors A?,..., A2 est la liste des valeurs propres de A? comptées avec

leurs multiplicités 7
On verra plus tard comment utiliser la trigonalisation.
Pour l'instant :

VAEC yaz(A2) = det (mn — A?) = det (AL, = A)(AL, + A))
= det (M, — A)det (AL, + A) = xa(A)(=1)"xa(=A)

_ (ﬁu - m) (-1 (ﬁ(—A - m)

k=1

Mais tout nombre complexe a une racine carrée donc :
n

Vz € Cxaz(z) = H(z — 22
k=1
Donc :

xa2(X H (X —\})
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e Troisiéme méthode

T, =0
T an:o 0
X = — =
x1+2x2+--~+(n—1)$n,1:0
Zn (n—1)z, =0
1 +2x9+---+nz, =0

—9 3 (n—1)
0 0
1 1 ‘
On en déduit que les vecteurs €] = 0 se2=1 0 |- en—2= 0 forment
: 1
0 0 0
une base de Ker (A).
0 1
On pose ensuite ¢,_1 = | * | et €, = Ae,_1 = | ¢
’ n

Soit (A1,...,An) € R™ tq Y Aie; = 0.

=1
On applique A et il reste A\,_1A4€en_1 + Ay A€, = 0.

n
2n
1 .
Aot | 0]+ A : =0
nel " n(n—1)
n n
D3Ex
i=1
Avec la premiere ligne, on a A\,,_1 = —nA,.

Les lignes suivantes donnent la méme chose.
n

Par contre, la derniére donne : <—n2 + Z i2> An = 0.
i=1

On en déduit A, = 0 puis A,—1 = 0.

n—2
II reste alors Z Ai€; = 0 qui entralne A\ =--- = \,,_o = 0.
i=1
Finalement, la famille (ej,...,€,) est une famille libre de n vecteurs de R", espace vec-

toriel de dimension n, donc c’est une base de R™.

Pour écrire la matrice de I’endomorphisme a, canoniquement associé & A, dans cette base,
n
2n

on doit décomposer Ae, = :

n(n —1)
n
>

i=1
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n
2n
: 1 n—1
Ae, — ne, = ) —-n|:|= %] €
n n n(n . 1) : (lzzl ) n—1
n n
;2
=1
n—1
2
La matrice de a dans la base (e€1,...,€,) est donc (8 g) avec B = 0 z:zl !
1 n

n—1
On conclut avec x4 = X" 2xyp = X" 2 <X2 —nr — Z i2>.
i=1

Exercice 26 (Mines 2013)

n—1
P,(X)=X"— Z a; X% avec ap > 0 et a; > 0.
i=0
1. Montrer que P, admet une unique racine sur R .
11 0 ... O
2 0 1 0o ...
2. Soit A=1|3 0 0 1 0
: .1
n 0 ... 0
Montrer que A admet une unique valeur propre positive.
Correction
1. P,(0) = —ap <0 et Pp(x) —— +o00, d’ou P'existence.

r—r-+00

On raisonne par récurrence sur n.
Pour n =1, P (X) =X — ag avec ag > 0.
Donc P; admet une unique racine sur RY .

On suppose la propriété vraie du rang 1 au rang n — 1 (n > 2).
n—1

PLX)=nX""1=> ia; X"
i=1

On suppose d’aborci ap > 0.
D’apres ’hypothese de récurrence, P;, admet une unique racine, notée r, sur R .
Donc P), est de signe constant sur [0; 7] et sur |r; +oo[ (TVI).
P/ (0)=—a1 <0et P, (x) —— +©
T—+00
Donc P,, décroit strictement sur [0; 7] et croit strictement sur [r; +oo].
Comme P,(0) < 0, on en déduit que P, admet une unique racine sur R (dresser le

tableau).

On examine ensuite le cas a1 = 0.

Sia; =+ =a,_1 =0alors P, = X" — oy avec oy > 0 donc P, admet une unique
racine sur R* .

Reste donclecas a; = - = a1 =0, ap > 0.

Pl =nX"' —kap XFl — o — (n— Doy X2
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ko Wl)aan—k—l)
n n
P! a donc une unique racine, notée r, sur R .
Donc P), est de signe constant sur |0; 7| et sur |r; +oo[ (TVI).
P! (x) ~g —kagab~! <0 et P (r) —— +o0
T——+00

Pl =nXxk-! (X”—’f -

Donc P,, décroit strictement sur [0; 7] et croit strictement sur [r; +ool.
Comme P,(0) < 0, on en déduit que P, admet une unique racine sur R% (dresser le
tableau).

2. Cf les matrices compagnes vues en cours. x4(X) =

—1
—-n 0 X
On fait L,, < Ly, + XLp_1+---+ X" 'L :
X -1 -1 0 ... 0
—2 X -1 0 ...
xa(X) = -3 O X -1 0
: |
—n—-n-1)X—---—2X" 24 X" x»t 0o .. 0
-1 0 0
0 -1 0 ...
xa(X) = ()" (X" - X" o 2X" o (n-1)X ) 0 -1 0

= X" X" 2X"? _(n-1)X —n

et il suffit d’appliquer la premiere question.

6 Utilisation d’un polynéme annulateur
Exercice 27 (CCP 2022)

Soit A € M3(R) diagonalisable dans M3(C) et telle que A3 = —A.
A est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

Correction

X34+ X = X (X2 +1) donc les valeurs propres complexes de A appartiennent & {0;4; —i}.

La seule valeur propre réelle possible de A est 0.

A n’est pas diagonalisable dans M3(R) sauf si elle est nulle.

Si A est non nulle alors A est semblable dans M3(C) a Diag(0,i,—¢). On peut par exemple
affirmer que la trace de A est nulle.

Exercice 28 (CCP 2022)

Soit A € M, (R) telle que 442 +3A — I, = 0.
Montrer que A est diagonalisable.
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Correction

Le discriminant du polynéme 4X? + 3X — 1 vaut 25 donc ce polynéme est scindé & racines
simples dans R.

On en déduit que A est diagonalisable dans M3(R).

Exercice 29 (CCP 2022)

Soit M € M, (K) telle que M3 —2M? + M = 0.
Combien M peut-elle avoir de valeurs propres ?

Correction

Le polynéme X3 —2X? 4+ X = X (X —1)? annule M donc Sp(M) C {0;1}.

D’apres d’Alembert-Gauss, Y7 étant unitaire de degré n, ypr = X*(X —1)% aveca + 8 =n
a ou B >0 donc M a au moins une valeur propre dans K.

M peut avoir une seule valeur propre, c’est le cas de la matrice nulle ou de I,, par exemple.
Sin =1, M ne peut pas avoir deux valeurs propres.

On suppose n > 2.

Soit M = Diag(1,0,...,0) alors M3 —2M? + M = 0 et M a deux valeurs propres.

Exercice 30 (Mines 201/)

Soit A € My (R) telle que A% + A+ I,, = 0.
Déterminer le déterminant et la trace de A.

Correction

Les racines du polynéme 1+ X + X? sont j et j = j2.

Les valeurs propres de A sont j et j avec la méme multiplicité o. n doit donc étre pair si A
existe.

det (4) = j°J" = (G7)* =1
tr(4)=a(+7)=-a=—7

Exercice 31 (Centrale 2014)

Soit A € M, (R) telle que A3 —3A4 —41, =0.
Vérifier que A est inversible et donner le signe de son déterminant.

Correction 1 3
A(A%? —31,) = 41, permet de montrer que A est inversible et que A~ = ZAz — ZIR'
Soit P(X) = X3 -3X — 4.

P'(X)=3(X%-1).

P croit de —oo & P(—1) = —2, puis décroit de P(—1) = —2 a P(1) = —6 et enfin croit de
P(1) = =6 & +oc.

Les racines de P sont r; > 1, ro € C\ R et 73 simples.

On a det (A) = r{* r5? 7*3

A étant réelle, a3 = ap et det (A) = ¢ |rg]?*2 > 0.

On peut également remarquer que x4 ne peut s’annuler sur R qu’en r; > 2 car P(2) = —2.

Donc xa(—+v/3) et xa(v/3) sont de méme signe.

Donc xa(—v/3) xa(V3) > 0.

Mais det (A) xa(—v3) xa(v/3) = det (A(A — V/31,,)(A+ V31,)) = det (A(A? — 31,,)) = det (41,,) =
4™ > 0 donc le déterminant de A est strictement positif.
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Exercice 32

Soient A et B € M,,(C) ayant chacune une seule valeur propre. Donner une condition nécessaire

et suffisante pour que M = (61 g) soit diagonalisable.
Correction

On note A 'unique valeur propre de A et u I'unique valeur propre de B.
XA est unitaire de degré n.

Comme on travaille dans C, x4 est scindé.

Par conséquent : y4 = (X — \)™.

De méme xp = (X — p)".

xzl, — A -C

0 xl, — B
= det (xl, — A) x det (I, — B) = xa(z)xp(x)
= (@=A)"z—pw"

Ve e Cxm(x) = det(zly, —M)=

Donc xar = (X — N)™"(X — p)™.
D’apres le cours :
M diagonalisable <= H (X —v) annule M.

veSp(M)
On est amené a distinguer deux cas :

e Premier cas : A =p
Sp(M) = {\} donc :

M diagonalisable <= X — A annule M

<~— M = X\,
A=B=)\I,
C=0

e Deuxiéme cas : A # p
Sp(M) = {\; u} donc :

M diagonalisable X — A)(X — p) annule M

(
(M — )\Ign)(M - ,U,IQn> =0

A=A, C A-ul,  C \_,
0  B-AL, 0 B-ul) "~

— ((A — ML) (A = ply) (A= ML)C +C(B - um)

111

(A - )‘In)(A - Mln) =0
= {(A—A)C+C(B—puly) =0
( - )‘In)(B - MIn) =0

u n’est pas valeur propre de A donc A — ul,, est inversible.
A n’est pas valeur propre de B donc B — A\, est inversible.

Sy
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D’ou :
A—X,=0
M diagonalisable <= (¢ (A—\,)C+C(B—pul,) =0
B—pul,=0
A=)\,
S B =ul,
C quelconque

Exercice 33

Soit P € M, (K) tq P2 = P.
K K
Soit @ § VnK) = Ma(K)
M— MP+ PM
® est un endomorphisme de M, (K) : la vérification est facile, on ne demande pas de la faire.

1. Trouver un polynéme annulateur de .

2. En déduire que ® est diagonalisable.
Correction

1.

VM € M,(K) @*(M) = &®(®(M))=D(M)P + PO(M)
= (MP+PM)P+ P(MP + PM) = MP?+2PMP + P>M
= MP+2PMP + PM = &(M) 4+ 2PMP

VM € M, (K) ®*(M) = &(®*(M)) = &(®(M) +2PMP)
= ®*(M)+20(PMP) = ®(M) +2PMP +2 (PMP2 - P2MP)
= ®(M)+6PMP
On en déduit que &> — @ = 3 (92 — P).
Le polynéme Q = X3 — X — 3(X? — X) annule ®.
2. Q(X) = X3—-3X%2+2X = X(X — 1)(X — 2) est scindé & racines simples sur K donc ®

est diagonalisable.
7 Cayley-Hamilton

Exercice 34 (Mines 2018, 2019)

Soit A € M, (C) (n > 3) telle que rg(A) = 2, tr (A) =0 et A™ # 0.
Montrer que A est diagonalisable.

Correction

Gréace a la formule du rang le noyau est de dimension n — 2 > 0.
Les valeurs propres de A sont donc A\ =0,..., A2 =0, An_1, \p.
Si An—1 = 0 alors a cause de la trace \,, est nulle aussi.
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0 est alors racine de multiplicité n de x4 unitaire de degré n donc x4 = X™.

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, A™ = 0 : c’est absurde.

Donc les valeurs propres de A sont Ay =0,...,A\,_2 =0, A, =\ avec A # 0.

Pour des valeurs propres simples multiplicité et dimension du sous-espace propre coincident donc
la dimension de chaque sous-espace propre est égale a la multiplicité de la valeur propre associée.
A est bien diagonalisable.

Exercice 35 (X 2018)

Soient A et B € M3(R) non nilpotentes telles que A% = —A et B3 = —B.
Montrer que A et B sont semblables.

Correction
Soit A une valeur propre complexe deA.
A3 = — A entraine A3 = —\, puis A € {0;4; —i}.
A étant a coefficients réels il n’y a que deux possibilités pour la liste des valeurs propres com-
plexes de A comptées avec leurs multiplicités : 0,0,0 et 0,14, —i.
La premiére est & écarter : 0 étant racine triple de x4 unitaire de degré 3, on aurait y4 = X?3.
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on aurait alors A% = 0 : c’est absurde.
Donc la liste des valeurs propres complexes de A comptées avec leurs multiplicités est 0,7, —i.
Partant de la deux méthodes sont possibles :

e Premiére méthode

o O

A est diagonalisable, semblable dans M3(C) a

o o O
O = O

B aussi bien siir.

A et B sont donc semblables dans M3(C).

dP € GL3(C) tq A= PBP~!

On a donc AP = PB.

P =P +iPs avec P, P; € M3(R).

On a alors AP, = PiB et AP, = P, B mais a priori P, et P, ne sont pas inversibles.
On a tout de méme :

VAieR A(Pl + )\PQ) = (Pl + APQ)B

C—-=C .
f est polyndmiale.
A s det (P + AP)

Si f était nulle sur R qui est infini, elle serait nulle sur C. Or f(i) # 0 donc il existe
Ao € R tel que Py 4+ A\gP» est inversible.
Ona A= (Pl + )\opg)B(Pl + )\OPQ)_I.
e Deuxiéme méthode
On prend v un vecteur propre de A pour la valeur propre 1.
A étant réelle, T est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —i.
On prend e un vecteur propre de A pour la valeur propre 0.
On prend ez = Sm(v) et ez = Re(v).
On montre que (eq, ez, e3) est une base de R3.
Vu son cardinal, il suffit de prouver qu’elle est libre.
Soient ()\1, Aa, )\3) € R? tq A1er + Ageq + Aeg = 0.

Vv —7 v+v
Arer + e 5 + A3 =0
—iAo + A iAo+ A
Aer + ! 22+ 3v~|—l 2;_ 35
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e1, v et T sont des vecteurs propres de A associés & des valeurs propres deux a deux
distinctes donc (eq, v, ) est libre.

Donc A\ =0 et —tAg + A3 = 0 avec Ay et A3 € R.

D’ou )\2 == )\3 =0.

B est bien une base de R3.

Aey = Av;v:%(Av+Aﬁ):%(iv—iﬁ)
V=T
= i~ =iiey = —e
Aey = AUQZ,U:%(Av—A@):%(iv—(—i)v)
v+ v
= 2 = e3
En notant P la matrice de passage de Cangs a B, on a :
00 O
A=P|0 0 —-1|P!
01 0
00 O
A est semblable dans M3(R)a |0 0 -1
01 0

B aussi bien siir.
A et B sont donc semblables dans M3(R).

Exercice 36

Soient A, B € M,(C) et ®: M € M,(C) — AM + MB.
1. Montrer qu’une matrice et sa transposée ont le méme spectre.

2. Soient U,V € M,,1(C) \ {0}.
Montrer que UVT #£ 0.

3. Montrer que ¢ est un endomorphisme et que Sp(A) + Sp(B) C Sp(®).
4. Soient A € Sp(®) et Y un vecteur propre associé a A. Montrer :
VP € C[X] P(A)Y = YP(AI, — B)
5. Montrer que Sp(A) + Sp(B) = Sp(®)
Correction
1. Soit M € M, (C).

VAEC xyr(\) = det (AL, — MT) = det (AL, — M)")
= det (A, — M) = xu(A)

Donc xar = xpr-
Or Sp(M) est 'ensemble des racines de yas et Sp(M7) est I'ensemble des racines de y 7
donc M et M7 ont le méme spectre.
2. U est non nulle donc il existe ¢ € [1;n] tq u; # 0.
V' est non nulle donc il existe j € [1;n] tq v; # 0.
D'ou (UVT), = v #0.
0.

Donc UVT £ 0.
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3. Il est clair que si M € M, (C) alors AM + MB € M,(C).
La vérification de la linéarité de ® est laissée au lecteur.
Soit A une valeur propre de A et U € M,, 1(C) \ {0} un vecteur propre associé.
Soit p une valeur propre de B.
D’apres la premiére question, c¢’est aussi une valeur propre de BT
Soit V€ My, 1(C) \ {0} un vecteur propre de BT associé a la valeur propre p.
D’aprés la deuxiéme question, la matrice (carrée a n lignes et n colonnes) M = UV est
non nulle.

®(M) = AM+MB=AUV" + UVTB = (AT + U(BTV)"
= vl + Ut = xuvTt + vt
= (A +u)M

Donc A + p € Sp(®).
D’ou : Sp(A) 4+ Sp(B) C Sp(®).
4. Pour tout k € N, soit P(k) : AFY =Y (M, — B)*
A® = (\I,, — B)" = I,, donc P(0) est vraie.
On suppose P(k) varie.

Aty = AFAY) = AR (@(Y) - YB) = A¥(\Y - YB)
MAFY — A¥Y B = A*Y (A1, — B)

Y (M, — B)* (\I,, — B)

= Y (M, — B!

Donc P(k + 1) est vraie.
On a donc :
Vk € N A*Y =Y (M, — B)*
Les applications P — P(A)Y et P — Y P(AI, — B) étant linéaires, on en déduit :
VP € C[X] P(A)Y = YP(\L, — B)
5. Soient A € Sp(®) et Y un vecteur propre associé a \.
D’apres la question précédente, x4(A)Y = Yxa(Al, — B).
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x 4(A4) = 0 donc Y x4(Al,—B) = 0avec Y # 0.
Donc x4(A, — B) =0 ie x4(A — X) annule B.
Donc le spectre de B est inclus dans I’ensemble des racines de xy 4(A—X) ie {\ — o, € Sp(A)}.
Comme on travaille avec des matrices complexes, B a au moins une valeur propre [ et il
existe a valeur propre de A telle que 8 =\ — a.
On en déduit A = o + 8 € Sp(A) + Sp(B).
D’ott Sp(®) C Sp(A) + Sp(B) et par double inclusion :
Sp(®) = Sp(4) + Sp(B).

8 Diagonalisation

Exercice 37 (X 2018)
Soit E un C-ev, B = (eq,...,e,) une base de E et u 'endomorphisme de FE tel que :

Vi € [1;n] u(e;) = Aie; + ej—1 (en posant eg = 0).
Donner une CNS sur les A\; pour que u soit diagonalisable.
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Correction

La matrice est triangulaire donc les valeurs propres sont A1, ..., A,.
A cause de I’échelonnement des 1 :

VAeRrg(A—A,) >n—1.

Les sous-espaces propres sont donc de dimension 1.

La somme de leurs dimensions est égale au cardinal du spectre.

La CNS est donc : les \; sont deux a deux distincts.

Exercice 38 (Centrale 2003)

0 0 a
Soit A=11 0 0],a€R.
110

Condition sur a pour que A soit diagonalisable.

Correction
e Premiére méthode
ars = A\rq
AX = 2AX = {21 = A1

r1 + o = A3

Si A =0 alors ;
r1 = 0
AX =0<=<20=0
axy =0
On est donc amené a envisager le cas ou a = 0.
0 0 0
Dans cecas, A= |1 0 0].Létude est standard, A n’est pas diagonalisable.
110

Dans la suite, on suppose a # 0.

AX =0 X =0

Donc 0 n’est pas valeur propre de A.
On peut donc prendre A € C*, et écrire :

x aZL'
1= 743
%1 a
AX =\ X — Ty = — = 513
a )‘a A
Xl’g—FFZL’g = \r3
x a$
1= 743
%1 a
(A —aX—a)z3 =0

A € Sp(A) <= A racinede P = X3 —aX —a

et alors dim (F)\(A4)) =1

On en déduit :

A diagonalisable sur K <= P a trois racines simples dans K.

P =3 X2—“)
(-3

32



TD algebre linéaire 2026-2027 Chapitre 3, correction

— Cas a <0
P est strictement croissante sur R.
P a une racine réelle simple et deux racines complexes (non réelles) conjuguées.
A est diagonalisable sur C mais pas sur R.
— Cas a >0
On fait le tableau de variations de P.

P(5) =5 (o)
P( a> :—a—2a3/2 <0

3 3V3
. 3vV3 . . 27
— Premier cas : \/6 > T ce qul revient a supposer : a > Z
P a trois racines réelles simples.
A est diagonalisable sur R (et a fortiori sur C)
27
— Deuxiéme cas : a = T
3
P a une racine réelle double : —— et une racine réelle simple.

A n’est diagonalisable ni sur R ni sur C.

27
— Troisiéme cas : 0 < a < T

P a une racine réelle simple et deux racines complexes (non réelles) conjuguées.
A est diagonalisable sur C mais pas sur R.

Finalement :
. . 27
A diagonalisable sur R <= a > T
27
A diagonalisable sur C <= a # 0, R
Remarque

Si on suppose a € C, le cas a = 0 se traite de la méme maniere.

On montre ensuite :

A diagonalisable sur C <= P = X? — aX — a a trois racines simples dans C.
Mais on n’a plus 1'outil des variations.

Supposons que P ait une racine double z.

P(2)=322—a=0

Dot 0=2%—az—a=2%—32%—322 =22(-22 - 3)

2
Donc z =0 qui donne a =0 ou z = —3 qui donne a = 322 = 17
Le reste est standard.
e Deuxiéme méthode
A0 —a
VAeR xa(A) = |[-1 A 0
-1 -1 X
A0 -1 A
My A‘ [ S |
= N —a—a)

Donc x4 = X3 —aX — a.
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A 0 a
A—Xsz3=1] 1 =X 0 | et les deux premiéres colonnes sont échelonnées si A # 0.
1 1 =X
D’ou un premier cas : a = 0, de sorte que 0 est valeur propre de A.
0 00
A=11 0 0]. L%étude est standard, A n’est pas diagonalisable.
1 10
Dans la suite, on suppose a # 0.
Les valeurs propres (réelles ou complexes) de A sont non nulles (car x4(0) = —a # 0)

donc les deux premiéres colonnes de A — A3 sont échelonnées si A est une valeur propre
de A. A— A3 est donc de rang supérieur ou égal a 2 sans étre inversible : elle est de rang
2 et le sous-espace propre associé a la valeur propre A\ est de dimension 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est donc égal au cardinal de son
spectre et A est diagonalisable si, et seulement si, A a trois valeurs propres simples ou
encore x4 = X° — aX — a est scindé & racines simples.

La discussion est alors identique a celle de la premiére méthode.

Exercice 39 (Centrale 2019, Mines 2022)

0o ... 0 by
0o ... 0 by
Soit A= | : : P € Mu(R).
0o ... 0 bn—1
ai ... Qp-i 0

CNS pour que A soit diagonalisable dans M,,(R).

Correction

e Premier cas : (a1,...,an-1) = (b1,...,bp—1) = (0,...,0)
A = 0 est diagonalisable.

e Deuxiéme cas : (aj,...,an—1) = (0,...,0) et (b1,...,bp—1) # (0,...,0)
A est de rang 1 et de trace nulle donc A n’est pas diagonalisable.

e Troisiéme cas : (a1,...,an—1) # (0,...,0) et (b1,...,bp—1) = (0,...,0)
A est de rang 1 et de trace nulle donc A n’est pas diagonalisable.

e Quatriéme cas : (ai,...,an—1) # (0,...,0) et (b1,...,bp—1) # (0,...,0)
A est de rang 2.
Le noyau de A est de dimension n—2 (n est implicitement supposé de dimension supérieure
ou égale a 2).

0 b1
Les vecteurse; = | * | et ex = : forment une base de Im (A) qu’on peut compléter
n—1
1 0

en une base de R™.
La matrice de ’endomorphisme canoniquement associé a A dans cette base est

n—1
0 Sagby ? ... 2
k=1
1 0 (G !
0 0 0 0... 0
0 0 0 0... 0
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n—1
On en déduit x4 = X" 2 <X2 — Z akbk>
k=1

n—1
Si Z arpbr < 0, x4 n’est pas scindé sur R : A n’est pas diagonalisable.

k=1
n—1

Si Z arbr = 0, 0 est valeur propre de multiplicité n et A est non nulle donc A n’est pas
k=1

diagonalisable.
n—1

Si Z apbr > 0, alors x4 est scindé sur R avec 0 de multiplicité n — 2 et deux valeurs
k=1

propres simples opposées.

Ey(A) est de dimension n — 2 et pour une valeur propre simple la dimension du sous-

espace propre est égale a la multiplicité donc A est diagonalisable.

n—1
On a donc dans le quatrieme cas la CNS : Z apbp > 0.
k=1
n—1
On remarque ensuite Z arby > 0 = (a1,...,an-1) # (0,...,0) ou (by,...,byp—1) # (0,...,0)
k=1
donc :
n—1
A diagonalisable <= (ay,...,an—1) = (b1,...,bp—1) = (0,...,0) ou Z apbr >0
k=1

9 Matrices par blocs

Exercice 40 (Mines 2018)

2 0 2 0

. 1 1 0 2
Soit M = 1 0 10
O -1 1 1

Montrer que M est semblable & une matrice de la forme N = (61 g) avec

A, B,C € M3(R) et écrire explicitement N.

Correction

Vue la forme de N, il s’agit de trouver un plan stable.

En écrivant le systeme donnant les couples propres, j’ai remarqué :

Aey = e3 — ey et Aey = 2e9 + e4 (en notant (e, ez, e3,e4) la base canonique de R4)
(e2,e4,€1,€3) est également une base de R*.

0010
. . 1 0 00
La matrice de passage de la base canonique vers cette nouvelle base est : P = 00 0 1
01 00
1 2 1 0
OnaN=P'MP= R sans calcul de P!
0 0 2 2
0 0 —1 1
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Exercice 41 (Mines 2018)

Soit F un K-ev de dimension 3n (n € N*).
Soit f € L(E) tq f3 =0, f2#0 et rg(f) = 2n.

Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matp(f) =

oo
Soo
oo o

Correction

La formule du rang donne dim (Ker (f)) = n.

On ne peut donc pas avoir Im (f) C Ker (f).

L’hypothese f? # 0 est une conséquence des autres hypothéses.

La formule du rang, appliquée & la restriction de f a Im(f), donne également : rg(f?) =
vg(f) — dim (Ker () N Im (1)),
Or dim (Ker (f) NIm (f)) < dim (Ker (f)) = n donc rg(f?) > 2n —n = n.
f3 =0 donc Im (f?) C Ker (f).
On a donc avec les dimensions : Ker (f) = Im (f2).
On part de (e2p+1,--.,€3,) une base de Ker (f).
Il existe eq, ..., e, tels que :
Vi € [1;n] eants = f*(e:)
Enfin pour tout i € [1;n], on pose e,t; = f(e;).
On montre ensuite la liberté de (eq,...,e3,) :
3n
Soit ()\1, L. 7/\3n) € K3 tq Z)\Zel =0
i=1

On applique d’abord f2.
Vi e [1;n] f?(ei) = eanyi
Vi e [n+1;2n] f2(ei) = f2(f(ei-n) = f*(eimn) =0
Vi€ [2n+ 1;3n] f(e) = f(fler) = F(0) =0
Ilnreste donc :
Z Ai€anti =0
i=1
Mais la famille (2541, ...,e3n) est libre donc Ay =--- =X, =0

3n
Il reste donc : Z e =0

i=n+1
On applique f :
Vi€ [n+1;2n] f(ei) = f(f(ein)) = fQ(eifn) = €i—n+2n = Citn
Vi€ [2n+1;3n] f(e;)) =0
IIQreste donc :
Z Aienti =0

i=n+1
Mais la famille (€241, ..., €3,) est libre donc Apy1 =+ = A9y, =0

3n
Il reste donc : Z Aie; =0

1=2n+1

Mais la famille (2541, ..., e3n) est libre donc Agpy1 =+ = A9y, =0
(e1,...,e3n) est donc libre. Au vu de son cardinal,c’est une base de K3" et la matrice de f dans

0 0 0
cette baseest [ I, 0 O

0 I, O
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Exercice 42 (X 2016)

1. Soient A, B € M,,(C) et M = L _IA .

B
Montrer que det (M) = det (I, + BA) = det (I, + AB).
2. Soient A € GL,(C) et B,C € M,(C).

Montrer que det (A + BC) = det (A) x det (I,, + CA~'B).

Correction
1. En pensant & Ly < Lo — BLq, on intuite et on vérifie :
I, O I, —A
<—B ) *M=\0o 1,+BA

En pensant & Ly < L1 + AL>, on intuite et on vérifie :

I, A _(I,+AB 0
<0 In>XM_< B In>

Remarque
Soit A € C*.

Lo 0\ (I —A\_(l. -4
B I, —B AM,) \0 A,-BA

I, %A X(In —A>: In—%AB 0
0 I, —B Al -B AL,

On en déduit :

. _ | -a
VAEC xpa(h) = det(Al,—BA) =/ Mn_BA’

B B A B A A IO A

T B L|*|-B M| T|-B AL |y % |T|-B AL
I~ ~AB 0 1

= |7 — det (In - AB) x det (AI,) = det (AL, — AB)

-B A, A
= xaB(})

C* est infini donc xap = xBA-

det (A+ BC) = det (A(I,+ A" BC)) = det (A) x det (I, + A~ BC)
= det (4) x det (I, + (A7'B) C)
= det(A) x det (In +C (A_lB)) d’apres la premieére question
= det(A) x det (I, + CA™B)
Exercice 43 (Mines 2021, 2023)
Soit A € GL,(C).
1. Soit B = (21 13)

Montrer :
B diagonalisable <= A diagonalisable.
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2. Soit B = A _6A>

24 0

Montrer :
B diagonalisable <= A diagonalisable.

Correction

1. Plusieurs méthodes sont possibles.
e Recherche des couples propres

Soient A € C et X = <X1> e C?,
Xo
AXy = 2X
BX = \X 2 !
X1 =2Xy
X1 =2Xy
<
AXy = A2X,
Si A2 n’est pas valeur propre de A alors :
X1 =X
BX = \X { ! 2
Xy =
— X=0

A n’est pas valeur propre de M.
Par contre, si A? est valeur propre de A :

BX = X — {Xl =M
Xo € E)2 (A)
et on peut choisir X9 # 0.
Donc :
A € Sp(B) <= )2 € Sp(4)
Il s’agit maintenant de compter soigneusement les valeurs propres de B. Pour cela, il
faut préciser les notations :
Les valeurs propres deux a deux distinctes de A sont notées p1, ..., fip.
A étant inversible, les u; sont non nuls.
w; a donc toujours deux racines carrées distinctes : w; et —w;.
Les nombres wi, —w1, wo, ... sont deux a deux distincts. (si w; = fw; alors en élevant
au carré fi; = [tj).
Ce sont les valeurs propres de B.
Si w est une valeur propre de B, le sous-espace propre associé est ’ensemble des
colonnes w;,i 2] olt Xy décrit E,2(A).
On en déduit : dim (E,(B)) = dim (E_2(A4)).
E(A) — E,(B)
En effet (wX2> est un isomorphisme.
2
X9
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On a alors :
Z dim (E,(B)) =2 Z dim (E\(A))
weSp(B) A€Sp(4)
B diagonalisable <= Z dim (E,(B)) =2n
w€eSp(B)
= 2 Y dim(E\(4)=2n
AESP(A)
= Z dim (E\(A)) =n
AESP(A)

<= A est diagonalisable

e Produit tensoriel ou de Kronecker
Cette méthode permet seulement de prouver :
A diagonalisable = B diagonalisable

0
Xm = X? —tr(M)X +det (M) = X? — a est sindé a racines simples w et —w sur C.

(x1> € By(M) {xz e

2 ary = wWr2

To9 = WIq
—

1
On commence par diagonaliser M = (2 ), a € C*.

ar, = w2x1

<= To = w2 car w? =a

Donc : E, (M) = (

De méme E, (M) = ( 1 )

-1

DoncMz(1 1>><<w 0>><<1 1) .
w —w 0 —w w —w

On intuite alors B = PAP~! avec P = (g f?)) et A = (Sg _09) avec ) €
M,,(C) telle que Q2 = A.
A est diagonalisable donc il existe Q € GL,(C) tq A = QDiag(\y, ..., \)Q L
Pour tout i € [1;n] soit w; une racine de A;.
Soit 2 = @QDiag(wy, . ..,w,)Q@ ! de sorte que Q? = A.

PA:<Q —Q)_ Q -0

Q0 02) A A)
Q -Q
BP = A A

De plus P est inversible :

0 I, Q 20
élémentaire Cy <+ Cy — (.
En prenant le déterminant, det (P) = (—2)" det (2) # 0 car € comme A est inversible.

I, -1 I .. o
P x ( n "l = < w0 ) : pensez & I'interprétation matricielle de I'opération
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Donc B est semblable a A.
Mais A est diagonalisable :

= (0%

= (QDEQ_l —Ql;)iQ1> avec Di = Diag(wy,...,wn)

IRERANCND
- §9( 569

et finalement B est diagonalisable.
e Recherche d’un polynéme annulateur scindé a racines simples, cette mé-
thode n’est pas au programme en 2021-2022

A0
2 _
(0 4)

Par conséquent, pour tout polynéme P, P(B?) = <

SRS

oL

P(A) 0
0 P(A)
Supposons B diagonalisable.
Il existe Q € GLg,(C) et D € My, (C) diagonale telles que B = QDQ ™.
B? = QD?*Q! et D? est diagonale donc B? est diagonalisable.
Par conséquent, il existe P scindé & racines simples qui annule B2.
P annule aussi A donc A est diagonalisable.
Réciproquement, on suppose A diagonalisable.
Le polynéme, scindé a racines simples, P = H (X —\) annule A.
AeSp(A)
Donc le polynéme R = H (X% — \) annule B.

AESP(A)
Mais A est inversible donc 0 n’est pas valeur propre de A.
Par conséquent chaque valeur propre A de A a deux racines distinctes : wy et —w).
R(X) = H (X — wy)(X + wy) est scindé a racines simples (si A # p alors
AESP(A)
Fwy # Fwy,, élever au carré) donc B est diagonalisable.
e Utilisation du polyndéme caractéristique

AL, —A
aeCxs =20
I, 0 _ A, —A
vaeCr |1 Mo —4 = 1

On en déduit :

1
WA € CF xp(\) = det (L) det ()\In _ AA) — det (A2, — A) = xa(A2)
C* étant infini, on en déduit :
xa(X) = xa(¥?) = ] (7 - ymito
AESP(A)
A étant inversible, 0 n’est pas valeur propre de A et toute valeur propre A de A a

deux racines carrées wy et —w). Ces nombres sont deux a deux distincts.
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Les valeurs propres de B sont donc les nombres +w) et mul(+wy, x5) = mul(\, x4).
Soit A une valeur propre de A.
AX2 = :|:w)\X1
X1 = j:CL))\XQ
X1 = :|:w)\X2
<~ 9
AX2 = (:I:w,\) X9 =2Xo
X1 = :|:(,U)\X2
X € EA(A)

BX =4+uw X <«— {

Le sous-espace propre de B associé a la valeur propre fw) est I’ensemble des colonnes
ZECU)\XQ
[
On en déduit : dim (E4,, (B)) = dim (E)(A)).
EA(A) — Eiou)\ (B)
En effet (:l:w,\X2> est un isomorphisme.
X2 —

ou Xy décrit Ey(A).

2
On a alors :

<= Vu e Sp(B) dim (E,(B)) = mul(x, xB)

<= VA e Sp(A) dim (Eiy, (B)) = mul(fwy, xB)
< VYA€ Sp(4) dim (Ey(A)) = mul(A, xa)

<= A est diagonalisable

B diagonalisable

2. Ici aussi plusieurs méthodes sont possibles.
e Recherche de couples propres

Soient A € C et X = <X1> e C™,
Xo
BX — \X TAX7 — 64Xy = A\ X4
2AX1 = A X
A
X = §A_1X2 car A est inversible
= 7 A2
— X9 — 64Xy = fAilXQ
2 2
Aol
— %= _§A X2
12A4%2X5 — TAAX5 + A2X5 = 0 en multipliant par —2A qui est inversible
{X1 = —iAilXQ
< 2

(B3A = \I,)(4A — A1) X2 =0
. A
— Premier cas — et 1 ne sont pas valeurs propres de A.
3A — M\, et 4A — \I,, sont inversibles donc :
BX =X < { — X =0

2=0
A n’est pas valeur propre de B.
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A A
— Deuxiéme cas 3 est valeur propre de A et 1 ne 'est pas.
A
X; = —§A71X2

BX =)\X +—
(4A — A1,,)(3A — A1) X2 = 0 car les deux matrices commutent

X1 = —éAing
= 2
(34 — \I,,) X5 = 0 car 4A — A\, est inversible

{Xl = —iA_lXQ
= 2
Xo € Ey/3(4)

Donc A est valeur propre de B et dim (E)(B)) = dim (EA/g(A))

A
— Troisiéme cas 1 est valeur propre de A et — ne 'est pas.

On démontre comme dans le cas précédent que A est valeur propre de B et

dim (E)(B)) = dim (Ey/4(A))

— Quatriéme cas 3 et 1 sont valeurs propres de A

X = —%A_IXQ

BX =)X <«—
(BA—\,)(4A - A\[,) X2 =0

>\ —1
— X= _§A X2
(44 — M) X € By j3(A)

On en déduit que Ker (B—\Is,,) est de dimension dim (E)\/4(A)> +dim (Im (4A = Xp) N Ey 3 (A))
Cette dimension est strictement positive (& cause du premier terme) donc on peut
déja dire que \ est valeur propre de B.
A
Par ailleurs si X € E)/3(A) alors AX = §X donc :
4 A

A est inversible donc A est non nulle et X =
On en déduit que Ejy/3(A) C Im (44 — A,
Ey3(A) = Ey3(A).

Finalement :

dim (Ex(B)) = dim (Ey3(A4)) + dim ( By /4(4))

(4A — AI)X € Im (44 — \I,,)
, ce qui entraine Im (44 — A\I,) N

\_/y‘w
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On en déduit :

3 dim(EA(B)) = dim (Ey/s(4)) + 3 dim (B 4(4))
AeSp(B) 2/3€Sp(A),\/AZSp(A) 2/3€Sp(A),\/A€Sp(A)
+ 3 dim (By /3(4)) + dim ( By 4(4))
A/3€Sp(A),\/4€Sp(A)
A/3€Sp(A) A/4€Sp(A)

= 2 > dim(E\(A))

AESP(A)

On en déduit comme dans la premiere question :
B diagonalisable <= A diagonalisable

e Produit tensoriel ou de Kronecker
On commence par le cas n = 1.

Par la technique habituelle, B = PDP~! avec P = (3 2) et D= <3 0).

2 1 0 4
1 2
-1 __
P _<2 3>.
31, 2In>

On pose alors Q = <2I 7

On vérifie que Q <;§n 2;? ) = I,
n —JIiIn

Donc Q est inversible et Q71 = (;;’n 23{; >
n —olp

On calcule alors C' = Q~'BQ et on trouve C = (364 4(34>

C étant semblable & B :

B diagonalisable <= C diagonalisable.

Si C est diagonalisable alors uc l'est aussi ainsi que les endomorphismes induits par
C : on I'a prouvé dans un exercice en 2021-2022 et ce sera ensuite au programme.
On en déduit que 3A (et 44) est diagonalisable.

On en déduit facilement que A est diagonalisable.

Réciproquement si A est diagonalisable, il existe R € GL,(C) et D € M, (C) diago-
nale telles que A = RDR™!.

(R O , . 1 (R7Y 0
S = (0 R) est inversible et S™" = ( 0 R_1>.

3R'AR 0 )_ <3D 0

—1 _
De plus 57°C5 = ( 0 AR"AR 0 4D

> est diagonale donc C' est

diagonalisable.
e Recherche d’un polynéme annulateur scindé a racines simples, cette mé-
thode n’est pas au programme en 2021-2022
On note C' = (; _06>
On montre par récurrence :
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ko (arAF b AR o (ar by
VkENB (CkAk dkAk OUC = cn dk

xo=X?—tr(C)X +det(C)=X2-7X +12= (X —3)(X — 4)
On effectue la division euclidienne de X* par y¢ :
Vk € N X* = Qu(X)xc + arX + B
4k = day, + By,
On a
3% = 3oy + B
Donc oy, = 4% — 3% et 3, = 43F — 34F
Par Cayley-Hamilton :

k _ ak k _ k k_ ak
VkeNCh = (4k—3k)0+(43k_34k)1—2:(7(4 3%) 4+ 43% — 348 —6(4 3)>

2(4kF — 3F) 43F — 34%
- gRH1 AR gkl gk g <4kAk _ 3kAk)
o\ 2(akak —3RAR)  agkak -3 akak

. 4P(4A) —3P(3A) —6(P(4A4) — P(34))
Si P e ClX]alors P(B) = {5 p(ya) — p(34)) 4P(3A) — 3P(44) )

Si B est diagonalisable, il existe P € C[X] scindé a racines simples tel que P(B) = 0.
On a alors P(4A) = P(3A) = 0.

P(3X) est scindé a racines simples et annule A donc A est diagonalisable.

Réciproquement, on suppose que A est diagonalisable.
Il (X =) annule A.

AESP(A)
Soit P(X)= J] (X—-4Nx J] (X-=3).
AESP(A) AESP(A)
7 ESP(4)

P est scindé a racines simples et annule 34 et 44 donc annule B.
e Calcul du polyndéme caractéristique

A, —TA 6A
WeCxsWN =", "

—6 12,
mec [In A ()Jn —A7A A6A> _ (Ma-TAE A0
0 I, -2 In —24 ALy,

On en déduit :

YA€ C* xp(\) = det (AIn —TA+ IAQAQ) det (\I,) = det (A2In —TAA + 12A2)

= det (M, — 3A) (A, — 4A4)) = 12"x4 (;) x4 (i)

Les valeurs propres de B sont les nombres A tels que :

A
— 3 est valeur propre de A et 1 n’est pas valeur propre de A. Leurs multiplicités
A
comme valeur propre de B est celle de 3 comme valeur propre de A.
A A
— 1 est valeur propre de A et 3 n’est pas valeur propre de A. Leurs multiplicités

A
comme valeur propre de B est celle de 4 comme valeur propre de A.
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A
— 3 et 1 sont valeur propre de A. Leurs multiplicités comme valeur propre de B est

la somme de celles de % et de % comme valeur propre de A.

A A
— Premier cas 3 est valeur propre de A et 1 ne 'est pas.

BX — \x {7AX1—6AX2:)\X1

2AX7 = A X
—A 1X, car A est inversible
A2
X2 —6AXy = ?A_lXQ

Xy = ——A 1X5
12A2X2 — TAAX5 4+ A2 X5 = 0 en multipliant par —2A qui est inversible
-1
— X1 = X2
(4A — )\I (BA—-)X[,)X2=0
X = ——A 1X,
(3A — )\I )Xo = 0 car 4A — A, est inversible

X, = ——A 1X2
X5 € EA/:J,

Done dim (Ex(B)) = dim ( By /3(A))
A
— Deuxiéme cas 1 est valeur propre de A et 3 ne l'est pas.

On démontre comme dans le cas précédent que dim (E)(B)) = dim (EA /4(A))

A
— Troisiéme cas 3 et 1 sont valeurs propres de A

X = —gA_lXQ

BX = )X <«—
(BA—AI,)(4A — A\[,) X2 =0

X = _AA_lXQ
<~ 2
(44 — AL) X, € Ey3(A)

On en déduit que Ker (B—A\Iy,) est de dimension dim (E)\/4(A)) +dim (Im (4A = X)) N Ey 3 (A))

Si X € Ey/3(A) alors AX = %X donc :
4N A

(44 — AI,)X = (3 . A) X=2X

A est inversible donc A est non nulle et X = ;(414 —AL)X €Im (4A — A1)

On en déduit que Ey/3(A) C Im (44 — Alp), ce qui entraine Im (44 — AI,) N

Ey\3(A) = Ey3(A).
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Finalement :
dim (E(B)) = dim (By/3(A4)) + dim ( By /4(4))

Comme on travaille dans C, le polynéme caractéristique est toujours scindé et la CNS
de diagonalisabilité est I’égalité de la multiplicité et de la dimension du sous-espace
propre pour chaque valeur propre.

On suppose A diagonalisable.

D’apres ’étude précédente, pour chaque valeur propre de B il y a égalité entre la
multiplicité et la dimension du sous-espace propre.

On suppose B diagonalisable.

Soit A une valeur propre de A.

3\ et 4\ sont valeurs propres de B.

Si §)\ n’est pas valeur propre de A alors la multiplicité de A comme valeur propre de

A est égale a celle de 3\ comme valeur propre de B et dim (Ey(A)) = dim (E3)(B))
donc la dimension de dim (F)(A)) est égale a la multiplicité de A comme valeur propre
de A.

Si — A est valeur propre de A alors la multiplicité de 3\ comme valeur propre de B est

égale a la somme de la multiplicité de A comme valeur propre de A et de la multiplicité
3

de 1)\ comme valeur propre de A.

La dimension du sous-espace propre de B associé a la valeur propre 3\ est égale a la

somme des dimensions des sous-espaces propres de A associés a A et 1)\.

Mais B est diagonalisable donc la dimension du sous-espace propre de B associé a la
valeur propre 3\ est égale a la multiplicité de 3\ comme valeur propre de B.

Donc mul(A, A) + mul <i>\,A> = dim (E)(4)) + dim (E3/4/\(A)) avec mul(\, A) <

dim (E)(A)) et mul GA,A) < dim (Eg /M(A)).

Donc la dimension de dim (E)(A)) est égale a la multiplicité de A comme valeur propre

de A.

Exercice 44 (X 2011, Mines 2023)

. (o I,
SmentAe/\/ln(C)etM—(A O)'

1. Montrer que A est valeur propre de M si et seulement si A\? est valeur propre de A.

2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et inversible.
Exercice 45 (Mines 2015, Centrale 2018)

Soit A € M,,(C).

0 I,

A 0)

Montrer que si A est diagonalisable et inversible alors M 1’est aussi.

Soit la matrice par blocs M =

Exercice 46 (Mines 2025)

. (o0 I,
SmtAE./\/ln(C)etB—<A 0).

46



TD algebre linéaire 2026-2027 Chapitre 3, correction

1. Trouver une relation entre les valeurs propres de A et les valeurs propres de B.
De méme pour les sous-espaces propres de A et de B.

2. Trouver une relation entre la dimension des sous-espaces propres de A et celle des sous-
espaces propres de B.

3. Trouver une CNS sur A pour que B soit diagonalisable.

Correction
Soient A€ Cet X = <X1> e C?,
Xy
MX = AX = 122725
AXq = )X,
Xo = AX,
AX, = \2X,

Si A? n’est pas valeur propre de A alors :

Xo =2X,
X1 =0
<— X =0

MX =2\ X <«— {

A n’est pas valeur propre de M.
Par contre, si A\? est valeur propre de A :

MX =AX < {X2 =M
X € E)\z (A)
et on peut choisir X; # 0.
Donc :
A\ € Sp(M) <= X2 € Sp(A)
Il s’agit maintenant de compter soigneusement les valeurs propres de M. Pour cela, il faut
préciser les notations :
Les valeurs propres deux a deux distinctes de A sont notées p1, ..., fip.
Si p; est non nul, p; a donc deux racines carrées distinctes : w; et —w;.
Par contre, 0 a une seule racine carrée.
Les nombres 0, w;, —wq,ws, ... sont deux & deux distincts. (siw; = +w; alors en élevant au carré
i = py)-
Ce sont les valeurs propres de M.
Si w est une valeur propre de M, le sous—espace propre associé est I’ensemble des colonnes
((j;l ou X; décrit E 2(A).
On en déduit : dim (E,(M)) = dim (E_2(A)).
E2(A) — E (M)
En effet X4 est un isomorphisme.
L (wX1>
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On a alors :
Z dim (E,(M)) = dim (Ker (A)) + 2 Z dim (E)(A))
weSp(M) AESpP(A)

A0

M diagonalisable <= Z dim (E,(M)) =2n

weSp(M)
<= dim(Ker (4)) +2 Z dim (Ey(A)) =2n
AESP(A)
A£0
= 2 Z dim (E)(A)) — dim (Ker (A)) = 2n
AESP(A)

= 2<n Z dim(EA(A))> = —dim (Ker (4))

AESP(A)

n— 3 dim(E\(4)) =0
— AESp(A) car Y dim(Ex(4)) <n
dim (Ker (A4)) =0 AESP(A)

<= A est diagonalisable et inversible

0 est valeur propre de M si, et seulement si, 0 est valeur propre de A
On en déduit que M est inversible si, et seulement si, A est inversible.

Autre méthode pour montrer que la diagonalisabilité de A entraine celle de M

0
xB = X? —tr (B)X + det (B) = X? — a est sindé a racines simples w et —w sur C.

<x1> € E,(B) < {@ - wn
€2 ary = wWro

T9 = WI1
<~

On commence par diagonaliser B = <2 1), a € C*.

ar, = w2x1

= 19 =wr carw’=a

Donc : E,(B) = (1
De méme E, (B

-1
DoncB:<1 1>><<w O)x(1 1) .
w o —w 0 —w w o —w

On intuite alors M = PAP~! avec P = (‘g f?)) et A = (%2 _09) avec ) € M, (C) telle

I
/N
Lo
~_

que Q2 = A.

A est diagonalisable donc il existe Q € GL,(C) tq A = QDiag(\, ..., \)Q L.
Pour tout i € [1;n] soit w; une racine de A;.

Soit Q = @Diag(wy, . ..,w,)Q@ ! de sorte que Q? = A.
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Q -0 Q)
PA‘_<Q2 QQ>__(A _A>'
up_ (@ -0

A A
De plus M est inversible :

I, —1, 1
P x < (; 7 ") = ( 6 (2) Q) : pensez & l'interprétation matricielle de ’opération élémentaire
- _

CQ — 02 — Cl.

En prenant le déterminant, det (P) = (—2)" det (2) # 0 car 2 comme A est inversible.
Donc M est semblable a A.

Mais A est diagonalisable :

s (1)

= (QDEQ_I —Ql;)iQ1> avec D; = Diag(w1,...,wp)

o) (0 ) (% &)
(3 8) (2 %)+ (5 0)

et finalement M est diagonalisable.

SRW

o0

10 Suites de matrices
Exercice 47

Soit A € M3(R) telle que A2 =415 et A # 4215.

1
Montrer que la suite (<I2 + A) ) converge.
n neN

CorrZection

A 1 .
5) = I5 donc iu A est une symétrie.

A # £215 donc cette symétrie est différente de +1d.

On en déduit qu'il existe P € GL2(R) telle que A = P (g _02> pPL

On peut également dire que X? —4 = (X — 2)(X 4+ 2) est un polynome annulateur scindé a
racines simples de A donc A est diagonalisable.

Le spectre de A est contenu dans I'ensemble des racines de X2 — 4 ie {—2;2}.

Comme on exclut les cas A = 2I,, et A = —2I,,, le spectre de A est égal & {—2;2} et on retrouve
Pexistence de P € GLy(R) telle que A = P (g _02) Pt
2
1 1+ — 0
L+-A=P n o | P71
" 0o 1-=
n
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2 n
1 n (1 + ) 0 e2 0
(12+A> =P n o\n | P! ——=P o | P!
n 0 <1 . ) n—+o0 0 e
n

Exercice 48 (Centrale 2006)

1 1
Soit A € M, (R) telle que A3 = A? + ZA - ZIn'
1. Mq : Vk € N J(ag, b, cx) € R3 tq AF = apl, + b A + ¢, A?

2. Montrer que klim AF existe et I’exprimer en fonction de I,,, A et A2
—+00

Correction
On montre par récurrence :
Vk e N AF = apl, + b A+ C}CA2

avec :
-1

a’k+1 = Tck ag =
Vk €N bk+1:ak+ick et { by =0
0

Chy1 = b + ¢ ¢ =0
-1
Ak+1 ak 0 ?
bpy1 | =B | bx | avec B = 10 =
4
Ck+1 Ck 01 1
ag a
VkeN | b, | =B | by
Ck €0

et il faut calculer les puissances de B.
On diagonalise B.

1 1 1 1
xB=X3-X?— ZX + 1= (X—-1) (X - 2) (X + 2) est scindé a racines simples donc B est
diagonalisable.
-1/4 1/2 -1/2 1 0 0
B =QDQ ! avec Q = 0 -3/2 —-1/2 |etD=]0 —-1/2 0
1 1 1 0 0 1/2
1 00
Dtk— 10 0 0
k——+o00
000
a 1 00 1 -1/3
et [bp | —— Q| 0 0 0 |Q'|[0] = 0
k—+o00 0
k 000 4/3
On peut aussi calculer la limite de cette fagon :
ag a
by | —— | b
k—4o00
Ck
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i1 ag a a
bpy1 | =B | bx | donne | b| =B|b

Cha1 Ck c c

a a —1/4
b | appartient & E;(B) donc il existe A € R tel que | b | = A 0

c c 1

De plus agy1 + bgy1 + cpr1 = ag + bg + ¢ donc :
1
ak—i-bk—i-ck:ao—l—bo—i-co:letalalimite)\(—4+1> =1

4 1 4
Donc)\:§,a:—§,b:0etc:§.

De toute fagon, on arrive a :

1 4
AF — = — A2,
k—+oo 3 ”+3

Exercice 49 (CCP 2024)

Pour A € M,,(C), on pose ||A]| = 112%an2::1 |la; ;| et p(A) = max(Sp(A)).

1. Soit 6 € R. Soit A — (é 1;,]). Caleuler ||A]| et p(A).
2. Montrer :
V(A4,B) € Mn(C)?, [|AB|| <[|All |B]|-
T
3. Soit A une valeur propre de A et X = | : | un vecteur propre associé.
Tp

Montrer que pour tout i € {1,...,n}, |[Az;| < Z |la; ja;].
j=1
En déduire que p(A) < ||A4]|.
4. Montrer :
VA € M, (C),Vk € N, p(AF) = p(A)*.

5. On suppose A diagonalisable. Montrer que A* T 0 si, et seulement si p(A) < 1.
—+00

Correction
1. e Norme ||A]| :

||A[| = max (Z |az‘,j|)

j=1

Pour la premiere ligne : [1| +[1+i| =1+ V12 +12 =1++/2
Pour la deuxieéme ligne : |0] + |¢%| = 1
Donc, ||A]| = max(1+ v/2,1) =1+ /2
e Spectre p(A) : Les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique
de A.

IS N S "
V)\E(CXA()\)—det< 0 /\_ew)—()\—l)()\—e)

Donc, les valeurs propres sont A\; = 1 et Ay = ¢/, Ainsi, p(A) = max(|1],|e*|) =1
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n

Vi € [1;n] Z|AB il =

Z a; kbg

Z
]:]_ : k=1
< ZZ |ai bk j| = ZZ|azkbk,J| > <|ai,k|2|bk7j|)
j=1k=1 k=1j=1 k=1 j=1
< Z (laikl 1B) =

??‘

< HB|| Al 1ndependant de 7

Donc [[AB]| < [[A[l||B]|.
3. Ona:AX = )\X. .
Donc pour tout i € {1,...,n}, Az; = Zammj.

n n
Donc pour tout i € {1,...,n},|Az;| = Zai,jxj < Z las jl|x;].

On prend alors i tel que |z;| = 1Igja<xn(|x]|) = || X

n n
N IX oo <D i 11X oo = 1X 1o D_ lai gl < X [14]

j=1 j=1
X est un vecteur propre donc X et non nul et || X > 0 donc :
Al [JA]l

Comme c’est vrai pour toute valeur propre de A :

p(A) <||A]]

4. A € M,(C) donc A est trigonalisable : il existe P inversible telle que P~'AP = T est
une matrice triangulaire supérieure.
Les valeurs propres de A, comptées avec leurs multiplicités, sont les nombres ¢1 1, ..., tyn.
A= PTP~! donc A* = PT’“P Let A* est semblable & T*. A* a donc les mémes Valeurs
propres que T% qui se lisent directement sur sa diagonale.
Les valeurs propres de AF, comptées avec leurs multiplicités, sont donc les nombres
oy, th .
La fonction x ~ z* étant croissante sur R, p(A%) = p(A)~.

5. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P telle que A = PDP~!
D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.
On a alors A¥ = (PDP~1)* = PD*P~! ou les éléments diagonaux de D¥ sont les
puissances des valeurs propres de D donc de A.
Si p(A) < 1, alors toutes les valeurs propres de A ont un module strictement inférieur a
1. Donc tous les coefficients de la matrice diagonale D* tendent vers 0.
On en déduit D¥ ——— 0 ce qui implique que A¥ ——— 0.

k——+oco k——+oco
Inversement si AF ——— 0 :
k—+oo
Vk € N p(A)F = p(AF) < HA’“‘ 50
k—+o00

On en déduit p(A)* ﬁ 0 et donc p(A) < 1 (et on pourra remarquer qu’on n’a pas
—+00

besoin de supposer A diagonalisable dans ce sens).
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Exercice 50 (Ens 2024)

. (0 1
SmtA—(l 0).

T N
Déterminer pour T'€ R, M(T) = lim (Ig + NA> )

N—+o00
Correction
1 1 1 0
_ —1 _ _
A=PDP " avec P = (1 _1> et D= (0 _1>
T N . T . N
VN eN* (I, 4+ —A = | PIL,P™ —PDP~
€ ( 2+ N ) ( 2 + N )
T 3 N
- (r(a o))
(1 + T)N 0
T \V N
— P(12+ND> pt=p N TAN p!
0 1—-—
(1-%)
T\Y T\V
Classiquement, <1 + ) —— el et <1 — ) ——— e T donc :
N N—+o00 N N—4oo
M(T)=P et 0 ) p
- 0 e T
1/1 1
-1 _ *
P 2 (1 —1)
T T -T
e 0 e e
P(O e_T>_ el —e T

1 (el 4+ e T o — T
et — e

M(T) = 2( T T T4 oT)| = <sh(T) ch(T')

Exercice 51 (Centrale 2024)
Soit A € M,,(R) diagonalisable.
Soient A1,..., A, les valeurs propres de A comptées sans leurs multiplicités.
On suppose que A¥ ——— L € M, (R).
k—4o00
1. Montrer que la famille (I, A, ..., AP~1) est libre.
2. Montrer que pour tout k € N, il existe P, € R,_1[X] tel que A% = P,(A).
3. Montrer qu’il existe P € R,_1[X] tel que L = P(A).

4. 4 autres questions

Correction
p—1 .
1. Soit (ag,...,ap—1) € RP tel que Z a; A" = 0.
i=0
p—1 ' Z
Le polynéme P = Z a; X" annule A donc le spectre de A est contenu dans I’ensemble
i=0

des racines de P.
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P a donc au moins p racines deux a deux distinctes tout en étant de degré inférieur ou
égal a p — 1.
P est donc le polynéme nul et tous ses coefficients sont nuls : ag = --- = a,—1 = 0.

P
2. D’apres le cours, le polynéme @ = H(X — ;) annule A.

=1
Soit k € N.

On effectue la division euclidienne de X* par @ :
1l existe Ry € R[X] et Py € Ry_1[X] tels que X* = QRy, + Py
AF = Q(A)Ry(A) + Pr(A) = Pi(A)

3. On complete la famille (I, A, ..., AP~!) en une base (I,,, 4, ..., AP~ My, ..
M, (R).
Les coordonnées de L sont les limites des coordonnées des matrices A*.
Comme les n? — p derniéres coordonnées de ces matrices sont toutes nulles, il en est de
méme pour la matrice L.

My, de

Exercice 52 (Ens 2025)
Soit (zp,)n>1 une suite de réels telle que

ngr—&r—loo(élxn +2x,-1 + l’n72) =7
Montrer que

lim z,=1
n—-+o0o

Correction

Pour tout n > 1, on pose y, = x, — 1.

Vn > 3 4y, + 2Yn—1 + Yn—2 = 4xy + 225 1 + Tp_o — 7 —+> 0 et il s’agit de prouver que
n—-+0oo

Yp — 0
n—-+00

La solution générale de 4u,, + 2u,—1 + up—2 = 0 est de la forme u,, = Cir] + Caory mais on ne
peut pas faire comme pour une relation de récurrence a 1 pas et s’inspirer de la méthode de la
variation des deux constantes pour les équations différentielles qui n’est pas au programme.
e Premiéere méthode
, RN — RN
Soit u
(Un)nen+ = (Unt1)nen
Soit P =4X?+2X + 1.

On suppose que la suite P(u) ((yn)nen+) converge vers 0 et on veut montrer que la suite

(Yn)nen+ converge vers 0.
—1+iV3 —1-iV3
Les racines de P sont r| = —Zl\f et ry = 42\f done P = 4(X — 1) (X — o) et
la suite
4(u — rid) ((u — r2id)(y)) converge vers 0.

En d’autres termes si on pose @, = Ypt1 — T2y, alors :

1 1
An+1 = TG = Yn+2 — (I + 72)Ynt1 + 7172Yn = Yn+2 + SYnt1 + S Yn
2 4 n—s+00
On va montrer que (a,) converge vers 0 puis que (y,) converge vers 0.
On a donc :
Vn>1ap41 —rian = €n

avec €, — 0.
n—-+o0o
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Les suites vérifiant z,11 — r1z, = 0 sont les suites géométriques de raison 71 ie les suites
définies par x,, = Cr{

On pose donc pour tout n € N*, C,, = r{ "a,, (penser a la variation de la constante)

On a donc :

Vn >1 Cn+1r1 — Cnr?'H €n

On en déduit :

Vn>1Chpp —Cp=r{"" Le,

On en déduit :

n—1
an2Cn:Z(Ck+1_Ck)+CI C1+Z7"_k 1
k=1
puis :
n—1

Vn>2an—017“1+27’n k= lk

n—1
n—k—1
Cir? n—+——> 0 donc il s’agit de prouver kz:l T €k m 0
Soit € > 0.
dng >2tqVn >ng lep] <€ (car lim €, =0)
n—-+00
n—1 n—1 .
Vn>ng |3 " e < Z "5 e
k=1
< ZIT " e + Z (ST
k=nop+1
no n—ng—2
< Y T el e Yo e
k=1 =0
no —n+ng+1
—k— —na—2 |T1 -1
< ’7“1’”2\7”1| k 1|6k’+6’7“1’n no 2‘ ‘ —
k—1 |T‘1| —1
no . €
< MY Il T el + ——
= =
no k
n —k—1 .
|71 kz_:l |71 x| m 0 donc :
= .
Ing > ng tq VYn > ng |r|" Z e | 7" er] < e
k=1
Donc :
= k41 2—|r|
Vn > ng ZQ + "y SeliH
= - T]‘

Donc a,, = - — 0
n Yn+1 2Un s

Dans le raisonnement précédent, on a seulement utilisé |r;| < 1. Or |r3| < 1 donc yy, — 0
n

e Deuxiéme méthode

1 1
Onpose Y,, = <yz+1> desorte que Yy, 41 = AY,,+Z,avecA=| 2 4 |etZ,= (%L)
n 1 0

1
avec o = o (4Yn+2 + 2Ynt1 + yn) ——— 0
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1 1
XA =X?—tr(A)X +det(A) = X2 + §X + 1= (X —7r1)(X — re9) est scindé a racines

simples sur C donc A est diagonalisable et :
P € GLy(C) tq A= PDP ! avec D = <T1 O)

0 o
On a:
Yn—l—l = PDP?lYn + Zn
Donc P~'Y, 41 = DP~'Y, + P7'Z,

Un n
avec s, et t, ——— 0.
n—-+oo

On en déduit comme dans la premiere méthode : u,, et v, —T—> 0.
n—-—+00

. u s
Si on note P~1Y,, = ( ") et P17, = <t”>, On a Upi1 — Ty = Sp €6 Vyy1 — Tov, =ty

Donc P7'Y,, —— 0.
n—-+00

Donc Y,, = PPY,, —— 0.
n—-+o0o

En particulier y, — 0.
n—-+0oo

11 Sous-espaces stables

Exercice 53 (Centrale 2015)

1 2 0
Soit A=|-3 —4 —6
2 2 5

Déterminer les sous-espaces vectoriels de R? stables par ’endomorphisme canoniquement associé
a A.

Correction
A—1 =2 0
YAeR xa(N) = 3 A+4 6
-2 -2 A=5
_ A+4 6 3 6
= O=D 5 25 T2 )\—5‘

_ (A—l)()\Z—/\—S)+2(3)\—3):(/\—1)(/\2—)\—8+6>
= (- (M-a-2)

Donc x4 = (X — 1)(X 4+ 1)(X — 2) est scindé a racines simples sur R et A est diagonalisable
dans M3(R).

D’aprés le cours, si F est un sous-espace R non réduit & {0} et stable par u alors I’endomor-
phisme de F' induit par v est diagonalisable.

Par conséquent, F' posséde une base formée de vecteurs propres de u. F' est la somme directe des
droites engendrées par les vecteurs d’une de ses bases donc F' est la somme directe d’un certain
nombre de droites stables par w.

Réciproquement, une somme de sous-espaces stables étant un sous-espace stable, si F' est la
somme directe de droites stables alors F' est stable.
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Mais x4 est scindé a racines simples donc A a trois sous-espaces propres, tous les trois de di-
mension 1.

Chaque sous-espace propre est donc une droite stable et il ne peut y en avoir d’autres.

F a donc 23 = 8 sous-espace stable : {0}, E, ses trois sous-espaces propres et les trois plans
obtenus en sommant 2 sous-espaces propres.

On peut expliciter les sous-espaces propres de A :

x 2y=0
X=|y|€Ei(d) <= (-3x-5y—62=0
z 2r + 2y + 4z
=0
<~ 4
{a:+2z=0
-2
Donc E1(A)=R | 0
1
X=|y|€E(A) < (-32—-6y—62=0
z 2z 4+ 2y + 3z
T =2y
<= —12y — 62 =0
6y +32=0
=2
g o 4
z= =2y
2
Donc Ep(A) =R | 1
-2
T 2042y =0
X=|y|l€E 1(Ad) <= {-32—-3y—62=0
z 2x + 2y + 62
— {y:_m
z=0
1
Donc E_;(A)=R | -1
0

Exercice 54 (Centrale 2016)

2 -1 0
Soient A= |0 1 0] et ul’endomorphisme de R? qui lui est canoniquement associé.
1 -1 1

Soit F' = {(z,y,2) € R tq x + 2y — 2 = 0}.
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1. I est-il stable par u?
Trouver un supplémentaire de F' stable par u.
Y a-t-il unicité ?

2. Soit F un espace vectoriel de dimension n.
Soit u un endomorphisme de E ayant n valeurs propres distinctes.
Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par u.
Trouver un supplémentaire de F' stable par u.
Y a-t-il unicité ?

Correction

1. Soit (x,y,2) € F.
Son image par u est (X,Y,Z) avec X =2z —y, Y =yet Z =2 —y+ 2.
X+2Y—-Z=2+4+2y—2=0donc (X,Y,Z) € F.
F' est stable par u.
Les supplémentaires de F' sont les droites de R3 non incluses dans F.
Les droites stables par u sont les droites dirigées par un vecteur propre de u.
Les valeurs propres de w sont 1,1, 2.
Les sous-espaces propres de u sont :
1
Ey(u)=R |0
1
C’est une droite incluse dans F.
E;(u) est le plan d’équation = = y.

0
La droite engendrée par | 0 | convient.

1

0
(On peut d’ailleurs voir directement sur la matrice que | 0 | est propre ce qui permet de
1

conclure plus rapidement.)

1
La droite engendrée par | 1 | convient aussi, il n’y a pas unicité.

0

2. Soit p la dimension de F.

Soit (e1,...,ep) une base de F.
Soit (€1, ..., €y) une base de E formée de vecteurs propres de u.
D’apres le théoreme de la base incompléte, on peut choisir des vecteurs de (e1,...,€,)
pour compléter (eq,...,e,) en une base de FE.
Quitte & réindexer, on peut supposer que (€1, ..., €p, €pt1,--.,€n) €st une base de E.
Vect(epti,...,€p) convient.
Cette méthode ne donne pas 'unicité mais donne l’existence sans supposer que F' est
stable.
Soit A1,..., A, les valeurs propres de u (elles sont deux a deux distinctes par hypo-
these).
Pour tout i € [[1;n], soit e; un vecteur propre de u associé & la valeur propre \;.
(e1,...,€e,) est une base de E : une famille de vecteurs propres associés a des valeurs

propres deux a deux distinctes est libre et ici elle a le bon cardinal.
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Soit v 'endomorphisme de F' induit par u.

u est diagonalisable donc v est diagonalisable.

Le spectre de v est inclus dans celui de u.

Les sous-espaces propres de v, qui sont inclus dans ceux de u, sont de dimension 1.

Quitte a réindexer, on peut donc supposer que Sp(v) = {A1;...; A, } ol p est la dimension
de F.

Les e; pour ¢ compris entre 1 et p sont alors dans F et (eg,...,ep) est une base de F.
Vect(ept1, ..., €n) est un supplémentaire de F' stable par .

C’est le seul, car si G est un supplémentaire de F' stable par u, il est engendré comme
F par certains des vecteurs e; (& cause de sa stabilité). G étant un supplémentaire de F,
cela ne peut étre que par epi1,...,en.
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