PC Balzac 2023-24

Devoir surveillé de mathématiques n°4 — Corrigé

SUJET 1

Probléme 1 : Etude du minimum et du maximum d’une
suite de variables aléatoires uniformes indépendantes (D'apres

1.

4.

E3A Math 1 PC 2018)

Soit k,n € N*, i € [1,n].

La fonction z +— z* est croissante sur [i,4 + 1] donc Vz € [i,i + 1], 2% > i*. Par croissance

i+1 i+1
de l'intégrale, / hde > / i*dz = i*. En sommant 'inégalité de i = 1 & n, on a
i i

i+1

S k ~
zdx > 7",
n+1
Par la relation de Chasles, Si(n) < / zFdr.
1

n
En raisonnant de méme sur [ — 1,4], on obtient / zFdz < S(n).
0

—1 —0
—
nk+t (n+ 1)L -1 1 Se(n) _ ((n+1)/n)F1 —1/nkt!
d < < . pui < <
Onadone ;== < Sy(n) k+ 1 P T Skt k+ 1
o , 1 1
Par le théoréme d’encadrement, WSk(n) i el
N n o n n k n
D PXZi) =3 Y P(X=k)=> Y P(X=k)= ) kP(X = k).
i=1 i=1 k=i k=1i=1 k=1
N
On a bien | Y P(X >1i) = E(X).
i=1
X suit la loi uniforme sur 1, N].
N+1
On sait donc que | E(X;) = T+
N 2 Sy(N N+1)2N+1
Par le théoreme du transfert, £(X?) = > =5l ) E(X?) = (V+ 12N + )
=N N 6
N+1)2N+1 N +1)?
Par la formule de Kénig-Huygens, V(X)) = E(X?)—E(X,)? = (V+ )é +1)_( 1_ )
_NAL2N4L Ntl) N+1AN+2-3N -3 N+IN-1f 0 N1
o2 3 2 2 6 S22 6 YT 12

(a) Par exemple :

def SIMULX():
L=[]
for i in range (100):
L.append(random.randint (1,10))
return L
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ou :

def SIMULX():
return [random.randint(1,10) for i in range (100)]

Par exemple :

def REALIV():
X=SIMULX ()
L=[]
max=0
for i in range (100):
if X[il>max:
max=X[1i]
L.append (max)
return L

ou :

def REALIV():
X=SIMULX ()
return [max(X[:i+1]) for i in range (100)]

Soit i € [1,N]. (Ux = i) = (min(Xy,..., Xy) =1i) = () (Xi = 1).

j=1k
(En effet, si toutes les variables sont supérieures a i, la plus petite d’entre elles est
> 1. Et réciproquement, si la plus petite est > i, les autres étant plus grandes, elles
sont toutes = 1i).

Par indépendance des tirages,

. k . k N . k N 1 kN —i+1

PUczi) =1 PXp2)) =TI X P(Xo=j) =TI X =1l —F—
j=1 j=1 =i =N = N

Jj=1y7 J

On a bien | P(Uy, > i) = (

N-z‘+1)’“

On a Vk € [1,N — 1], Vi1 = Vi avec les Vj a valeurs dans [1, 10]. Ainsi, dés que
Vi, = 10, on a Vi, = 10 pour tout k > k.

k
Deplus, P(V, =10) = 1-P(V;, <9) =1-P(X; <9IN..NXx <9) =1-]] P(X; <9)

par indépendance.

9
Donc P(V, = 10) = 1 — (1—0)’C qui tend vers 1 avec une vitesse de convergence

exponentielle, il est donc normal qu’on atteigne rapidement 10 et que les simulations
se terminent par un grand nombre de 10.

Uy, est & valeurs dans [1, N]. Grace a la formule démontrée a la question [2

N N N—i+1\" 1 X 1 X
E =>» P >1) = —_— = — N—i+1F = — ik
U= S P =2 (T ) =@ S it e

Sk(N)
E(Uy) = NE
k+1
D’apreés la question , Sk(N) N E T On en déduit que | E(Uy) N T
Les variables (X7,...,Xy) sont indépendantes. Par le lemme des coalitions, les

variables (N +1 — Xj,..., N + 1 — Xy) sont indépendantes.
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Soit k € [1, N]. Xx(Q) = [1, N]. Comme Y;i(Q) = {N +1 — k,k € Xx(Q)}, on a

également Y;(Q2) = [1, N]. Pour tout j € [1, N, P(Yx = j)

1
=P(X. =N+1-—7)=—. Ainsi
( Xk + 7) I insi,

€[1,N]

= P(N +1—X; =)

les variables (Y7, ...

,Yy) sont indépendantes et de méme loi : la loi uniforme sur 1, NJ.

Vi = max(Xy,. ..

=N+1—min(N+1-Xy,...
On note Z; = min(Y7, ...,
et de méme loi que les variables aléatoires X, ...,

Uk.

,Xk> = —min(—Xl, cey —Xk)
,N+1—X,)=N+1—min(Yy,...
Y)). Les variables aléatoires Y71, .. .,

Par linéarite, | E(Vj,) =

N+1-E(Z) =

N +1— E(Uy).

Par la formule V(aX + b) = a*V(X), |V(V},) =V (Zy) =

7Yk)

Y}, sont indépendantes
X}, donc Z, suit la méme loi que

V(Uy).

UQ + ‘/2 = min(Xl, XQ) + maX(Xl, XQ)

=X+ Xo.

UQ‘/Q = Hlil’l(Xl, Xg) II]&X(Xl,X2> = X1X2.

V(U + Vo) = V(X1 + Xo) = V(Xy) + V(Xy)

N? —

V(Uy+ Va) = 6

1

E(UyVs) = E(X1X5)

On sait que V(Us) = V(V3) d’aprés la question [6bfet V(U + V5) =

question précédente.

Or V(Uy+Va) = V(Us)+V (Va)+2 cov(Us, Vo) d’ot 2V (Us)

= E(X;1)E(Xs) par indépendance, donc

par indépendance de X; et X5 donc

E(U2V2) =

4

(N+1)2.

2

par la

= V(Uy+Vs)—2 cov(Us, V2)

N?2—1 (N?-1)? 3N% — (N? —1) (N2 —1)(2N? + 1)
= — = (N? — 1 = i
6 e ( IESTIE 18N? P
B _(N?—=1)(2N%+1)
( _ COV<U27 ‘/2) _ COV(U27 ‘/2)
T o(Ue(V) — V()
. N2 _1
dott| p2(N) = 537
D'apres la question précédente, po(N)  ~ e = L done | po(N) —— -
apres la question precédente, pp(N) W ~ o =5 donc | py s 3
L’énoncé n'est pas clair sur la définition de N. On suppose que X (2) C [[1, N].
N N N
32— DPIX > 1) = 32— )X PX = b
i=1 i=1
N N k N ko
:;I;(%—l)P( k) = ];;(27,—1) (X:k):kz_:lP(X:k);(Qz—l)

_ S P(X = @S (R) k) = 3 P(X =

k=1

ar_l formule du transfert.

k=1

On a bien | E(X?) =

N

2.

i=1

(2i — 1)P(X > i).
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N N—i+1\"
(b) D’aprés la question précédente, E(U?) = > (2i—1)P(Uy = i) = >_(2i—1) (TZ+>
i=1 i=1

d’aprés la question [5a

1 X 1 X
2y _ . o k _ T o -k
donc E(Uf) = N 1:1(22 I)(N—i+1) N N ];(2(N+ 1—j)—1)5
1 Xk ke
= yrl@N+1) > 57 =25, 57
j=1 7j=1
2N + 1)Si(N) — 25k 11 (N
) — Bt 5 250, (K)
(¢) Par la formule de Konig-Huygens,
2N +1)Si(N) — 28541 (N) [ Sk(N)?
V(U = B(U?) - B(U) = & ) ’“(N,z kil )—( ’;@k )> .
k+1 Nk+1
: : N _ k+1
(d) On sait par la questlonque Sk(N) N BT donc Si(N) N F 1 +o(N**)
e k+1 e k2 e k+1Y)2
2N +1 N -2 N N
o vy VUG o)~ 2 oM (o)
A N oo NF Nk
ON?  2N? N2 20k + 1)k +2) — 2(k + 1) — (k +2)
— . . N2 — N2 N2
k+1 k+2 (k:+1)2+0( ) (k+1)2(k+2) Fo(N)
_ k 2 2
Sy T
k

2

done | V{(Ue) > G2

Probléme 2 : Etude d’une famille de fonctions (D’aprés CCP
PC 2015)

1. (a) Soit n € N*. f,, est dérivable sur R, par produit de fonctions dérivables et
1 n b e L
Vie Ry, fl(t) = a(—e b 4+ etnt" ) = e tn=l(n —t)
Ainsi, f,, est croissante sur [0,n] et décroissante sur [n, +o00].

On en déduit que | f,, posséde un maximum, atteint en n, qui vaut f,(n) = - ln
n!
—N N ]_
(b) D’aprés la formule de Stirling, f,,(n) ~ ‘ nn w =
Nor (_) 2mn
e

L
n—>,\—/|—oo o2 nt/2’
(©) [lfn = flloo = sup [fu(t) = F(O)] = sup fu(t) (car fn =0 et f=0)

teRL teR4
. 1 1
donc £, = fll = fuln) puis Ify = Fll 1z =gy b 0.

Donc | (fn)nen converge uniformément vers f sur R, .

On a bien| f,(n)
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2. (a) Soit z € R. La fonction ¢t — e~ 't* est continue (par morceaux) sur |0, +0o0.

1
et Kadt t* > 0. Or, par le critére de Riemann, / t*dt converge si et seulement si
_>.
0

1
x > —1. Ainsi, par équivalence, / e 't"dt converge si et seulement si z > —1.
0

: 1 :
t2e~* ——— 0 par croissances comparées donc e 't* = o[ — |. La fonction
t—400 t—+00 t2

1 Hoo
t— o est intégrable sur [1, +00[. Par domination, / e 't"dt converge pour tout
1
réel x.

“+o0o
En conclusion, l'intégrale / e 't"dt est convergente si et seulement si z > —1
0

D =] —1,400|

+oo
(b) Soit n € N. n € D donc I'intégrale / e~ 't"dt converge. Par multiplication par la
0

1 oo
constante —, |I'intégrale fn(t)dt est convergente.
n! 0

+oo
(¢) On pose, pour tout n € N, I,, = / fa(t)dt.
+o0 ‘
Iy = / eldt = [—e ™ = 1.
0

1 oo
Soit n € N, [n—i-l = m/ tn+1€_tdt
+JO

Les fonctions u : ¢t — "' et v : ¢ +— —e! sont de classe C' sur [0, +oo|. Le
produit u x v admet des limites finies en 0 (par continuité) et en +o0o (limite nulle
par croissances comparées). I, 1 étant convergente, on peut appliquer le théoréme
d’intégration par parties :

t

B 1 n+1 . —t /+oo n_ —t . n+1 /+Oon—t
Iniq (n+1)!<[ t"tle ] i (—(n+ 1)t"e™")dt) En t"e~'dt
1 [T
= — / te~tdt = I,,.
n! Jo
+oo
La suite (I,,) est donc constante. On a Iy = 1 donc |Vn € N, fa(t)dt = 1.
0

“+o00

+oo x
3. (a) Soit x € Ry,n € N. Par larelation de Chasles, fa(t)dt = / fo(t)dt+ fa(t)dt.
0

0 T

+oo
On a vu a la question précédente que / fa(t)dt = 1.
0

On obtient bien la relation demandée : | H,(x) =1 — / fo(t)dt
0

(b) La fonction f, est continue sur R,. Par le théoréme fondamental de l’analyse,
H, est de classe C! sur Ry et Vo € Ry, H) (z) = — fu(x).

Y Y
(c) Soit n € N. hII(l)(Hn(I)) = lim —'/ e 't"dt = — e 't"dt
T— -

z—0 n! n! 0

donc | lim(H,(x)) =1

z—0
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T 400
lim (H,(x))= lim 1 —/0 fa®)dt =1— fn(t)dt donc| lim (H,(x))=0.

T—r-+00 T—r—+00 0 T—+00

(d) Soit x € Ry
Les fonctions f,, sont continues sur [0, x] et convergent uniformément sur [0, z] vers
f. Par interversion limite-intégrale sur un segment :

lim (Hp(z)) = 1—ngr+noo/0 fa(t)dt = 1—/0 nl_i)rfoofn(t)dt = 1—/0 f(t)dt = 1—/0 0dt

n——+0oo

donc| lim (H,(z))=1.

n—-+o0o

4. (a) On a vu a la question [lal que f,, posséde un maximum atteint en n. On peut ainsi
identifier sur la figure 1 que ‘ f1 est représentée par €, et f5 par €. ‘

(b) On peut voir que les fonctions f,, tendent vers la fonction nulle, que les maximums
des fonctions sont décroissants, que l’aire sous chacune des courbes vaut 1 (si on a de
bons yeux. . .)

5. (a) Soit t € R,. Par convergence de la série exponentielle sur R, on obtient que > f,(t)
+oo ¢n

+oo
converge et que > fu(t) =e "> — = e tel = 1.
n=0 n=0 T

Ainsi, |la série de fonctions > f,, converge simplement sur R, | et sa somme est la

fonction constante égale a 1.

(b) Soit a € R,. Soit t € [0,a], n € N. On a e~* < 1 par décroissance, et t" < a™ par

croissance sur R .
n n

.. a a
Ainsi, 0 < f,(t) < ok Dong, sur [0,al, || fnlleo < prl
an
On sait que )| — converge (par convergence de la série exponentielle sur R) donc,
n

par majoration, > ||fn|le converge.

La série de fonctions ) f,, converge normalement sur le segment [0, al.

(c) Soit n € N. La fonction étant positive sur Ry, || fn]loo = max fn = fa(n) d’apres la
+

question [Ta]
1 1 1 1

D’apres la question|1b} || f,||cc ~ —==—-5 > 0. Par le critére de Riemann, —_—
p q Hf H o /2 7; 5 /2
diverge, donc > || f,.||c diverge par équivalence.

La série de fonctions ) f,, ne converge pas normalement sur R,

Probléme 3 : Un jeu de société

Partie I - Préliminaires
1.1 - Modélisation

Q6. X, représente le n-iéme entier généré aléatoirement par 'ordinateur, et donc le nombre de
cases dont le pion est avancé au n-iéme tour de jeu. S, représente alors le numéro de la
case atteinte par le pion a l'issue du n-iéme tour de jeu.

Q7. T représente le nombre de tours de jeu qu’il a fallu pour que le pion atteigne ou dépasse
la case numérotée A (ou 0 si cette case n'est jamais atteinte).
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1.2 - Calcul de la somme d’une série entiére

Q8. | f est de classe C* sur | — 1, 1[ | en tant que fonction rationnelle dont le dénominateur ne

s’annule pas.
Pour tout z €] — 1,1[, fO(z) = 1 — o )
T l—z (1—a)0!
Soit p € N. On suppose que Vo €] —1,1[, [P (z) = #. Alors, pour tout z €] —1,1],

wiy — @+t (p+1)!
f ( ) (1 _ x)p+2 (1 . x)PJr?

On a montré par récurrence que |Vp € N,Vo €] — 1,1[, f®P)(z) = -

Q9. Soit pe N, x #0,n > p.
(nzl)xn+1 _ (n+1D)lpl(n —p)!|x| B
(Z)a:" nlp!l(n+1 —p)!

D’aprés la régle de d’Alembert, la série entiére converge si |x| < 1 et diverge si |z| > 1.

n+1 n
— x|~ —fz] —— z].
n-+1 D n——4o0o N n—-+00

Ainsi, [son rayon de convergence est égal a 1. ‘

Q10. Soit p € N.
On aVz €] —1,1], f(x)

1 T
——l_x—nzzox.

Par dérivation terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence, on a :

+o0o
Vo €] — L1, f?(z) = —2 -

n!

7T

P
En multipliant par - des deux cotés de I'égalité, on obtient le résultat attendu :
p!

oo n n x
Vwe}—l,l[, ::p<p>$ :(1_30%.

Partie II - Etude d’un premier cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que M = 2.

I1.1 - Loi des variables aléatoires S, et T’

Q11. Puisque M = 2, X, ~ U([0,1]) = B(%).

Ainsi, S,, est la somme de n variables indépendantes de Bernoulli de méme parameétre 1/2.

donc | S,, suit une loi binomiale de parameétres n et 1/2.

Q12. Puisque le pion peut avancer d’une case au maximum par tour, il faut au moins A tours
pour atteindre la case A. On inclut la possibilité que A ne soit pas atteinte (7" = 0).

On a donc |T(Q2) = {0} U [A, +oo].
Q13. Soit k > A.

Pour avoir (7' = k), on doit atteindre la case A pour la premiére fois au k-iéme tour.
Puisqu’on avance le pion de 0 ou 1 case par tour, cela signifie que le pion était en A — 1 a
la fin du tour k£ — 1 puis qu’il a avancé d’une case.

Onadonc|(T=k)=(Sk1=A—-1)N (X =1).
Par indépendance des tirages, P(T' = k) = P(Sy-1 = A —1)P(X; = 1).
Or Sp_1 ~ B(k—1,1/2) et X} ~ B(1/2) d’ou
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1 [N o o k—1 1
_xﬁ,dou P(T—k)—(A_l)Q—k.

+o0
Q14. Puisque T(Q) = {0} U[A, +oo[, on a donc P(T'=0)=1— > P(T =k).
k=A

o0 to /L1 +oo k 1 = k

h=A h=A kA 2220

1
Puisque A — 1 € Net 3 €] — 1, 1], on peut utiliser le résultat de la question |Q10.

k§1<Aﬁ1>%=%zz

1
don | P(T=0)=1~5x2=0

I1.2 - Espérance de la variable aléatoire T
b1y, T
Q15. > P(T'=k)z* = (A_ll)(g)k-
k>A k>A
D’aprés la question 77, cette série converge si |2/2] < 1 et diverge si |z/2]| > 1. Ainsi,

Soit = €] — 2,2[. Comme a la question précédente

+o00
GT(gc):E > (Alil)(ﬁ)k, et puisque A — 1 ENetge]—l,l[, on a par la

L ey 2
question
2)471 2

2(1—z/2)A G —2/2
don Ve €] 2,2, Gr(z) = (55)".
Q16. Puisque Ry > 1, T' admet une espérance et E(T) = G'(1).

, s \A-12—T+x
Or Vo €] - 2,2[, G7(r) = A (ﬂ) (2 — )2

donc | E(T) = 2A|.

Partie III - Etude d’un second cas
III. 1 - Calcul de la probabilité P (S, < k)

Q17. Soit n € N*,
Puisque X,,+1(Q) = [0, M — 1], (Xp41=0),...,(Xnt1 = M — 1)) est bien un systéme
complet d’événements.
Soit k € [0, A —1]

M-1

Par la formule des probabilités totales, P (S,11 < k) = > P(Sn11 <k, X, =0).
(=0

Or (Sn+1 Sk, Xy = g) = (Sn+1 —Xop1 <k—0, X1 = 5) = (Sn <k—0, X000 = 5)-

Les variables S, et X1 étant indépendantes, on a :

M-1 M—1
P(Spp1<k)= > PSS <k—0X,1=0)= > P(S,<k—0P(X,11=1).
=0 =0

1
Puisque X, 41 ~U([0, M — 1], P(X,1 =¥) = % d’ou

P(Su1 <k) =4 S0 P(Sn <k —10).
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Q18. Pour tout n € N*, on note H, : * Vk € [0,A —1], P(Sn<k:):L<n+k) v

M n
Sy = X1 ~Upo,nm-1j
k ko1
Soit k € [[O,A—l]].P(Sngk):ZP(Sn:i):ZM (cari<k<A—-1<M-1)
i=0 i=0
E+1 1 (k+1)! 1
done P(S0 <) = = = 570 ~ap
Soit n € N*, on suppose H,,.
Soit k € [0, A —1].
Par la question précédente, P (S,11 < k) = Z];:o P(S,<k—-1).

Par hypothese de récurrence, P (S,11 < k) = 7 Zl;:o I ( ntk—£{ ) = s Z?:o ( ntk—¢ )

n n

(1) don H,.

Par I'indication de 1’énoncé,

p(snﬂgk):ﬁ(njtwrk

n+1 ).dOUHn+1.

On a bien montré par récurrence que | Vn € N*,Vk € [0, A — 1], P (S, <k) = == ( ntk >

I11.2 - Espérance de la variable aléatoire T’

Q19. Soit n € N.

Si (T > n), la case A est dépassée ou atteinte strictement aprés le n-iéme tour, donc
le pion n’a pas encore atteint A au rang n, donc I'événement (S, < A) est réalisé. La

réciproque est également vraie, donc | (T' > n) = (S, < A)
Ainsi, Y P(Z >n)= >, P(S, < A).

n=0 n=0

E(T)ZiP(SngA—l):Jio#(nntA—l)

n=0 n
o0 n+A—1 n "
SE (AT e @ = (1))
n=0
+o0 1
— n:%:_ (A:)W‘ La série converge car 1/M €] —1,1].
_MA 1 (1/M)A_1 _ MA

(I=1/M)4 (M =14
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