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Programme de colles – Semaine 17 – du 09/02 au 13/02

Endomorphismes des espaces euclidiens

— Isométrie vectorielle Définition par la conservation de la norme. Caractérisations
par la conservation du produit scalaire et par l’image d’une base orthonormée.
Exemple des symétries orthogonales, cas particulier des réflexions. Stabilité de
l’orthogonal d’un sous-espace stable. Groupe orthogonal.

— Matrice orthogonale. Interprétation en termes de colonnes et de lignes. Carac-
térisation comme matrice de changement de base orthonormée. Caractérisation
d’une isométrie vectorielle à l’aide de sa matrice dans une base orthonormée.
Groupe orthogonal. Déterminant d’une matrice orthogonale. Groupe spécial
orthogonal. Orientation. Bases orthonormées directes.

— Description des matrices de O2(R), de SO2(R). Commutativité de SO2(R).
Rotation vectorielle d’un plan euclidien orienté. Classification des isométries
vectorielles d’un plan euclidien.

— Endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien. Caractérisation des projec-
teurs orthogonaux. Caractérisation d’un endomorphisme autoadjoint à l’aide
de sa matrice dans une base orthonormée. Théorème spectral (admis). Forme
matricielle du théorème spectral. Endomorphisme autoadjoint positif, défini
positif. Caractérisation spectrale. Matrice symétrique positive, définie positive.
Caractérisation spectrale.

Espaces vectoriels normés

— Normes
— Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe. Espace vectoriel normé.

Distance associée à une norme.
— Normes usuelles ∥ ∥1, ∥ ∥2 et ∥ ∥∞ sur Kn. Norme associée à un produit

scalaire sur un espace préhilbertien réel. Norme ∥ ∥∞ sur un espace de
fonctions bornées à valeurs dans K.

— Boule ouverte, boule fermée, sphère.
— Partie convexe. Convexité des boules.
— Partie bornée, suite bornée, fonction bornée.

— Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé
— Convergence et divergence d’une suite. Unicité de la limite. Opérations sur

les limites. Une suite convergente est bornée. Toute suite extraite d’une
suite convergente est convergente.

— Comparaison des normes
— Normes équivalentes. Invariance du caractère borné, de la convergence

d’une suite.
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— Utilisation de suites pour montrer que deux normes ne sont pas équiva-
lentes.

— Topologie d’un espace vectoriel normé
— Point intérieur à une partie. Ouvert d’un espace normé. Une boule ouverte

est un ouvert. Stabilité par réunion quelconque, par intersection finie.
— Fermé d’un espace normé. Caractérisation séquentielle. Une boule fermée,

une sphère, sont des fermés. Stabilité par réunion finie, par intersection
quelconque.

— Point adhérent à une partie, adhérence. Caractérisation séquentielle.
— Partie dense.

2 / 2


