PC Balzac 2023-24

Devoir surveillé de mathématiques n°1 — Corrigé
Exercice

1. Soit z € R*. La fonction ¢ — —t est de classe C' sur R, donc sur le segment [z, 2z].
En utilisant le Changement de variable u = —t, (et donc du = —dt),

—ox Ch(— _oz ch(u
on obtient ff =/ 20 © ) =/ 20 ¢
Donc f(x) = f(— ) De plus, R* est centré en 0.

2. Soit > 0,t € [z, 2z]. La fonction ch est croissante sur R, donc

1 h h(t h(2
ch(z) < ch(t) < ch(2x). De plus, 7> 0 donc | ix) <& t( ) < ¢ (t I)
Par croissance de U'intégrale sur le segment [z, 2z], on obtient :

2z Ch( )

[ At < [ —Sdt < [T ———=dt
e. ch< )l ()]m < fle >\ch(2x>[1n<t>]ix
puis ch(z)1 ( =) < f() < ch(2z) In

)
On obtient blen In(2) ch(z) < f(x) < In(2) ch(2z).
3. On a lim In(2) ch(z) = lim In(2) ch(2z) = In(2).

z—0 z—0
z>0 z>0
D’apreés le théoréme d’encadrement, lir% f(z) =In(2).
T—

>0

2 Ch( ) 2 ch(Qx)
t

Par parité, hH(l] f(z) =In(2).
z—
z<0
Donc f admet une limite finie en 0, égale & In(2).

Donc ‘ f est prolongeable par continuité en posant f(0) = In(2). ‘

4. En tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, g est
continue sur 'intervalle R7 , donc y admet des primitives.

Soit x > 0. D’apres le théoréme fondamental de l'analyse, | f(z) = G(2x) — G(z).

5. G est dérivable sur R en tant que primitive de g donc f est dérivable et
ch(2z) — ch(z)

Vo >0, f'(x) =29(2x) — g(x) =

T
6. Soit x > 0.
4 z? 9
ch(2z) — ch(x) =, (1+ 7) —(1+ 3) + o(z?)
3z? )
S0 9 + o(x*)
h —ch 3z
puis () = SELZD o
T
Ainsi i%f () =0
>0




Par parité, lim f'(x) =0
z—0
<0
Or f est continue sur R, dérivable sur R* et f’ admet une limite finie en 0.

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, | f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

Premier probléme (D’aprés Mines Albi Ales Douai Nantes 2010)

PARTIE I :
1. Soit x € R. f(x) est défini si et seulement si 14z > 0 et x # 0. Donc| D =] — 1,0[U]0, 4-o00].
22
2. |In(1+2z) = v — — + o(2?)
x—0 2
In(1
On a donc f(x) = In(1 +2) ~ 2= 1 donc f(z) — 1. f admet une limite finie en 0.
r a0z 2—0

Ainsi, | f admet en 0 un prolongement par continuité, on pose f(0) = 1.

Et on aura ainsi D’ =] — 1, 4-00].

x
3. D’aprés la question précédente, f(x) = 1— 3 + o(z).
T—

1
f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 donc | f est dérivable en 0 et f/(0) = —3

(la dérivée est le coefficient d’ordre 1 du développement limité.)

f est de classe C! sur D par quotient de fonctions C! dont le dénominateur ne s’annule
pas.

—1In(1 + 2)
| T2 v = (1+2) (1 +2)
t D.|f'(x) = = .
Soit = € f'(x) o T
) z—(1+z)(x—2/2+0(2%) x—ax+2*/2—2*+0(x?) —2*/2+ o(z?)
€T = = =
20 (14 z)x? 2 + o(x?) 22 + o(x?)
—z?/2 1
x—0 1’2 o 2
1
donc f'(x) — 5= 17(0) donc f’ est continue en 0 puis | f est de classe C' sur D'
T—
/ k(x> / .
4. Pour tout z € D, f'(r) = ———— donc [ est du signe de k sur D.
(1+x)x
0
>

k est dérivable (par somme et produit) sur D’ et, pour tout x € D',
E(z)=1—In(l4+2z)—1=—In(1+2). Donc k'(z) > 0siz <0et k'(z) <0siz>0.
Puisque £(0) = 0, on en déduit le signe de k et donc de f’ (sauf en 0).

Pour finir, liII(l) f(z) = 400 (par quotient de limites) et liIJP f(z) = 0 (par croissances
T— T—>+00

comparées).
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T -1 0 +00
K (x) + 0 —
0
) / \
k(x) — 0 —
f'(x) - -1/2 -
+00
f() \1\
0

PARTIE II :

5. D’apreés la partie précédente, f (prolongée) est continue sur le segment [0, 1] donc

1
/ f(t)dt est bien définie.
0

6. Soit t € [0,1]. Par somme des termes d'une suite géométrique de raison —t (# 1),

L=t 4+ =24 (=) = nzl(—t)k = —11__((__?;,
1—(=1)mn

dou|l—t+t2—t34 .-+ (_1)n—1tn—1 _

1+1

7. Soit x € [0,1], P,(z) = / (1—t+t2 =34 (D) de
0
= / #dt par la question précédente
0 1+t
= —dt — / (=1) dt par linarité.
o 1+t 0

1+¢
d'ot | P,(z) = In(1 4+ z) — /w ﬂdt.
, 1+t

8. Soit n € N,z € [0, 1]. |Rn(x)|:|/ (=1) dt|</ = |dt:/ ! dtg/ i

tgl,cart20).

(par croissance de 'intégrale car ]

T xn-l—l ZEn+1
O t"dt = d’ou||R, < .
r/o n+1 ou | (m)|\n+1

9. La fonction @, est polynomiale donc dérivable sur [0, 1]. Soit € [0, 1].

Qo) = 1= 5+ 4+ (1
done | @, (r) = P2
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10. Soit « € [0, 1], ga(z) = Q(x) — f(x) d'on / ga(z)dz = / (@) — fla))da
- / f(@)de = Qu(1) — L
Donc |@,(1) |/ gn(z)dx| < /|gn )|dx

(1 R, "
De plus, lg, ()] = |2 LD gy = Bl 20 e 1o
question [§]
1 1 xn SL’"'H . 1
Par croissance de l'intégrale, n(2)|de < = =
arale, [ Jou(o) / e = [ = e
On a bien | |Q, (1) — n(2)|de <
Qa1 / 9.(2) o e
O 0< Q.1 - LI < . O > 0
Par le théoréme d’encadrement, | @, (1) — L.
n—-—+0oo
1
11. Pour N =99, 0on a |Qn(1) — L| < o0 = 107*, donc | Qgo(1) appoxime L & 10~* pres.
1 1 1
12. On a CESIE <esn> % — 1. On peut renvoyer @, (1) pour n = L%J par exemple.

-1 k—1
Il s’agit alors d’un simple calcul de somme : @, (1) = > ( k)2 :
k=1

from math import sqrt
def L(epsilon):
n=int (1/sqrt(epsilon))
Q=0
for k in range(l,n+1):
Q=Q+(-1)**(k-1)/k**2
return Q

Second probléme(D’apres Mines Albi Ales Douai Nantes 2007)

|Partie A — Généralités|

1
1. t— n est de classe C* sur R et la fonction exp est C* sur R.

Par composition, | f est C* sur R | puis, par produit, ‘ g lest également |.

Soit ¢ > 0. |£f/(1) = ¢ %exp(—l/t) — o)

2. Par croissances comparées, ¢(t) ?—? 0. Puisque g admet une limite finie en 0,
—

’elle est prolongeable par continuité en 0 ‘
g(t) —g(0)
t—0
’ g est dérivable en 0‘ avec ¢'(0) = 0.

. 1 . .
On a ensuite = t—zexp(—l/t) 7 0 par croissances comparées. Ainsi,
t—
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1
3. g est dérivable sur R* avec V¢ > 0, ¢/(t) = exp(—l/t)(ﬁ—3 - t—2) = exp(—l/t)t—g(l —t), d’ou
le tableau de variations suivant :
t 0 1 +00
g'(t) 0 + 0 -

4. (a)

0 1 2 3 4 5

t — g(1/t) est continue sur R’ par composition.
D’apreés le théoréme fondamental de I'analyse, elle admet des primitives sur R et,

t t
en particulier, |Vt > 0, H(t) = / g(1/u)du = / ue” “du.
1 1

Les fonctions u +— u et u — —e™" sont de classe C! sur [1,¢]. Par intégration par
parties,

t
H(t) = [—ue‘“]’i—/ —e "du = —te "+e ' —[e ] donc| H(t) = —(t + 1)e~" + 21
1

(b) On pose t = 1 + h. H(t) = HQ + h) = —(2 + h)e?™" 4+ 27!

hzo—(2 +h)e (1 —h+h?/2—h3/6+ o(h®)) + 2¢7!
_).
H(1+h) h:Oe*l(—2+2h—h2+h3/3—h+h2—h3/2+2+o(h3)) = e Y(h—h3/6+0(h?))
_>
-1
done | H(t) = e7'(t—1) - %((t “13) +o((t — 1)3).
5. Soit n > 3.

(a)

1
(B,) & g(t) =
Puisque g est continue et strictement croissante sur |0, 1], elle réalise une bijection de

10,1[ dans ]0,e™!].

1 1 1
Orn >3 donc 0 < — < 3 < —. Donc — admet un unique antécédent «,, par g dans

n e n
0, 1[.

Ainsi, | (E,,) a une unique solution «,, dans ]0, 1.

On a g(ay,) = — > glans1) = pEE La fonction ¢ étant strictement croissante, on a
n n

nécessairement «,, > a,41. Donc | (v, )n>3 est (strictement) décroissante.

Par les mémes arguments, avec la stricte décroissance de g sur |1, 400,

(Bn)n>3 est (strictement) croissante.

On suppose a,, — [ > 0 (méme raisonnement pour f3,). Par continuité de g sur
n—-+00

1
Ry, g(ay) = e g(1). Donc g(I) = 0. Nécessairement, d’aprés 1'étude de g,
[=0.
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‘il est impossible qu'une des suites converge vers une limite [ > 0

Or (ay,) est décroissante et minorée par 0, donc convergente par le théoréme de la
limite monotone. Ainsi, elle converge vers une limite positive ou nulle. D’aprés ce qui

précéde, on a donc | o, — 0.
n—-+0o0o

De méme, (3,) est croissante donc admet une limite (finie ou non) supérieure a 1.

D’apres ce qui précéde, la limite ne peut donc pas étre finie et | 3, —+> ~+00.
n—-—+0oo

‘Partie B — Fonctions définies par des intégrales‘

6. On a bien f(x) — 0 = f(0) donc f est continue sur R;. On a déja vu que f est de
T

classe C! sur R?.

t
De plus, pour t > 0, f'(t) = # v 0 par croissances comparées. D’apres le théoréme
—

de la limite de la dérivée, f est dérivable en 0 avec | f/(0) = 0| et f'(z) P 1'(0) donc
T—r—+00

f" est continue en 0.

Ainsi, | f est de classe C! sur R

En 0,0 x f(0) =0 = g(0), ‘l’égalité reste Valable.‘

7. (a) Lesfonctions f et g (prolongées) sont continues sur [0, z], d’oﬁ‘l’existence des intégrales ‘

F(z) = / 1.f(t)dt. Par intégration par parties (avec les fonctions u : ¢t +— t et f de

0
classe C! sur [0, x]),

F(z) = [tf()]E - / tf(¢)dt = ze v — /jg(t)dt = ze 7 — G(2).

0

(b) Soit z > 1.
z -1/t

1
Par la relation de Chasles, G(z) = / g(t)dt +/ ‘
0 1

dt. Par croissance de l'inté-

T 1 1
grale, puisque e~/ < 1,|G(z) < C —i—/ ;dt = C +1Inz|en posant C' = / g(t)dt.
1 0

De plus, |0 < G(x) | par positivité de 'intégrale.

G(x) C Inx , . Inzx
< — 4+ —. Par croissances comparées, — —— 0.
T xZ Xz €T T—+00

Glz) —— 0 donc |G(z) = o(x).

€T T—00 r——+00

(¢) Soit > 0.0 <

Par le théoréme d’encadrement,

F
On a F(z) = ze™Y/* — G(x) = we™/* + o(z) donc (z) _ eV 4 o(l) —— 1

€T Tr——+00

Ainsi, | F(x) ~ T
T—r+00

8. Les solutions de 1’équation homogene (H) : 2%y’ +y = 0 sont de la forme y(z) = Ae!/?,
avec \ € R.

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y(x) = A\(z)e'/®, o1 A est une fonc-
tion dérivable a déterminer. En injectant dans (), on a 3:2()\’(1')61/””—%el/x)—l-)\(x)el/m = z?
puis X(z) = e~/ On peut choisir A(z) = F(x) puis y,(x) = F(z)e'/*.

Les solutions de E sont de la forme y : x + e/*(F(x) + \), A € R.
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Partie C — Etude qualitative d’une équation différentielle

9. On a 0%y/(0) + y(0) = 0% donc |ug = y(0) = 0.

10. Soit z € R, 2zy/(x) + 2%y (z) + v/(x) = 2z. En évaluant en 0, |u; = 3/(0) = 0.

On dérive & nouveau : 2y'(x)+2zy" () +22y® (z)+2xy" (z)+y" (x) = 2, puis | uy = y”(0) = 2.

11. On suppose y de la forme z — ax?® + Bz + 7.
Alors y(0) =~ =0 puis '(0) = 8 =0 et y’(0) = 2a = 2 donc y : x > 22
Alors 2%y (z) + y(x) = 22% + 2® # 22, y n’est pas solution de (F).

’On ne peut pas avoir y de cette forme. ‘

12. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
(a) Soit x € Ry
Les fonctions h : x — 2% et y sont de classe C" sur Ry. On a h/(z) = 2z, h'(x) = 2
et Vk > 3,h0) = 0.
Par la formule de Leibniz,
n , —1 n
(hy')" () = 32 ()h®Py =0 () = l‘zy(”“)(x)+nx2xy(”)(x)+%2xy(”1’($)+Z 0.
k=0 k=3
En dérivant n fois (F), on obtient donc
22y (2) + 2nay™ (2) +n(n — 1) x y D (z) +y™ =0
d’ott |22y (2) + (1 + 2nz)y™ (2) + n(n — 1)y™=Y(z) = 0.

En évaluant en 0, on a |u, = —n(n — 1)u,_1.

(b) On pose P(n) : « u, = (—=1)"nl(n — 1) »
On a (—1)2211! = 2 = uy d’ott P(2).
Soit n > 2, on suppose P(n).
Alors upy 1 = —(n+ Dnu, = —(n + D)n(=1)"n!(n — 1)! = (=1)""(n + 1)In! d’ou
P(n+1).
Ainsi, |Vn > 2,u, = (—=1)"n!l(n — 1)!
y étant de classe C* sur R, elle admet a tout ordre un développement en limité en
0, d’apres la formule de Taylor-Young. Il est donné par :

n oy ®0) . n o (—1)*E!(k —1)!
Zy x—i—o(x):()—i—k;2 X

:c:O k=0 ]{j‘

y(x) 2"+ o(a")

n

y(@) = (=1 (k= Dl +o(a").

20 k—2
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