PC Balzac 2023-24

Devoir surveillé de mathématiques n° 2 — Corrigé

Exercice 1 : Matrices unipotentes (D’aprés Banque PT — Math A 2023)

x
1. (a) Soit X = |y | € M3:1(R).
z
2 —2x —2y+4z=2
A-DX=|2| < —2y+2:=2 s{rz+ty—2z=-ly+z=1
2 —2r —2y+4z =2
z=1+y
r=14+y
2 1 1
L’ensemble des solutions de (A —1)X = | 2] est [ 0] 4+ Vect([ 1 ]).
2 1 1
2 x
Résoudre 'équation (A —I)X = | 2 | d'inconnue X = |y | € M3;:(R).
2 z
x
(b) Soit X = [y | € M31(R).
z
—r—2y+dz=v —2rx—2y+42=0
AX=X&< —y+2z=y S —2y+22=0 Sr=y=z.
—20—-2y+5z==z —2r—-2y+42=0
1
Le vecteur e; = [ 1 | vérifie f (e1) = e;.
1
1 2
AX =214+ X< (A-DHX=|2
1 2
1
D’aprés la question précédente, |le vecteur eo = [ 0 | vérifie f (eq) = 2e1 + €.
1
1

r+y—2z=1

y==z

—2r —2y+4z=-2
Enfin, AX =-2(0]|+X&{ 2y+22=0 <:>{

1 —2r —2y+4z=-2
N { r=1+4=z
Yy==z
1
Le vecteur e3 = | 0 | vérifie f (e3) = —2ey + €.
0
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1 11
(c) |1 0 0| =1=0. Ainsi, (ey, €9, e3) forme une base de R3.
1 10
D’apres la question précédente, B représente f dans cette base.
1 11
Ainsi, |[P= |1 0 0] vérifie A= PBP~!.
110

(a) On voit que N = Vect(FE1 9, E1 3, Ea3), et E1o, E13, Fa3 € M3(R), donc

N est un sous-espace vectoriel de M3(R).

La famille (Ej 9, E1 3, Fa3) engendre donc N et est libre (en tant que sous-famille de
la base canonique de M3(R)), ‘il s’agit donc d’une base de N. ‘

La dimension de N est le cardinal de ses bases, donc

0 a b 0 o V
(b) Soit M =10 0 ¢|,N=|0 0 ¢ |eN
0 00 0 0 0
0 0 ad
Alors MN =10 0 0 | e N.
00 O
Ainsi, ‘N est stable par produit. ‘
0 a b 0 0 ac
(c) Soit N={0 0 ¢| eN.N>=0 0 0 | puis|N° =0
0 00 00 0

(a) La matrice nulle n’appartient pas & U donc

U n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R).

(b) Soit U =1+ N,U" =1+ N' €U (avec donc N, N' € N).
(I+N)I+N')=I+N+N+NN'. NN e N par stabilité de N par produit, puis
N+ N+ NN’ € N car c’est un sous-espace vectoriel de M3(R).
Onadonc I+ (N+ N +NN')elU.

Ainsi, ‘L{ est stable par produit. ‘

(c) Soit U € U, alors det(U) =1 # 0 (produit des coefficients diagonaux car la matrice
est triangulaire), donc U est inversible.

Ainsi, (U C GL3(R).
(a) Soit a € R. En utilisant le calcul de N? effectué a la question 2]
1 2a —2a(a—1)
B@ =10 1 —2a
0 0 1
(b) Soit U =1+ N €U.
Par stabilité par produit puis par combinaison linéaire, a/N + @N 2 ¢ N, donc
Ula) eU.

(¢) Soit U =1+ N €U, avec N = eN,aBeR.

o O O
oS O L
oo -

U@U® = (I + aN + 22U N2) (] + BN + 5(6271)]\;2)
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(O‘_l)gﬁ(ﬁ_l)w? car Vk > 3. N = 0,

04(04—1)+5(ﬁ—1))
2

:I+(a+5)N+(aﬁ+a

NIETCES B P
donc | U@ U®) = y+s) |

0]

AP0 (o st oy

=I+afN+ %(Boz(oz— 1)+ B(B—1)a?)N? =T +aBN + %(ﬂa(a— 1+aB—a))N?

(U@)? = (I+a N+ N2B) = [ 5(aN+2 N2)

=TI+ apN + %(ﬂa(aﬂ —1))N2
(U D = ylos),

1 %0
(d) U(l):I+1.N+%N2:I+n:U:U1.

Soit n € N*. On suppose que U™ = U™.

Par la question précédente, U+ = U™ UM = UnU par I'initialisation et 'hypothése
de récurrence, d’ott U+ = yntl,

On a bien prouvé par récurrence que |Vn € N*, U™ = ",

(e) Soit n > 2. Les matrices I et N commutent.
CENE["F = [+ nN + —"("2_ D)
0

Par la formule du binéme, U™ = (I + N)" = N?

k

n

car Vk > 3, N* = 05.
On a bien |[U™ = U" |,
On a déja prouvé que |[UN) = U'| a la question précédente.

-1
et onaU(O):I+O.N+O(02 )N2:Idoncm

(f) Par la question ona UMWY =y,

Par la question précédente, cela donne donc UUY = T donc ‘ v =yt
5. (a) Ona B € U. Donc B = BW = B2 B1/2) Q’aprés la question [4c}

Donc ’ C = BY? vérifie C% = B.‘
‘Il n’y pas unicité. ‘ Par exemple, —B1/?) vérifie la méme relation.

(b) Avec les notations de la question [ld, A= PBP~™' = PC?*P~! = PCP™'PCP™!
= (PCP1)2
Ainsi, ‘D = PCP~! vérifie D* = A.‘
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Exercice 2 : Intégrales généralisées de Dirichlet (D’aprés BECEAS 2020)

1. (a) g est de classe C' sur R* par quotient de fonctions de classe C' dont le dénominateur
ne s’annule pas.

On a g(t) v 1+ o(t). g admet un développement limité d’ordre 1 en 0 donc g est
—
dérivable en 0 et ¢'(0) = 0. (coefficient d’ordre 1 du DL)

De plus, pour tout ¢ # 0,
) tcost —sint  t—13/2 —t+3/6 + o(t?)
g(t) = ; = 5

—0 t

Ainsi ¢’ est continue en 0 donc | g est de classe C! sur R.

= —t/3 + o(t) — 0 = ¢'(0).

Pour les 5/2 (ou si vous reprenez ce corrigé plus tard dans ’année) : On

+00 t2n
peut aussi montrer que g est développable en série entiére sur R: g(t) = > (—1)”m
n=0 n :

et donc C! sur son intervalle ouvert de convergence R.

1
(b) 1. Les fonctions w : t — 1 — cos(t) et v : t = = sont de classe C* sur |0, +oo[, avec

1
Vit > 0,4 (t) = sin(t) et V'(t) = ——.

12
u(t)v(t)

1—cos(t)  t*/2+o(t?)
et u(t)v(t) P 0 par produit d’une fonction bornée et d’une fonction qui tend
—+00

I
2
S
o

t t—0 t t—0 t—0

vers 0.

. . ) % sin ¢
Par le théoréme d’intégration par paries, Tdt est de méme nature que
0

“+o00
t—1
/ cost—1.,,
t2
0

cost — 1 Leost — 1
Or ———— —— —1/2 donc —————dt est faussement impropre.
12 t—0 0 t2

cost—l‘ 2

+o0o
Et 0 2 < = et / t_th est une intégrale de Riemann convergente
1

t2

<
+o0
cost —1
donc / t—th converge.
1

.. [T®cost—1 , T sint
Ainsi, t—th converge puis Tdt converge.
0 0

ii. Soit j € N*. La fonction t + jt est de classe C!, strictement croissante donc
bijective de ]0, +oo[ dans lui-méme.
Par changement de variable, et puisque la deuxiéme intégrale converge d’aprés
la question précédente :

/O+OO sinit) g, _ /0+°° S (1)) qu = /;Oo sinfu) g,

t u/j u
/+°° s1n(jt)d T
0 t 2
sint 2 4 2 4 4
(c) Ing(t) = lntholn(l — LB ot =L + £ — L(L) + oY)
A .
lng(t) t:O_E - @ + O(t )
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(d)

n
On procéde par changement de variable. La fonction ¢ +— \/;t est de classe C! sur

0, 2],

Inn V3Inn V3lnn
Vn nt? 3 3
On a donc / e_%dt — / e‘“Q/Q\/idu _ \/j/ €_u2/2du
0 0 n n Jo

Or, puisque +/3Inn —+> +00, on a par composition de limites
n—-+0oo

V3lnn ) +00 2 T
e 2y —— e 2 du=4/=
0 n—-+o0o 0 2

Inn
o VR ? 3T
Ainsi, e 6dt ~ —.
0 n—+oco | 2n

2. Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

(a)

L. )

si
La fonction ¢t —

est continue par morceaux sur |0, 4+00].

sin” ¢ e :
I Q 1. L’intégrale est faussement impropre en 0.
sin™ ¢ 1 . 1 L
Et pour tout t > 1, | = | < et Puisque n > 2, t — " est intégrable sur [1, 00|

sin™ ¢
donc t —

m également par majoration.

_ T sin™ ¢ ,
L’intégrale / m dt est bien convergente.
0

/+°° 311122 o — 1/*“’ 1 — cos(2t) "
.t 2 J, 2

Par le changement de variable ¢ — 2t C!, strictement croissant bijectif de ]0, +oo|
dans lui-méme et par convergence de la premiére intégrale,

/0+°° 1L()S(%)dt: /;OOlLOS(U)(du/Q) _ 2/0+oo Los(u)du

12 u?/4 u?
+00 1.2 ~+o0 +00
sin“t 1 1 — cos(u 1 — cos(u
SR S ETIE B P S
0 t 2 0 U 0 U
En reprenant lintégration par parties de la question [2bB, on a

+oo : 400 _ +oo 1 _
/ Sl—ntdt _o— / cos(t) 1dt _ / 1 COS(t)dt
0 t 0 0

t2
+00 142 +o00 2
¢ ¢
11 vient / PPy = / Py =T
. .t 2

3. Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

(a)

(b)

Soit k € [[0,n —1]. La fonction h,, est de classe Coo et 2m-périodique, donc la fonction
AP Test également. Par continuité de h, sur une période (segment), h, est bornée
sur une période d’apres le théoréme des bornes atteintes, puis sur R par périodicité.

Ainsi, |il existe un réel K > 0 tel que V¢ € R, |AS) (1) < K.

i [hy(t) =sin™t = " + o(t")
t—0

!

ii. D’apres lindication admise, by (t) = (—'k)'t”_k + o(t" 7).
-0 (n —k)!

n! i) (t) n!

I n—k pui ~
On a donc hy, ' (t) """ puis k5o (n— k)l

t—=0 (n — k)!
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()

(k) ]
On a bien | lim fin”(t) "
t—0 tn—k (n—k)!

Soit k € [0,n — 2].
hi ()
tnfk

D’aprés la question précédente, cette fonction admet une limite finie en 0, donc
AP (¢

tnfk

La fonction t — est continue par morceaux sur |0, +o00].

1
I'intégrale est faussement impropre en 0, donc / dt converge absolument.
0

) (t)
tnfk

K teo 1
k.Orn—k}Qdonc/ ——dt est
n— 1 tnfk

D’aprés la question |3al, Vi > 1,

~

t
une intégrale de Riemann convergente, ce qui entraine la convergence absolue de

+oo h(k’) ¢
/ n )dt.
1

tn—k

n

+oo 7, (k)
En conclusion, |l'intégrale / tn_(k)dt est absolument convergente.
0

)

o 1
Les fonctions Al et ¢ - . sont de classe C! sur ]0, o0

A2 nlj2x 2 nlt

Or = — 0.
t t—0 t 2 t=0
A2y K A2 (¢
Et (*) < — donc (*) 0 par encadrement.
t t t t—+o00

()

ot

oo p ) (4)
Par intégration par parties, / Tdt est donc de méme nature que /
0 0

Or cette intégrale converge d’aprés la question précédente, donc

()
I'intégrale / Tdt converge.
0

On montre ensuite par récurrence finie que, pour tout k € [0,n — 1],

P(k) /0+Oo (%)ndt — .(”(;iz)if)! /O+OO %dt

P(0) est vraie par définition de h,,.
Soit k € [0,n — 2]. On suppose P(k) vraie.

1
Les fonctions u = A% et v : t — i+ 1) sont de classe C! sur |0, +o0.
n! 1 n!
t t) ~ ek = t—0.
ul) <o) oo et DT k=g D) 0
K
et Ju(t) x v(t)| < »0car k <n—1

(k—n+ D)tr=F1 to4o0
On peut donc utiliser une intégration par parties et

+oo ; n —1—Fk) [t %k)
/ ( SlTﬂt ) dt — (”( 1)? / ht (kt )dt (hypothese de récurrence)
0 =24 Jo .

(n—1-k)! 1 oo (1)
(n—1)! (n—k—l)/o =

_n-2-k /+°° hﬁﬁ*”(t)dt _n—1-(k+1) /+°° h,(f“’(t)dt
(n—1)" J, k-1 (n—1)! o tr(ketD)

dt (par intégration par parties)
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d’ont P(k + 1), ce qui achéve la récurrence. Ainsi, Vk € [0,n — 1], P(k).

o fsint\" Y el S
En particulier P(n — 1) nous donne / MY gt = / ( )dt.
0 t (n—1)"!J, t

Exercice 3 : Un endomorphisme de R,[X] (D’aprés ESA MP 2021)

1. B est une famille de polynomes de R, [X] échelonnée en degré, elle est donc libre. Puisque

2.

card(B) =n + 1 = dim R, [X], | B est une base de R, [X].

(a)

(b)

Soit P,@ € R,[X], A € R.

1 1 1

e(AP+Q) =/ (AP+Q)(t)dt = )\/ P(t)dt+/ Q(t)dt par linéarité de l'intégrale,
0 0 0

donc p(AP + Q) = A\p(P) + ¢(Q), ¢ est une application linéaire de R, [X] dans R.

En conclusion, | est une forme linéaire sur R, [X].

Im(yp) est un sous-espace vectoriel de R. Donc Im(y) = {0} ou Im(y) = R.

Puisque (1) = /1 1dt =1, Im(p) # {0} donc |Im(yp) = R.
0

R,[X] étant de dimension finie, on sait par la formule du rang que
n+1=dimR,[X] = dimKer ¢ + dimIm ¢ = dimKer ¢ + 1

donc ‘dim Kerp = n‘
Soit P, @ € R,[X], A € R. Soit x € R.

V(AP + Q)(z) = /x()\P + Q)(t)dt = )\/x P(t)dt + /z Q(t)dt par linéarité de
0 0 0

I'intégrale

= M (P)(z) + ¢(Q)(x).

Donc (AP + Q) = Mp(P) + ¥(Q).

‘L’application 1 est linéaire. ‘

(1, X,..., X"™) est une base de R, [X].

Ainsi, Im(v¢)) = Vect(¢(1), (X)), ..., (X™))

X2 Xn+1
= Vect(X, —, ...
eetX g )
On obtient bien |Im(y)) = Vect(X, X?,..., X",
Soit P € R, [X].

1
P € Ker(p) < / P(t)dt = 0 < ¢(P)(1) = 0 < 1 estracine de ¢(P)
0

& (X —1) divise ¢(P).

On suppose que ¢(P) € Vect(X (X —1),..., X" (X —1)), alors il existe ay,...,a, € R
tels que P = > ap XF(X — 1) = (X — 1) > ap X*, donc (X — 1) divise 9(P).

k=1 k=1

On suppose que (X — 1) divise (P). On sait que Im(¢)) = Vect(X, X2 ..., X"+,
Donc les polynémes de Im(1)) sont de degré inférieur ou égal & n+ 1 et X divise tout
polynéme de Im(¢)). Donc X (X —1) divise ¢(P), et il existe un polynéme @ € R,,_1[X]

n—1
tel que ¥(P) = X (X — 1)Q. Il existe ag, ...,a, 1 € R tels que Q = > a, X*, donc
k=0
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ap_1 X*(X — 1) et donc
1

W(P) = X(X — 1)221%)('6 = :éakxkﬂ(x —1) =
W(P) € Vect(X(X —1),...,X"(X —1)).

Par double implication, on a bien montré

P e Ker(p) & ¢(P) € Vect(X(X —1),..., X"(X —1)).

n

k

Soit P € Ker(y). D’aprés la question précédente, il existe aq,...,a, € R tels que
Y(P) =S apXF(X — 1) = > ap(XFH — XF),
k=1

k=1
Or P =1(P) donc P = ap((k + 1) X* — kXk1),
k=1

Ainsi,

Ker(¢) C Vect(((k+1)X*—kX* 1) e ny) = Vect(2X—1,3X?—2X, ..., (n+1)X"—nX").

Or la famille ((k + 1)X* — kX*1)yeqin) est échelonnée en degré donc libre, donc
dim Vect(((k + 1) X* — kX*)pepng) = n

Or, d’aprés la question

Par inclusion et égalité des dimensions, Ker(¢) = Vect(((k + 1)X* — kX* 1) e np)-
On a déja montré que cette famille est libre donc
((k+1)X* — kX" ) epn est une base de Ker .
dimH = dimR,[X] x dmR = (n+1) x 1
|dim#H =n + 1]

On a card(¢y, ..., ¥,) =n+1 = dimH, il suffit donc de démontrer que cette famille
est libre.

Soit Mg, ..., Ay € R tels que > A\gthy, = 0.
k=0

. |
&miemmmpzxwonﬂwzujkﬂ

tous les cas, si k # 4, P*)(0) = 0. Ainsi, ¢,(X?) = 1sii =k et ¢ (X?) = 0sii # k.
Ainsi, > Mp(X') = A; = 0 par hypothese. Donc Vi € [1,n], \; = 0, la famille est
k=0

libre.
(o, ..., ¥y,) est une base de H.

X7k gik<iet P =0sii> k. Dans

On décompose ¢ dans cette base. Il existe Ag, ..., A\, € R tels que ¢ = > gty
k=0

1
En reprenant les calculs de la question précédente, o(X*) = ;. Or p(X*) = T
noo1
P ¢ t = .
ar conséquent, | kgo L 17%
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