Filtrage de signaux périodiques

|. Décomposition en signaux périodiques

1. Série de Fourier complexe foxam =4
" xam fxT) £x) oot ""”‘T’ f(x+3T)
Soit f(t) une fonction continue par morceaux périodique de période T : | C \ ) \
ves et = 1 AR /\ . 5
o /\ /\/\ /\/\ /\/r /\/' /\/\ /\/
o 7 V \YJ \V \Vj \YJ \J
On pose w, = T on peut écrire :
+00
ft) = Z c, em@ot| avecc, € C
n=-—oo notif de durée T

Alors, en calculant I’intégrale :

to+T ' to+T '
L, = f f(t) e~ M@t = Z f &e‘(""")“’of = caT
t t

0 nr=—oo _-0

=0 sauf pour n'=n

Et en changeant les bornes de ’intégrale, on :

T
c _1 2f(t)e‘i"“’ﬂtdt
T T

2

2. Série de Fourier réelle

Si f(t) est réelle :

+0o +00
f(t) — Z C_ne—m(uot = ¢, + Z (C_nemwot + c_p e—mwot)
n=-o n=1

= f(t) = ¢y + i (C_n + c__n) cos(nwyt) + i i (c_n — c__n) sin(nwgyt)
n=1 n=1

D’ou:
ft)=ay+ Z a, cosnwyt + Z b, sinnwgyt
n=1 n=1
1 T
2
Avec la valeur moyenne : ag =Cy = ?fo(t) dt =< f(t) >
2
Et:
T T
2 (2 2 (2 _
a, = ?j_lf(t) cosnwyt dt | et| b, = lef(t) sinnwyt dt
2 2
Définitions : ,‘-_,'t.(fg .
On appelle harmonique de rang n le terme : £, (t) = a,, cosnwyt + b, sin nw,t a

L’harmonique de rang 1 est le fondamental : f; (t) = a, cos wyt + b; sin wyt
On appelle amplitude de la composante de rang n, le nombre :

Vo = |en| = Vai + b2

— Lo
. 1 ="3 -
. . . . Fa =
Le spectre de f(t) est la représentation des amplitudes 1}, en fonction des - 5!
fréquences f;, ou du rang n. ’I‘ aan
— 1 = -
Propriétés : fﬂ — T 3_,I‘rn -lfn J‘r

Sif(t)estpaire: Vvn:b, =0 Si f(t)estimpaire:Vn:a, =0et a, =0



Autre forme possible :

ft) =co+ i 2 |c_n| cos(nwyt + ¢,) avec @, = Arg (c_n)

n=1
3. Théoréme de Parseval

Valeur moyenne de f(t)? pour f(t) réelle :
T 400 2

T
<f(tt)2>=l 7f(t)2 dt = 17 cpe™@ot | dt
T).r T)T —
2 2 )
Seule I’intégrale des termes de rang nul (c3) ou produit de rang opposée (2 CnCop =2 |c_n ) donne des termes non nuls, alors :

<f®)?>=ci+ i

La puissance du signal est la somme des puissances de chaque terme.

n=—oo

4. Exemples

_“ Amplitude l,cl = Amplituds

Signal carré impair d'amplitude V,

(t)_{ Vo pour kT < t < (k +1/2)T ‘| l | H

f@) = —Vopour (k+1/2)T<t< (k+ 1T - 05 |
Time b

Comme la fonction est impaire, la moyenne est nulle I_I |_ J |_| ] |

et: vneN,a, = 0. -~ I i
i af, 5t, Ty
De plUS, f(—t) = —f(t), d'ou : Frequency

2 g 2 g 2 (72
= —f (@) sinnwyt dt = —f f () sinnwyt dt + —f —f(t) sinnwyt dt
T)r T, T,

T T T
4[7 ©)si tde 47, f? ) ¢ dt 4V, T [ 27mt]7 2V, a )
=7) f(®) sinnw, =7 ), sin nw, =TS i cosnm
1, sin = 2p pair 4V,

or cos(nm) = { -1, sin = 2p + 1 impair = bap = 0ethopss = @p+Dm

4V, = sin [2p + Dwyt]
== TZ 2p+1

Signal triangulaire symétrique (pair)

4t 1 ¥ 4
—V0(1+—> pour (k——)TSt<kT /
— T 2
fO=1 . Z= o
——1 T < =T ot
VO(T )pourk _t<(k+2) 3 %
La fonction est paire et de moyenne nulle donc : vn,b,, = 0,a, = 0 et:

T T
4 (2 4t 16V, (2 4V, (2
a, =—f Vo (——1) cos nwyt dt=—J- t cos nwyt dt——j cosnwyt dt
0 0 T Jo

+o |’-|

T T T?
T T T
1pp 16V, [t sin nwot]z f? sinnwyt dt 4V0 sin nwot]z
In = T2 nw, 1, J; nw, T | nw, 0
16V, Tsmnﬂ cosnm cos0 4V, . . 0
Iy =3 (2 g + (nwg)? - (nwo)z) - Tnawy (sinnm —sin0) = 22 (cosnmt —1)
. . . 8V '
Alors pour n pair : a,, = 0 et pour n impair : a;p,; = —m d'ou :
Vo  [(2p + Dot
t) = ———— = /-
f® 2 Z cos 2p + 1)?



Il Transformée de Fourier*

Pour f non périodique, on considere la fonction comme périodique de période T — o et w, = 2n/T — 0d'ou:
m
{ Wy = dw = — infinitésimal .
T alors :
nw, — w variant continuement

T
cp = 1 7f(t)e‘”“”otdt - do +Oof(t)e_i“’tdt = F((u)d—w
U _g 2 )_, 21

1 +oo ) 1 +oo )
Onaalors: f(t) = —J. F(w)e “tdw avec F(w) = —f t)e wtdt
f® N (w) (w) \/E_mf()
Le spectre est alors une fonction continue.
Forme d’onde Spectre
F 3 F
g(t) G(f)

V -
Exemple
Pour f(t) = {A e site [—%,% | Fw) = 1 f%A pi@-wt gy
0 sinon Verm -z
by = A 0s 2 sinf@- o)y wa [(@-w)7]
V2rm i(Q—w) \V2m Q—w 21 2

T _2m
Les points d'annulation sont donnés par : (Q - wl‘z) 5= It = w, =0+ -

I11 Filtre linéaire
1. Quadripble "

o Es
i 1 291 22
i TE - ? L
source i |, auadripdle | ju | | charge }T 3

Un quadripdle est un élément de circuit a 4 bornes, il est dit actif s'il comporte une source (auxiliaire) de puissance €électrique,
passif sinon. Si les grandeurs d'entrée (u,, i, ) et de sortie (ug, i;) sont reliées par des équations différentielles, linéaires,
homogénes a coefficients constants, le quadripdle est dit linéaire.

Impédance d'entrée
L'entrée du quadrip6le peut-étre modélisée par un générateur de Thévenin (de force électromotrice f.é.m. nulle) : u, = Z, i,
ue

=>Ze=l—
e

Impédance de sortie

La sortie du quadripdle donne avec un modéle de Thévenin (f.6.m. e, et impédance de sortie Z) :



2. Linéarité

En conséquence de la linéarité des équations différentielles régissant le quadripdle, en notant e(t) l'entrée et s(t) la sortie, on a les
propriétés suivantes :

o Linéarité:e(t) — s(t)alorsVAeRe'(t) =de(t) — s'(t) = 1s(t)
e Principe de superposition : pour deux excitations e; , (t) — s5,,(t), e(t) = e;(t) + e,(t) — s(t) = s1(t) + s2(t)

3. Fonction de transfert

En régime sinusoidal forcé, en notant I et U les grandeurs efficaces, I,,, et U,,, les amplitudes maximales, on a :

{ i(t) = I, cos(wt + @;) = V2 cos(wt + @)
u(t) = Uy, cos(wt + @y) = UV2 cos(wt + ¢y)

i=V2lexpjlwt+¢), i=Re()

En notation complexe j2=—1),ona: {
U u=V2Uexpj(wt+¢y), u=Re@w

. . . . Ve = Veexpjot
Apreés le régime transitoire, en prenant l’origine de la phase de la tension d’entrée nulle,on a : {Vs =V, exp j (ot + @)

V V.
On définit alors la fonction de transfert : |H(w) = ?S = |ﬂ(w)| exp jo(w),son module |§| = ‘V:S et son argument ¢.
e e
Exemple
Soit I'équation entre tension d'entrée V, et de sortie V :
dv, d?v, dv, d?v,
gV, + a1E+ a2 + - = bovs + blE+ b2W+

— Ay, + ajwv, + a(jw)?v, + -+ = byvg + bijwvs + by, (jw)?vs (®)

ap + jwa; — w?a; + -+

H=
:_ bO +jwb1_w2b2+"‘

Stabilité le systéme est stable sife(t > t;) =0 = tlim s(t)=0

Pour que les solutions de (®) soient en exponentielles décroissantes, il faut que les parties réelles des racines de I'équation
caractéristique (®) soient négatives.

4. Gain et phase

Gain en déciBell : ‘GdB = 2010gﬂ| et phase |p = Arg (H)

Le diagramme de Bode est I'ensemble des courbes de gain et de phase en fonction de log w.

La bande passante a 3 dB est I'ensemble des fréquences ou des pulsations telles que G5 = Gper — 3dB & |Q| > H"J_;x
Cela permet de définir la pulsation de coupure.



IV Filtre linéaire du 1¢" et du 2"? ordre

1. Filtres idéals et réels

H) H(w) H() H ()
1 i 1-.—-———————---7—— _—— 1 E e (S e 1 ____________ -
0 m o AL my S0l o wp,  ® 0l Gy Oa w
Doc. 13. Passe-bas idéal. Doc. 14. Passe-haut idéal. Doc. 15. Passe-bande idéal. Doc. 16. Coupe-bande idéal.
Elément Symbole | Impédance | Admittance
Résistance R Zp =R Y. = 1
On cherche a réaliser ces différents filtres a I'aide des éléments T R R
suivants : Condensateur C 7, = - Y, = jCw
jCw
2. Filtres passe-bas d'ordre 1 Bobine L O A
jLlw
Réalisation
R Avec un pont diviseur de tension, on a :
 —
L _ Vi Vs v Zc v 1 v u 1
= = — = = = —3 =
YT ZetZe Zo S Zp+Zc BT 1+42pY. F T % T 1+ jRCw
Ve C—— | V5 1 1
Onposealors: t=RC, f, = TRC etw, = RC alors :
Ho
7 H(o) = —
1 w\?]
Gain Ggp = 20log(|H|) = 20log| ——=| = —10log|1 + <—)
1+ (2)2 We/ |
wC

)
Phase ¢ = Arg(ﬁ) = —Arctan (m_> [2m]

C

Diagramme asymptotique
w

G ~—201 (—)
0og w

lw<<wc=>{gzg W > w, = T ¢
¢~ =5 [2n]
Gain Passe-bas 1°ordre . <2> Phase Passe-bas 1° ordre w
A Gap & (:)C OT ¢ log (‘U_c)
0,01 0,1 ﬁ 10 Ioo T >
pulsation de coupur_e10 pente a -20dB/dec e [ i ol
W= W, -20 J
Gap = Gmax — 3dB 20 )
-40 L
Gain réel Gain asymptotique Gain asymptotique Gain réel

La composante continue et les basses fréquences sont transmises sans altération, a haute fréquence, le signal est atténué et le filtre
se comporte comme un intégrateur :

Vs W, jw 1 dVs
H(w » w.) = v Hoj—w = w_VS = HyVy = T TI HyVg
E c c



i ?, vO) ) 1 %
signal d’entrée (valcur moyenne 0,1V) =k signal d"entrée (valeur moyenne 0,1 V)
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Doc. 36a. f = % : signal dans la bande passante. Le signal de sortie est transmis sans déformation importante sauf au ni- Doc.37a. f = é——g Seuls les harmoniques de rang élevé sont atténués. Ceci explique la déformation du signal de sortie au
veau des discontinuités du créneau. b. f = f; : signalen limite de bande passante. Le signal de sortic est fortement déformé. niveau des discontinuités.
Sa valeur moyenne (0,1 V) est identique & celle du signal d’entrée. ¢. f = 20 fy : signal hors de la bande passante. L'ondi- b. f = fy. Seuls la composante continue et quelques harmoniques sont transmis. Le signal de sortie est trés déformé.
lation du signal de sortie est trés faible. Seule la composante continue est iransmise sans atténuation. e f = 20fy. Seulela continue est ise. Les différents har iques sont trés atténués,

3. Filtres passe-bas d'ordre 2

Réalisation
Avec un pont diviseur de tension, on a:
R Zc 1 1

= V, = Vy = H=——
i B Vs= 72, 2. F 1420, 42,7, ¢ = L= 15 jRCw = ICw?

1 1 |L 1 Lw
Ve S — Ws . = =— |—=|= =—2 alors :
S On pose alors : |wg 7ic et|Q RJC| RCawy _ ¢C
P Ho
H(w) = J w0 \2
i)
Qo \wy
)
2 1w )

W \? 2 Imy
Gain Guz = —10log (1 - (w_) + —(—) Phase ¢ = —Arctan (%> = —Arctan T)Z

Diagramme asymptotique

Q

{a)« W, {G

)
0 { W > wy G =~ —40log <—)
w K Quw, =0

w > Qw @o
° p~-n 2n](peR)

e SiQ< \/% le gain est inférieur a la valeur asymptotique

o Sj % < Q < 1, le gain est proche de la valeur asymptotique

e SiQ > 1, legain est supérieur a la valeur asymptotique (risque de surtension aux bornes de C)

A haute fréquence, le signal est atténué et le filtre se comporte comme un intégrateur :
Vs Wo\2 jw\? 1 d?Vs(t)
— ~ — 7  _ ~ Ve = ————=~ H,V.(t
H(w > wy) A Ho(w) = (wo) Vs = HoVg w2 de? oVe(t)



Gain Passe-bas 2°ordre

N Phase Passe-bas 2°ordre ©
20,202 log | — 10g<—)
Wy OT @ Wo

0,01 0,1 | 10 IOO 0,01 0,1 10 IOO
- ente a -40dB/dec

N

-60

-80 —TT —

—Q=10 ——0Q=1 Q=0.1

4. Filtres passe-haut d'ordre 1
Réalisation

Avec un pont diviseur de tension, ona:

|
|| p_ In o, _ Z¥e . JRCo 1
= = = = [ ——
ST ZntZc ET1+2Zp¥, F T % T 1+ jRCw OV Y T Re
Ve Vs "W
Ho]w_
H(ow) = C

14j-
w
Gain G,y = 201 @ — 2010g — 1010g |1+ () Ph =T a @
ain Gup = og ﬁ = ng_c - og|l+ (w—c) ase ¢ = 57 rctan (w—c)
1+ (w_c)
Diagramme asymptotique
G =~ 2010g£ G
o <K w, = nwc lw>>wc=>{
~ p=~0
$=7
Gain Passe-haut 1° ordre g <£ Phase Passe-haut 1° ordre
4 Gas We ¢

A
0,01 0,1 10 100

s

g 1 +—

pente & +20dB/dec 10 \pulsation de coupure 2
— 1 s

\ -20 W = W, +—

Gap = Gmax — 3dB
-30

-40 0,01 0,1 1

10 1(8
I . ) ) ) . log|—
= Gain réel = Gain asymptotique Gain asymptotique Gain reel We

A basse fréquence, le signal est atténué et le filtre se comporte comme un dérivateur :

Vs jw Hy dVg(t)
H(o K 0,) = V_zJHow_ = Vs = H, w_VE = Vs(t) » —
E c c

w, dt




signal d’entrée (valeur moyenne 0,1'V)

signal d’entrée (valeur moyenne 0,1V)
amplitude amplitude
05 07
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Doc. 38a. f = % : signal hors de la bande passante. Le signal de sortie n'est pas transmis. Il ne reste que des pics d'ampli-

tude 1V au niveau des discontinuités du signal créneau. b, f = fy : signal en limite de bande passante. Le signal est forte-
ment déformé. Sa valeur moyenne est nulle. Le signal correspondant au créneau conserve des discontinuités de 1 V du signal
d’entrée. ¢. f = 20 fy signal dans la bande passante. Le signal est voisin de la composante variable du signal d’entrée.

5. Filtres passe-haut d'ordre 2

Doc. 3%. f = '2%- Seuds les harmoniques de rang élevé sont atténués. lls créent Vimpuision d’amplitude 1V dans le cas du

céneau. b f = fy.Lacomposante continue esi éliminée et le fondamental est atténué. Le signal de sortie est trés déformé.

. f = 20fy . Seule la composante continue est éliminée. Le signal de sortie correspond a la composante variable du signal
d'entrée. Sa déformation est due au déphasage introduit par le filtre.

Réalisation
R Avec un pont diviseur de tension, on a :
V ZL V YCZL V H _LCO)Z
I = = — =
ST Zp+Zi+Ze F AN ZRY +Z,Y, F T T T 14 jRCw — LCw?
v.(1) L ys _ (2)2 H
A Loeto=2 5 dvient: |Hew) W/ °
VeC: Wg =—=¢€ =— |= llvient: w) = 7
| | °TVIC RC - 1+J_£_(£)2
Q wy Wo
c |l
2 w
. w w \?2 1 /w\? Qwy
Gain G, = 40log (—) —10log|{ 1 — (—) + —2(—> Phase ¢ = m — Arctan >
W O Q% \w, 1— (ﬂ)
Wo
Diagramme asymptotique
w
w K wy G~4010g(—) w > wy G=0
{w L Qwy @o {w » Qwy {go ~ 0

Gain Passe-haut 2° ordre

1 -
20 GdB 8 Wy
0,01 0,1 10 100
pente a +40dB/dec 20
-40
-60
-80
—Q=10 —Q-=1 Q=0.1

¢ ~m[2n] (p € RL)

Phase Passe-h%ut 2° ordre

— +1
+1r
2
0,01 01 i 0 10 100
W
log| —
—Q=10 ——Q=1 Q=01 Wo



e SiQ< % le gain est inférieur a la valeur asymptotique

o Si \/if < Q < 1, le gain est proche de la valeur asymptotique
e SiQ > 1, le gain est supérieur a la valeur asymptotique (risque de surtension aux bornes de L)
A basse fréquence, le signal est atténué et le filtre se comporte comme un dérivateur :
Vs w\? jw\? H, d?Vg(t)
Hw K wy) =—= —H (—) = Vs = H (—) Ve = V() = —
H( 0) vy 0 ©o s 0 wo E s(t) a)g dt?

6. Filtres passe-bande d'ordre 2

Réalisation
Avec un pont diviseur de tension, ona :

C
Z Y-Z iRCw
m_‘ v, = R v, = cZR V, = H = . J
In+7Z,+ 7, 1+ ZgYe + Z,Y, = 1+4jRCw — LCw?
Ve Ws

1 1 |L
AveC:wOZ\/T_CetQZE\/; il vient :

o,
H((l)) = Qwo ° = HO
- Jo (0N q4jo(L-%
j w

. 1 . } wy  wo |1 Quwy °
Si Q < -, lafonction de transfert est factorisable avec w,, = 5=+ — [—=—4, etona H(w) = 5 =
2 20~ 2 @ (1+/2)(1+/2)
wq OF)

On se ramene au produit de deux fonctions de transfert associée a un filtre passe-bas d'ordre 1 et passe-haut d'ordre 1 en cascade.

. , (@ Wo\? W W
Gain Gz = —10log|1+4+Q°|——— Phase ¢ = —Arctan| Q|———
Wy W Wy, W

Diagramme asymptotique : on pose w; = Qwg et w, = wy/Q

SiQ<1l: wy<wyg<wyetsi@Q>1: w, <wy<wy
) I
m Pour o « min(w,,w,) : G zZOlogw— et @ =7
1

mPourw=w,:G=0etp=0

m Pour w > max(w;, w,) : G = —2010gﬁ etp = I
w5 2
Gain Passe-bande 2° ordre |, (% Phase Pass%bande 2° ordre
Gap \@p —_— r
) > 2
10 100
N 0,01 0,1
pente a -20dB/dec

—Q=10 —Q=1 Q=0.1 — Q=10 —Q:l2 Q=0.1

A basse fréquence, le signal est atténué et le filtre se comporte comme un dérivateur :

Vs Hyjw Hy jw Hy, dVg(t)
H(w K =—x —— ~——V => V(t) =
H(w < o) v, 0 w, s 0 wo E s(0) Quw, dt
A haute fréquence, le signal est atténué et le filtre se comporte comme un intégrateur :
Vs Hyw jw dVs(t
Hw>» w)=—r—— = ]—QVS ~ HyVy = QdVs® HyVi(t)

Vg N 6jw Wy w, dt



Largeur de la bande passante a -3 dB

On définit la pulsation de coupure w, par :

w

ici Hya = 1,d"ou pour x = Loona:

1

0

1+Q2(x—%)

2

2
N 1 x 1
Ala fréquence de coupure : 1+Q2(x——) =2 =>Q(x——)=il xPto—-1=0 =xq,=%—-+ |—>+1
x Q : 20 ' 402
Do 1 Aw wy R
Doll:dx =xyp —Xyy=—=— = |[Aw=—=—
Q wy Q L
. . . ‘ ‘
Effet d'un filtre passe-bande sur un signal créneau V; de fréquence fg
& D é YREG
signal d’entrée (valcur moyenne 0,1 V) [ sigual Wenteée (valouis inoyerne 0,1Y) S8
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Doc.42a. f = ?:s[gnat hors de la bande passante. Le signal de sortie n’est pas transmis. Il ne reste que des oscillations

Doc. 41a. f

jz—-g : signal hors dans la bande passante. Le signal west pas transmis. Il ne reste que des pics d'amplitude voi-

sine de 1V au niveau des discontinuités du signal créneau. b, f = fo: signal dans la bande passante. Le signal de sortie
est déformé sauf au niveau des discontinuités du créneau, ot il ne présente pas de disconsinuités. Sa valeur moyenne est nulle.
¢. f = 20fy : signal hors de la bande passante. Le signal de sortie est d’amplitude négligeable.

de faible amplitude semblables & celles du régime pseudo-périodique amorti dons le cas du crénean,
b. f = fo: signel dans la bande passante. Le signal de sortie est sinusoidal de fréquence f.

e f = 20f,: signal hors de la bande passante. Le signal de sortie est quasiment nul.



