EM 4 : Equations de Maxwell et
energie du champ éelectromagneétique

A partir de ce chapitre, on sort du régime stationnaire et I'on considére que les champs dépendent, a priori, du point de

I'espace et du temps EM,t),B(M,t). De plus, on prendra en compte les interactions entre les deux formes électrique
et magnétique de I'électromagnétisme. Commencons par étudier les sources p(M,t) et j(M,t) du champ
électromagnétique.

I. Loi de conservation de la charge électrique

On observe expérimentalement que toute formation ou destruction de charge électrique par réaction chimique ou
nucléaire respecte une conservation de la charge par formation ou destruction de charge opposée (oxydoréduction,
radioactivité, ...) Ainsi, la charge dans une surface fermée ne peut varier que par un courant de charge traversant la
surface. Effectuons un bilan de charge pour exprimer cette loi de conservation.

1. Cas unidimensionnel

A partir d'un bilan de charge, on peut démontrer que : &

dp dj
(68 +=(x,6) = 0

2. Cas général

En généralisant, on obtient I'équation locale de conservation de la charge électrique :

9
a—’t’ (M, £) + divj(M,£) = 0

I1. Champ électromagnétique et équations de Maxwell

1. Définition du champ électromagnétique
Le champ électromagnétique est défini par son action sur une charge ponctuelle q.

Pour une charge q animée de la vitesse %, on a la force de Lorentz : (le champ dépend du référentiel R)

Few = q (Ejo(M, 6) + () ABjz(M, 1))

2. Equations de Maxwell

Le champ électromagnétique (E(M, t), B(M, t)) vérifie les quatre équations de Maxwell qui constituant le postulat de
bas de I'électromagnétisme :

. M, t . 0B(M,t
Maxwell-Gauss divE(M,t) = p(g ) Maxwell-Faraday rotE(M,t) = — %
0
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Maxwell-Thomson divB(M,t) =0 Maxwell-Ampére rot B(M,t) = uo | J(M,t) + &, 3t
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avec la permittivité diélectrique duvide ¢, = 3on 1077 F.m

1

la perméabilité magnétique du vide pu, = 47.1077 H.m™
Ces constantes sont reliées entre elles par en USL.

Vidéo pour les équations de Maxwell : https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE

3. Compatibilité avec la loi de conservation de la charge =
1



https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE

I11. Formes intégrales des équations de Maxwell

A l'aide des théorémes de Stokes et Ostrogradski (pas & savoir), on peut démontrer les formes intégrales en régime
variable des équations.

Théorémes de Green-Ostrogradski :
S étant une surface fermée, orientée vers l'extérieur et T le # A.dS = f J. f (divA)dr
volume intérieur a S s T

Théoréme de Stokes-Ampére : = L
C étant une courbe fermée, orientée (régle du tire-bouchon) et jg A.dt = f f (rot 4).dS
S la surface intérieure & C ¢ s

1. Théoréme de Gauss

Théoreme de Gauss en régime quelconque : &

¢E(t)=#f~d§:
)

Qint (t)

€o

2. Conservation du flux magnétique
Le champ magnétique est a flux conservatif : e () =0

3. Loi de Faraday

La circulation du champ électrique sur un contour fermé est liée a la force électromotrice (f.€.m. e) et au flux magnétique
par: &

S dd,(t
C’E(t)=3€E-d€=e=— ()
- dt

4. Théoreme d'Ampere généralisé

Le théoreme d'Ampere genéralisé : e

ddg(t)
dt

CB(t) = fﬁ cdt = Holentace + Ho€o
r

Par analogie avec la densité de courant j,on note : j; = &, la densité de courant de déplacement et

ddy

at

I; =& le courant de déplacement dii au variation du champ électrique dans le temps.

V. Champs statiques

1. Equations de Maxwell en régime stationnaire
En régime stationnaire, le champ et les sources sont indépendantes du temps, les équations de Maxwell sont alors :

(M.G.) divE(M)=p(8M) (M.F.) TotE(M)=0
0
(M.T.) divB(M) =0 (M.A.) rot B(M) = uoj(M)

Dans ce cas, les champs électriques et magnétiques ne sont plus couplés, le champ électrique ne dépend que des charges
p et le champ magnétique ne dépend que du courant j. On traite alors séparément les deux champs, E dans le cadre de

I'électrostatique avec le théoréeme de Gauss (et la loi de Coulomb) et B dans le cadre de la magnétostatique avec le
théoréme d'’Ampere.



2. Potentiel électrostatique

En utilisant les propriétés d'analyse vectorielle, comme on a rot £ (M) = 0, on en déduit I'existence d'une fonction
scalaire M +— V(M) telle que rot (grad V) = 0.

Déf : On pose alors|E = —grad V|avec V le potentiel électrique (le signe est conventionnel)

3. Equation de Poisson et équation de Laplace en électrostatique
En appliquant I'équation de Maxwell-Gauss au potentiel, on peut établir une relation entre le potentiel V et la charge :

div E = div(—grad V) = Eﬂ ordiv(grad V) =V - (VW) = V2V = AV
0
d'oul'équation de Poisson : AV +s£ =0
0

Dans une région de I'espace vide de charge, ona p(M) = 0, le potentiel vérifie alors I'équation de Laplace :
AV(M) =0

Cette équation a une grande importance physique car il s'agit d'une équation linéaire locale toujours vraie en I'absence
de charge, en imposant le potentiel au niveau des charges surfaciques d'un condensateur, on peut résoudre I'équation de

Laplace en tout point puis retrouver le champ E.
V. Approximation des regimes quasi-stationnaires

1. Equations de propagation du champ dans le vide

Dans un espace vide de source : p = 0 etj = 0, on peut démontrer que les champs E et B sont solutions de I'équation
de d'Alembert tridimensionnelle : &
L 10% L 10%B

E_C_Zﬁzo et de méme AB_C_szo

,,,,,,

En un point M, les champs électromagnétiques (E(M, t), B(M, t)) sont engendrés par des sources (p, ) en un point P

mais l'action n'est pas instantanée car la célérité c est finie et I'effet a I'instant t en M est d{, apres un temps de retard a
la propagation T = PM/c aux sources (p(P, t — 7),J(P, t — T)).

2. ARQS magnétique

Déf : Notons T I'échelle caractéristique de variation temporelle de la source (typiguement une période) et D I'échelle de
variation spatiale (typiquement la dimension d'un circuit électrique). L'approximation des régimes quasi-stationnaire
ARQS consiste a négliger le temps de propagation, ¢’est-a-dire :

D
r=2«T =[D<eT]

c
d'oll Dypax K €Tin = —— = 30 m cette condition est
min max

Exemple en électrocinétique : f,.x = 10 GHz =

respectée en général.
De plus, dans le cadre de I'ARQS magnétique, on considéere que les courants dominent les charges d'ou : [p ¢ < j|.

Equation de conservation de la charge

dp
Raisonnons en ordre de grandeur pour en déduire les conséquences : — + divj =0

dt
Idivy] ~ J = j cT



D'otl le terme de charge est négligeable, il reste en ARQS magnétique, le courant est & flux conservatif et
cela permet de démontrer la loi des nceuds.

Equations de Maxwell
Toujours en ordre de grandeur et en norme, I'équation de Maxwell-Faraday impose :

TotE 9B E.B_E D<< E < cB
=—— =~ = —~ —
ro ot DT BTS¢ TExC

Le champ dominant est donc magnétique (et ¢ permet de comparer des objets de dimensions différentes), et avec
I'équation de Maxwell-Ampére :

OE
1E
ot @r _ pE _ D*
[rotB| % " C2TB ~ c2T2

On peut alors simplifier I'équation de (M.A.) en rot B = u, J. Ainsi dans le cadre de I'ARQS magnétique, les calculs de
B par le théoréme d'Ampeére stationnaire (fil, bobine) restent valide tout comme les phénoménes d'induction magnétigue.

3. ARQS électrique*
Déf : on néglige encore le temps de propagation D <« ¢T mais les charges dominent les courants : j « p c.

Il n'est dés lors plus possible de simplifier I'équation de conservation de la charge et les termes électriques et magnétiques
doivent étre équivalents dans I'équation de Maxwell-Ampére donc :

7ot 5| OE B 1E B D
~ —_— s e =S = —
ro Hofogel =D 2T T ET e
mais alors pour I'équation de Maxwell-Faraday :

9B

— = B
dt| = DB 2
~L~ZZ % <1

Ainsi, dans le cadre de I'ARQS électrique, on a pour (M.F.) rot E =0 et le théoréme de Gauss de I'électrostatique reste
valide (capacité d'un condensateur, ...)

V1. Bilan d*énergie électromagnétique

Il a été vu en premiére année que I'on peut stocker de I'énergie sous forme magnétique dans une bobine (auto-induction)
et nous avons vu I'énergie électrique stockée dans un condensateur. Désormais, nous allons développer la notion
d'énergie associée au champ électromagnétique.

1. Puissance cédée par le champ aux charges

Charge ponctuelle en mouvement
Pour une particule de charge g de vitesse v soumises a la force de Lorentz, la puissance regue est :

Peum =E-ﬁ=q(E+17/\§)-17:qE-ﬁcarleproduitmixte(ﬁ/\ﬁ)-17=0

La puissance du terme magnétique de la force de Lorentz est nulle.

Densité de charge en mouvement
Pour une répartition en volume dg = pdV avec la densité de charge p, la mise en mouvement des charges crée un
courant j = pv, on a alors la puissance :

dPpy = dFpy - D=dqE -D=p¥-EdV=7-EdV

Ainsi, O 7+ E|en W.m™3 est la puissance volumique fournie au courant par le champ (ﬁ, §)

4



Remargue : pour un milieu possédant plusieurs porteurs de charge g; de vitesse v, et de densité volumique n;, on a la
densité de charges p = Y;n;q; et le courant J = Y; n;q; v, d'ou la puissance dans le volume dV :
P q J q

APy = ZniqidVE-F[ = <Z niqiﬁ’> -E dv =] -E dV, on retrouve ainsi : T =J-E

i i

2. ldentité de Poynting
On peut démontrer I'identité de Poynting : e

L= auEM L = — E)/\E)
div IT + = —J - E|avec|Il =
at Ho

Interprétation
- Le terme divII correspond au déplacement d'énergie électromagnétique, le vecteur de Poynting étant la
puissance surfacique du champ (E, §) qui est perpendiculaire a ces deux champs (cf. ondes EM).

- Le terme de dérivée de ugy, traduit la variation temporelle d'énergie électromagnétique stockée par les
champs avec ug), la densité d'énergie électromagnétique :

_1 E2+1BZ -3
UEm — 230 2’10 en].m

1
Elle comporte un terme électrique up = 3 goE? déja vu dans le condensateur et un terme magnétique

1 B2
Uy = 2 — qui est son analogue déja vu en 1°"® année.
Ho

- Leterme —j - E correspond & la production d'énergie s'il est positif, sa consommation sinon.

3. Bilan global

Pour une surface X fermée, fixe et orientée vers I'extérieur délimitant un volume Vs, on a, par intégration de l'identité de
Poynting :

B Ougy Green — R
ff diVl'IdV+f_U dV=—J:U E dv OstrogradskI#H dsS +— ﬂf uEMdV___Hf] E dv
Vs Vs ot Vs dt

On définit I'énergie électromagnétique Ugy, dans le volume Vs a l'instant ¢ par :

UEM(t):fffv upy (M, t)dV| en]

La puissance rayonnée a travers X vers l'extérieur ou flux de Poynting :

Pray =ﬂﬁ-d§=¢n en W
z

La puissance perdue par le champ électromagnétique dans X et cédée aux charges :

?Chargeszfﬂ j-EdV|enW
Vs

Le bilan global se réécrit alors comme :

dt

+ & = _?charges




VII1. Bilan énergétique dans un dipdle

1. Conducteur ohmique

Puissance cédée aux porteurs de charge

Un conducteur ohmique obéit a la loi d'Ohm j =yE (avec y ou ¢ la conductivité en S.m™1) et en géométrie
longitudinale, pour un volume V = S, la résistance est :

R ¢
=5
La densité volumique de puissance cédée par le champ aux charges est :
Pe i foypr LT I=jS=YES
v ETVEE =T =0 arl=jS=y

1’s¢ ¢
D’oul en intégrant sur le volume V,ona: Pp = =—J?> = |P, =RI?

La puissance dissipée par effet Joule s'identifie a la puissance cédée par le champ aux porteurs de charges.

Puissance rayonnée

On peut montrer que le flux de Poynting est : & |4, = RI?

En régime stationnaire et en ARQS magnétique, la puissance électromagnétique entrant dans le dip6le par rayonnement
est égale a la puissance transférée aux porteurs de charges.

En conséquence, il n'y a pas d'énergie électrique stockée dans la résistance (Ugy = cte).

2. Bobine

La puissance recue par le solénoide en tant que dipble électrocinétique est égale a la puissance entrant dans le solénoide
en électromagnétisme.

Analyse vectorielle

I'—Ot)(ﬁV) = 0 grad (V;.V;) = VgradV,+ VgradV;
div (rot 4) = 0 rot VA) = Vrotd+ (gradV)A4
div(gradv) = AV div(Vd) = VdivA+gradV.4
rot (rot4) = grad (divA) — AA div(A{Ady) = A, .Totd; —A;.rot4,

Démonstrations et notions a maitriser :
e Loi de conservation de la charge électrique
e Force de Lorentz
e Equations de Maxwell (formes locales et intégrales associées ainsi que les démonstrations)
o Définitions du potentiel électrostatique
e Equations de Poisson et de Laplace
e Equations de propagations des champs E et B dans le vide (d'Alembert)
e ARQS magnétique, simplification de I'équation de Maxwell-Ampere et courant j a flux conservatif
e Puissance cédée par le champ aux charges
e Identité de Poynting, vecteur de Poynting, densité d'énergie électromagnétique, forme globale
e Puissance dissipée par effet Joule
e Inductance propre et mutuelle




