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1 Probabilités

Exercice 1
1. (a) X compte le nombre de succés dans une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme

parameétre p, donc | X ~ B(n,p). | De méme | Y ~ B(n,p).

(b) P(X = i,Y = j) est la probabilité de I'union (disjointe) de toutes les successions de n lancers possibles
amenant i fois 1 et j fois 2. Chacun de ces lancers est de probabilité p'g?r"~(+7).

Remarquons tout d’abord que, ’pour i+n>n, P(X=4Y =j)=0. ‘

Supposons que i + j < n. Comptons maintenant le nombre de telles successions de lancers. On choisit

n

d’abord la place des 1 : on a (7}) choix. Puis, pour chacun de ces choix, on a ( j_ Z) maniére de choisir les

places de 2. Et ensuite les autres lancers sont des 3. Donc :

n\ (n—14\ . . L n! o o
) ) < P(X=1Y=9)= i gen—(it+y) — "™ g ’I’L—('L—‘,—j).
pour i +j <n, P( 1, J) (z)( j >pqr i!j!(n—(z’—kj)!pqr

(¢c) PX=n,Y=n)=0et P(X =n) x P(Y =n) # 0 donc ’ X et Y ne sont pas indépendantes.

2. (a) | X(©2) = N| (comme le nombre de lancers peut valoir n’importe quel entier naturel non nul, le nombre de 1

obtenus peut valoir n’importe quel entier naturel). Puis d’aprés la formule des probabilités totales appliquée
avec le systéme complet d’événements (N = n),¢n, on a :

P(X=1i) = Z P(N =n)Py_p(X =i) = e*Aﬁ <7Z)pi(1 -p)"
n=0 n=1 :

n=1>

’Donc X ~ P(p). ‘ Par un calcul analogue : | Y ~ P(Aq).

(b) De la méme maniére, en appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(N =n)pen, on a :

P(X=iY=j) = Y P(N=n)Py_n(X =4iY =)
n=0

ol A ! o
= Z (T Pl ) = .n—p”qu"_(“”) (question 1b)
i J ! )!

T
sl gHn—(i+j
_ N @ s i rm N (@
il ! W (=4 ) T
i J
= (pi/})ep)‘(q;\!)eq)‘ =PX=)PY =j)carr=1—(p+q)

Donc X et Y sont indépendantes. ‘
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Exercice 2 (Extrait de Partie IT de Centrale PSI 2015) Formule de Wald
A

1. Les variables X et Y étant indépendantes, pour toute fonction f les variables f(X) et f(X) le sont et on a
donc, sous réserve que les espérances existent E(f(X)f(Y)) = E(f(X))E(f(Y)). Avec la fonction x € N — ¢
(pour un réel quelconque ¢ fixé dans [—1,1]), on obtient (le cours nous indique que les espérances existent

toutes)
Gxiy(t) =EtXtY) = ENE(Y) = Gx (t)Gy (t)

2. Montrons par récurrence que la propriété « Gs, = (Gx)¥ »est vraie pour tout n € N*.
- Initialisation : 'hypothése est immédiatement vraie au rang 1.
- Hérédité : soit k > 1 tel que '’hypothése soit vraie aux rangs 1,...,k. D’aprés la question précédente
(et le résultat d’indépendance admis) la fonction génératrice de X7 + -+ - + Xi + Xg 1 = Sk + Xp41 est
Gs,Gx. En utilisant Phypothése de récurrence, elle vaut (G x ).
La propriété est aussi vraie au rang 0 puisque Gg, = 1 (S étant constante égale a 0) et que (Gx)° = 1.

3. (T = k)ren étant un systéme complet d’événements, on a
vn €N, P(S = P(( (T =k))
k=0

On en déduit que

Vte[-1,1], Gs(t) = ip(s = n)t" = i (i P((S =n) N (T = k))t”)

Comme on a I'égalité des événements (S =n)N(T = k) et (S =n)N(T = k) et comme Sy, et T sont admis
indépendants, on a alors

vte[-1,1], G Z(Z]P’ P(T = k)t )

On fixe K € N. On peut découper la somme intérieure en deux :

oo K
vte[-1,1], Gs(t) =) (ZIP’(Sk:n)IP( T = k)t" + Z P(Sy = n)P )t)

n=0 \k=0 k=K+1

oo o0 oo
Pour écrire Z(Un + Vo) = Z U, + Z Vi, il nous suffit (sachant que le membre de gauche existe) de
n=0 n=0 n=0
montrer que 'un des deux termes du membre de droite existe (I'autre existera alors fatalement). On écrit
(ici on a des sommes finies et donc pas de probléme)

N K
SN P(Sk=n)P(T = k)t Z(Zpskn ) P(T = k)

n=0 k=0 k=0

N
Z P(Sk = n)t" est le terme général d’une suite convergente de limite
n=0

s(t) = Gx(t)*. On a donc convergence ci-dessus (somme d’un nombre constant de suite convergente) et

oo K K
SN PSk =n)P(T = k)t"=> Gx(t)"P(T = k)
n=0 k=0 k=0

Avec tous ces arguments, on peut finalement écrire
K 00 00
Vte[-1,1], Gs(t) =Y _ Gx(t)'P(T =k) + Y ( > P(Sk=n)P(T = k)t")
k=0 n=0 \k=K+1

Remarque : la formule est valable pour t € [—1,1] et pas seulement t € [0, 1].
4. Onprend t € [0,1] et K € N. On a

V> K41, ¥neN, 0<P(Sy =n)P(T = k)t" < P(T = k)t"
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Comme Z(]P’(T = k)) converge (série positive de somme 1) on peut sommer pour k > K et obtenir

VneN, 0< Y P(S,=n)P(T = k)t" < ( Y P(T= k)) "
k=K+1 k=K+1

Comme ¢ € [0, 1], Z(t") converge et sa somme vaut 1 On en déduit que

+t
1 oo
0<Rx <—— Y P(T=k)

1-1¢
k=K+1

5. At €]0,1] fixé, la question précédente montre que Rx — 0 quand K — +00. On peut ainsi faire tendre K
vers +o0o dans II.A.3 pour obtenir

Gs(t) = i Gx()"P(T = k) = Gr(Gx(t)) = Gr o Gx(1)
k=0

Ceci n’est prouvé que pour ¢ € [0,1] mais le résultat prouvé en préliminaire indique que cela suffit pour

conclure que
GS = GT o GX

B Si Y est une variable d’espérance finie, on a E(Y) = G% (1). Ici, en supposant que les espérances existent, on a
(puisque Gx (1) =1)
E(S) = Gs(1) = G (Gx(1)).Gx (1) = E(T)E(X7)

C

1. SiY ~ P(A) alors pour tout n, P[Y =n] = e”‘—' et
n!

400 (/\t)k
vt e [-1,1], Gy(t) = e Z T e e
n=1 ’

2. Iei, T ~ P(A) et Vi, X; ~ B(a). S est alors le nombre d’insectes issus de la ponte. On a

vt € [-1,1], Gs(t) = Gr(Gx (1)) = Gr(1 — a+ at) = e ¥

et on conclut que | S ~ P(Aa)
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2 Algébre

Exercice 3 Questions préliminaires
1. Soit A € M, (R).
Pour tous (M, N) € M,(R)> et A\ € R, on a :

daA(AMM + N)=ANM+N)
= AAM + AN (distributivité dans M, (R))
= Apa(M) + ¢a(N)
TAAM + N) = Tr (A(\.M + N))
=Tr (\.AM + AN) (distributivité dans M,,(R))
= ATr(AM) + Tr(AN) (linéarité de Papplication trace)
= A7a(M) 4+ TA(N)
AWM + N) = ANM + N) — (\.M + N)A
=XNAM + AN — (A.MA+ NA) (distributivité & gauche et a droite dans M, (R))
=A(AM — MA)+ (AN — NA)
= Aya(M) +va(N).

Donc |les applications ¢4, T4 et 74 sont linéaires. ‘

2. Le R-espace vectoriel ’ M, (R) est de dimension n?. ‘

Si F et F sont deux espaces vectoriels, sur un méme corps K, de dimensions finies alors L(E, F') est de dimension
dim E x dim F. En particulier, on en déduit que £(E, K) est de dimension dim F donc : ’dim M, (R)* =n?|

3. Si E est un espace vectoriel de dimension finie n et si (ey,...,ex) est une famille libre de E alors il existe des
vecteurs ep41,...,e, de E tels que (eq,..., ek, €xt1,...,€n) soit une base de E.

Partie I : un exemple

1. La matrice A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux : 1 et 2.

Puisque A € M3(R) admet deux valeurs propres distinctes,

A est diagonalisable.

2. Le polynéme caractéristique de la matrice B est (X —1)*(X — 2)%

On en déduit que les valeurs propres sont 1 et 2 et les sous-espaces propres correspondants sont de dimension
au plus 2.

Tout d’abord, on remarque :

1 0 3 0\ /1 1 10 3 0\ /0 0
010 3|([o] (o o010 3|(t] (1
o002 oflofTlol ¢ oo 2 oflo]T]o
00 0 2/ \o 0 000 2/ \o 0

donc (1,0,0,0) et (0,1,0,0) sont deux vecteurs du sous-espace propre F; associé a la valeur propre 1. De plus
ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc forment une famille libre et on a vu que F; est de dimension
au plus 2 donc :

Ey = Vect ((1,0,0,0), (0,1,0,0)).

D’autre part, soit (z,y, z,t) € R*, on note F, le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 alors :

1 0 30 t t
01 0 3 vyl Y
(z,y,2,t) € By <= 00 2 0 s =2 .
0 0 0 2 t t
r+ 3z =2z
— y+3t=2y
22 =2z
2t =2t

r=3zety=3t

(x,y,2,t) = (32,3t,2,t)

(x,y,2,t) = 2.(3,0,1,0) + ¢.(0,3,0,1)
(z,y,2,t) € Vect ((3,0,1,0),(0,3,0,1)).

111e
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3.

1.

3.

(d) D’apres les questions 1.2 et 1.3.c,

De plus, les vecteurs (3,0,1,0) et (0,3,0,1) ne sont pas proportionnels donc forment une famille libre donc ils
forment une base de :
E, = Vect ((3,0,1,0), (0,3,0,1)).

Les calculs précédents montrent que Fy et F5 sont tous deux de dimension 2 ce qui correspond & la multiplicité
de la valeur propre correspondante donc ’ B est diagonalisable‘ est une base de vecteurs propres est constituée

par les vecteurs :

1(1,0,0,0), (0,1,0,0) ,(3,0,1,0) et (0,3,0,1).]

(a) On a:
M € My(R) < 3I(a,b,c,d) €R* /| M = (‘C‘ Z)
4 - 10 01 00 00
<= 3(a,b,c,d) eR* /| M = a. <O 0 +b. 0o o)T¢li o +d. 0 1
< J(a,b,c,d) €R* /| M = a.Fy; +b.Eyg + cEyy +d.Ea
~— M € VeCt(Ell,E127E21,E22)
ce qui signifie que & = (E11, F1a, E21, Ea2) est une famille génératrice de Mo (R) or cette famille contient
4 éléments et Mo(R) est de dimension 4 donc cette famille génératrice est également libre donc c’est
’une base de M2 (R). ‘
(b) On a:

[

donc ’ ba(Er) = B ‘

(0 2)(6 ¢
(02 o
)

(an)
=)

donc | ¢.4(E15) = Eis |,

o o
o

[an)
w
jan)

(o 3) (0
620

(c) Les relations précédentes montrent que ’B est la matrice de ¢4 dans la base £. ‘

donc ’ ¢A(E21) = 3E11 +2Ey ‘

(e}
[\)
e}

o O
s}
N—— — N~

0
0

w

)=
)=
)=
)=

donc ’ ¢A(E2) = 3E12 + 2E2 ‘

[\

¢4 est diagonalisable. ‘

Une base de vecteurs propres de B est constituée par les vecteurs :
(1’05070) ) (O? 17050) 7(3707 170) et (073?0? 1)

donc une base de vecteurs propres de ¢ 4 est constituée par les matrices :

’Eu , E1a, 3By + Eig et 3E12 + Ezz-‘

Partie II : réduction de I’endomorphisme ¢4

Soit M € M,,(R) non nulle telle que ¢4 (M) = AM ce qui signifie AM = AM puis (A — A1,)M = 0,.
Si la matrice A — A1, était inversible alors on en déduirait :

(A= AI,)""(A-\1,)M =0,, donc M =0,

ce qui contredit 'hypothése M non nulle.

Donc ’ la matrice A — A1, n’est pas inversible. ‘

. Si A est une valeur propre de ¢4 alors il existe M € M,,(R) non nulle telle que ¢4 (M) = AM.

D’aprés la question précédente, on en déduit que la matrice A — A1, n’est pas inversible donc que

’ A est une valeur propre de A.

Supposons que M soit la matrice dont la k° colonne est X et toutes les autres sont nulles, on note C1, ...
lesdites colonnes alors les colonnes de la matrice AM sont ACh, ..., AC,.

Si i # k alors le produit AC; est la colonne nulle.

Sinon, on a ACy, = AX donc ACy, = uX.

Donc AM est la matrice dont la k° colonne est uX et toutes les autres sont nulles donc AM = pM.
On a ¢p4(M) = pM et M est non nulle (puisque X est non nulle)

donc ’ M est un vecteur propre de ¢ 4. ‘
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4. D’aprés la question II.2, une valeur propre de ¢ 4 est une valeur propre de A.
D’aprés la question I1.3, une valeur propre de A est une valeur propre de ¢ 4.

On en déduit que ’ les valeurs propres de ¢4 sont celles de A. ‘

5. On suppose A diagonalisable alors A admet une base de vecteurs propres correspondant a des vecteurs colonnes
X1y, X5,
Pour tous i € [1,n] et j € [1,n], on note M; ; la matrice dont la j° colonne est X; et dont toutes autres colonnes
sont nulles.

D’aprés la question II.3, les matrices M; ; sont des vecteurs propres de ¢ 4.

De plus, considérons une combinaison linéaire nulle des matrices précédentes :

n n

Z Z )\i,jMi,j =0,.

i=1 j=1

En considérant la j¢ colonne, on peut écrire :

i AijXi = 0p1
i—1

or (X1,...,X,) est une base de M,, 1(R) donc Ay j,..., A, ; sont tous nuls.
Puisque j est quelconque entre 1 et 7, on en déduit que tous les ); ; sont nuls i.e. la famille des matrices M; ;
est libre or elle contient n? vecteurs ce qui correspond a la dimension de M., (R) donc c’est une base de M, (R).

Ainsi, ¢4 admet une base de vecteurs propres donc ’ ¢4 est diagonalisable. ‘
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Exercice 4 (inspiré de E3A PC 2013 et CCP PC 2009)

1. Si A est une matrice symétrique réelle de taille n, alors A est diagonalisable. De plus il existe alors une matrice
P orthogonal et une matrice D diagonale telles que P~*AP = 'PAP = D.

2. Soit (v7,--- ,vy,) une famille libre de E.
Alors il existe une unique famille orthonormale (e_f7 e ,e_n>) telle que :
vect(ef,--- ,ep) = vect(v7,- -, 0%)
Vk=1 n, —
<6k, vE) >0
k
V41 — Z<e_j>7vk+1>e_j>
N.B. : on peut ajouter la formule : e = =1

Vi1 — E €5, Vk+1)€j5

J
3. Soit S € S, (R). Soit A €Sp(S)et soit X un vecteur propre de S associé & A. Ainsi :

:
<—> —>>—>

EXSX = 'X(AX) = NtXX

Supposons que S € S;7(R). Par ailleurs : S € SF(R) = 'XSX >0= A'XX >0.O0r tXX > 0. Donc A > 0.
| Ainsi - S € SF(R) = A >0
De la méme maniére : comme X est un vecteur propre, X # 0 et donc

SeSTTMR)= 'XSX >0= A'XX >0.0r tXX >0. Donc A > 0.
| Ainsi : § € S7H(R) = A >0,

Réciproquement : Supposons que toutes les valeurs propres Aq,--- , A, de S sont positives ou nulles.
S étant symétrique réelle, il existe 3P € O, (R) telle que ‘PSP = D =Diag(A1, -+, \p).

)
Soit X € M, (R) et soit X' = "PX = | : |. (ainsi X = PX’).

x/

n

Alors 'XSX = Y(PX)SPX' = 'X''PSPX' = 'X'DX’ = Z A (2})? = 0 car les A\ sont positifs ou nuls.
k=1

| Ainsi Sp(S) € R* = S € S (R). |
De méme : si les A\, sont tous strictement positifs, alors *XSX > 0. Par ailleurs X # 0 = X’ # 0 car

X=PX'#0.Et X'#0=3Ji€[1;n], 2} #0et donc 'XSX =" Ap(2})? > 0.
k=1

| Ainsi Sp(S) C RY = 5 € 5/ (R). |

4. A= (_21 _11> . La matrice A est bien symétrique réelle. On calcule x4 (z) = ... = 22 — 3z + 1. On en déduit
3 5 3—-+5
que Sp(A) = { +2\f; 2\[} .

Or 3 > /5 car 9 > 5. Ainsi les deux valeurs propres de A sont strictement positives, donc d’aprés la question

3,| A e SFT(R).

-1 0 0
5. B=1[ 0 2 —1| . La matrice B est bien symétrique réelle. On calcule son polynéme caractéristique sans
0o -1 1
difficulté en développant par rapport & la premiére colonne :

xs(x) = (z 4+ 1)(2® — 3z + 1).

On calcule sans peine les racines de 2 — 3z 4 1 et on trouve : Sp(B) = {—1;3 + V53 — \/5}
Au moins une des valeurs propres de B est strictement négative, donc d’aprés la question 3,

’ B n’est pas symétrique positive. ‘

3 0 2
6. S=[0 2 0] est bien symétrique réelle.
2 0 3
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(a) Le calcul du polynome caractéristique ne pose pas de difficulté : on développe le déterminant par rapport a
la 2e colonne :

3—X 0 2
xsX) == 0 2-X 0 |=-@-X)[B-X)?-4]=(X-1)X-2)(X -5
2 0 3—-X
On résout sans difficulté le systéeme SX = X et l'on trouve
1 1 1
Ker(S — I3) =Vect 0 =Vect{ — 0
-1 V2 -1
0
La deuxiéme colonne de S nous permet d’affirmer que le vecteur 1 est vecteur propre de la matrice,
0

associé a la valeur propre 2. Et les valeurs propres sont toutes de multiplicité 1, donc les sous-espaces propres
sont de dimension 1.

0
Ainsi Ker(S — 2I3) =Vect 1
0
Enfin S est symétrique réelle, donc les sous-espaces propres sont orthogonaux. Donc le sous-espace propre
1
1
associé a la valeur propre 5, qui est de dimension 1, est engendré par le produit vectoriel ﬁ 0 A
-1
0 1 1
o) V2\1
V2 V2
5 V5 100
On pose donc P = 0 1 0 etlona: ‘PSP=(0 2 0] =D.
V2 0 V2 0 0 5
2 2

S € 8§ T(R) car S € S3(R) et toutes ses valeurs propres sont strictement positives (cf question 3).

(b) Pour déterminer T', on procéde par analyse et synthése.
— Supposons qu’il existe une matrice T € 7§++ telle que S = "T'T et notons cette matrice :

a d f
0 b e aveca > 0,b>0,¢>0
0 0 c
a=+3
a’®=3 d=0
ad =10 2v/3
g af =2 f==5
Onaalors: S="TT & =2 & b=
df +be=0 e=0
fP+e+2=3 7
c—=1/L
3

Ainsi, si T existe, elle est unique et vaut : T = 0 V2 0

— Réciproquement, la matrice T" ci dessus est bien un élément de 7g++ et vérifie S = T'T & cause des
équivalences établies dans ’analyse.
7. L’application ¢g est bien définie sur R™ x R" et a valeurs dans R.
ps est linéaire par rapport a chacune de ses variables d’aprés les régles du produit matriciel et de la
transposée.
@5 est symétrique car pg(X,Y) = “g(Y, X) et un réel est égal a sa transposée.
Comme S € ;I alors pour tout X € R", '’X,SX > 0 et donc @5 est positive.
Comme S € S alors pour tout X € R™\ {0}, *XSX > 0 et donc ¢g est définie positive.

g est donc un produit scalaire sur R™. ‘
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8. T,FT(R) € GL2(R). Eneffet, si T € 7,71 (R), alors son déterminant est égal au produit des coefficients diagonaux
(car T triangulaire). Or ceux-ci sont strictement positifs.

La matrice identité appartient & 7,7 (R), de maniére évidente.
Le produit de deux matrices triangulaires est triangulaire....

Soit T = (a Z;) € 7,77 (R). Calculons son inverse par la méthode du pivot.

b
b1 0 _Z b
<8 clo 1>N a 01 c Ll%LlffLQ
L0 ¢|0 1 ¢
1
Y E— 1 1
~ a f‘c L1<—*L1 et LQ(—*LQ
L 0 1 0 - a C

C

b

Ainsi l'inverse de T est fi€ | c’est bien une matrice triangulaire dont les coefficient diagonaux sont

S Q|+

c
strictement positifs.

9.(a) 'B="("AA) ='A"(*A) = B donc ’ B est symétrique. ‘

(b) Soit A € Sp(B) et z € R™ un vecteur propre associé, on a donc Bx = Az. Calculons :

|Az|? = (Az|Az) = (2|'AAz) = (z|Bz) = (z|\z) = A||z|?

| Az

Comme z est un vecteur propre, il est non nul et A = 2 =
x

(¢) On procéde par double implication :
— Si A€ GL,(R) alors ‘A aussi et donc B aussi par produit.
Ainsi 0 ¢ Sp(B) d’'ott Sp(B) C R™™.
— Réciproquement, si Sp(B) C R, alors B est inversible. De plus I,, = B"'B = B~!.'AA, ce qui assure
Iinversibilité de A (car B~! - A et A sont des matrices carrées)
On a montré que A € GL,(R) < Sp(B) C R™ et, comme B € S,,(R), on a le résultat annoncé

10. (a) Soit S € S,,(R). On suppose que 3T € 7, (R) tel que S = ‘TT.

TeT,T(R) =T € Gl,(R) car T triangulaire et ses coefficients diagonaux sont # 0
= S € Gl,(R) d’apres 9¢

(b) On suppose que "Th'T) = "T,Ts.

i. D’aprés la question 8, A € 7,7T(R), donc ses coefficients diagonaux sont donc strictement positifs.
D’autre part :

T =TT, =T, (Tz)il = (27111)71 Ty = t(TQTfl) .

Encore d’aprés la question 8, 1577 le 7,77 (R) de sorte que sa transposée est triangulaire inférieure. La
matrice A est donc triangulaire supérieure et inférieure donc

ToTy ! est diagonale.

ii. A% ="'AA car A est diagonale. Donc
A? = t(Tl (Tz)*l) Ty (T3) "
—t (Tl (TQ)_1> Y(ToT7 ") d’apres le caleul de la question précédente

(L17) (Tl (T2)71) =T, (T,'T) T, ' =TTy ' = .

iii. A=Diag(dy,--- ,d,) est diagonale, donc A? =Diag(d3,--- ,d>) = I,,.
Donc Vi€ [1;n], d; = £1.
Or A € 7,7 (R) d’aprés 10.b.(i). Donc ses coefficients diagonaux sont positifs. Ainsi A = I,,.

Ainsi A =T; (Tg)il = I,,. D’ou, en multipliant & droite par 75, on obtient :
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(¢) i

ii.

On suppose que S € S;71(R) et on considére pg le produit scalaire défini dans la question 77 : pg(X,Y) =
LXSY.

Soit b= (€1, ,e,) la base canonique de R" et b’ = (v1,- -+ ,v,) la base de R obtenue a partir de b en
utilisant le théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour le produit scalaire pg.

On note T' la matrice de passage de la base b' a la base b : si on note T' = (tij)(; jyeq1,np2s alors

Vie[l;n], e= Ztkjvk.
k=1

D’aprés le procédé d’orthonormalisation de Schmidt on sait que :
e Pour tout 7 € [1; n], Vect(eq,...,e;) = Vect(v1,...,v;). Ainsi T' est triangulaire supérieure.
e Pour tout j € [1; n], le produit scalaire ¢g(ej,v;) est strictement positif. Calculons ce produit
scalaire :

n

n
wvs(e;,vj) = s <Z tkjvkmj) = Ztkjgog (vg,vj) car le produit scalaire est bilinéaire
k=1 k=1

=t;; car pg (Ug,v;) = dk; (symbole de Kronecker)

Ainsi pour tout j € [1; n], t;; > 0.

Les deux conditions précédentes permettent d’affirmer que | T € 7,77 (R).

Soit (X,Y) € (Mn1(R))>. Alors pg(X,Y) = ‘XSY.

On pose X' =TX et Y =TY, ce qui revient & poser X = PX’ et Y = PY’ ou P = T~ ! est la matrice
de passage de la base b & la base b'.

Alors pg(X,Y) = 'XSY = Y(PX')SPY’ = 'X' {PSPY’.

Or la j-éme colone de P contient les coordonnées de b' dans la base canonique, c’est a dire v;. Donc
le terme m;; qui est & la i-éme ligne et j-éme colonne de 'PSP vaut ‘v;Sv; = pg(vi,v;) = &;; par
construction de la base b'.

Ainsi PSP =1,

Or P =T~ ! Donc légalité ci-dessus devient : t(Tfl)ST*1 = I,,. En multipliant a gauche par T et a

droite par T, on obtient :

N.B. : rappelons que ‘(T71) = (')~
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3 Analyse
Exercice 5

1
1. |un| ~ SV Donc d’aprés les théorémes de comparaison des séries a termes positifs, E || et
n—oo n

1 1 1
Z Ve sont de méme nature. Or Z - diverge (série harmonique) donc Z o diverge et donc

g uy, n’est pas absolument convergente.

1 Pntl 1 1
2. / A" dt = [ } = d’ou le résultat.
0 g An+1

An+1
N N 1
3. Posons Sy = ;Un = ;(—1)” Yy C’est une somme finie, donc par linéarité de l'intégrale :
1 N 1 A\n+1
1-(=t)
Sy = / tAdt = / —————dt
0 nz:% 0 1+t
1 1 (JAVN+1
dt t
_ / +(_1)N/ (Gl
o L+tA o 1+tA
(t)\)N+1

1
Posons Ry = (fl)N/ dt. 11 s’agit en fait de montrer que A}im Ry =0.Or
0 — 00

1L+t

1
< AN+1) gy _
O\|RNH/O t W= N1 vt

1
dt
donc par encadrement : ngnoo Ry =0, ce qui signifie que A}gnoo SN = /0 T

= (—)n bodt
4. Pour A =1, on obtient & partir de la question précédente : Z ( +)1 = / 1 = In(2).
n 0

n=0
2 (=) bt
Pour A = 2, on obtient de méme : T;) 2(n _: 1= /O = [Arctan(g;)](l) =T7/4.
1 1
ap = m W 92 donc par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z an

5, qui est convergente (série de Riemann).

est de méme nature que Z 3
n

En faisant un calcul classique, on trouve que :

2 12 2 (1 1
T+l n+l 2+l 2+l \2n+1l 2m+2)

Donciv:a :2% ! — 1 =2 i 1 —i ! :22§1 (=" On trouve une suite
v " o n+1 2n+2 n:o2n+1 n:OZn—i—Q ~ n+1"

(=1
n+1

extraite de la suite des sommes partielles de la série Z qui converge donc vers In(2) d’aprés le début

de cette question.
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Exercice 6 (extrait de E3A PC 1 2015)

. . . . T
1. (a) La fonction ¢ — tant est continue, strictement croissante de | — 5 5[ sur | — 0o, +o00].
Elle établit donc une bijection et admet ainsi une fonction réciproque, notée Arctan, donc définie de | —
00, +oof sur | — g, g[ également continue et strictement croissante.
1
En utilisant la formule (1) (z) = ——————, on obtient :
(f7) (@ fof ()
Vz € R Arctan’(x) !
x rctan’ (z
1422

Comme la fonction tan, Arctan est une fonction impaire,
donc si & > 0, Arctan(—z) = —Arctan(z). On va faire I’étude sur R.
Par addition, la fonction x + f(z) = Arctan(x) — = est de classe C*,

1 —z2

V:B>O, f/(.':C):1—"_732271:1_1:2

<0

f est donc décroissante sur Ry, Vo > 0, f(x) < f(0) = Arctan0 — 0 = 0.
Ainsi, Vx > 0, |Arctan(x)| = Arctanz < = = |2/, puis en exploitant l'imparité :
Vo € R, |Arctan(z)| < |z|.

(b) Size]— g, g[, g(x) = Arctan(tan(z)) = x.

m™ 3T T
—, —, alors tanz = tan(z — ), avec x — 7w €] — 5 5[,

et dans ce cas, g(z) = Arctan(tan(z)) = Arctan(tan(z — 7)) =z — .

Mais si x €]

24

-24

(c) 9 est I'addition de deux fonctions de classe C* sur R, elle est de classe C' sur R.
Pour tout réel x > 0,

1 _1

W) = o + 2

(@) 1+22 1+ ;12

Donc 9 est constante sur R’ .

1
En outre (1) = 2Arctan(1l) = 2%. Donc Vz > 0, Arctan(z) + Arctan— = g
x

(d) Connaissant, le DSE de la fraction rationnelle (limite de la série géométrique), on a :

“+o0

1 n n

Vo €] - 1,1], T = (-1)"a?
n=0

Par le théoréme d’intégration terme a terme d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence :

+

Ve el —1,1], Arctan(x) — Arctan(0) = Arctan(x) = Z 2(;2 1x2"+1

n=0

2. (a) La fonction Arctan admet un développement en série entiére de rayon 1.

Arctan(z)

La fonction h : z — est continue en 0 (en effet : Arctan(z) ~ x).

= (_1)77. 2n
On a donc pour tout = €] — 1,1[, h(z) = Z i1

n=0
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(b) Une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence, donc h est de classe C* sur

1
] — 1,1[. Pour l'extension sur R, on utilisera le fait simple que x — — et x — Arctan(z) sont de classe C*°
x

sur R*.
Par réunion : h est de classe C*° sur R

La fonction h est continue sur R, puisqu’elle est de classe C*.

On applique le théoréme fondamental : h admet une primitive qui s’annule en 0 et qui est de classe C* sur

R.
C’est la fonction H, avec H' = h

Par composition, la fonction G est également de classe C* sur R%.
Et pour tout z > 0,

T
-1 1 —1.1 —Arctan% Arctan(r) + 3

Ce =g Q=)= =

Et comme G(1) = H(1), on a donc Vx > 0, H(x) = G(z) + gln(x)

“+oo
N =D
Pour tout z €] — 1,1[, h(z) = T;) o1
séries entiéres, on a :
+oo
Vo €] —1,1[, H(z) — H(0) = H(z) = ) |

et par suite

+oo
v €] - 1100}, fa) = T — 5

n=0

@2n+1)2"

22", donc par le théoréme d’intégration terme a terme pour les

et la valeur de cette série entiére en 0 est justement 1=f(0). Donc f est bien développable en série entiére sur

1
]—1,1] et donc de classe C* sur cet intervalle. Par ailleurs, comme H est de classe C*° sur R et z — — est de

x
classe C* sur R*, par produit de fonctions de classe C*°, f est de classe C* sur R*. Par union (recollement),

f est de classe C*™ sur R

Pour tout x > 0,

1
2

D’aprés la premiére question, pour tout x € R,

|tx]
S +1)

Arctan(tx)
t(t2 +1)

Or la fonction « : ¢t — (t2|i| 0

i

(oo}
a(t) ~ =, donc par comparaison d’intégrales impropres de fonctions positives, a(t)dt et /

too $27

sont de méme nature, et cette derniére intégrale est convergente (Riemann)

En outre, Vx € R, ¢(—z) = —p(z), car Arctan est impaire.

Appliquons un théoréme d’intégrale & paramétre.
Arctan(xt)
t(1 +t2)
— Soit t € Ry. L’application = — @(x,t) est de classe C' sur R.
0p 1

%m“jwmm+mw

— Soit x € R. L’application ¢ — est continue.
bP 1+ )1+ (tz)?)

Notons @ : R x Ry — R, (x,t) —

Et pour tout t e R, x € R,

f (m) —2H (i) — 2G(z) = 2H(z) — “2in(@) = 22f(z) — “2In(z)

1
. Donc ¢ est bien défi

est intégrable sur R*. En effet, elle est continue et positive sur RT et

* |z

t—th

nie sur R.
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0p 1

— Et tout t € R ER, |=—(x,t)| < .

pour tou 4 T D (z )' 5

1
Ortrs —— v est intégrable sur RT.
Les hypothéses sont donc vérifiées,
e 1
donc ¢ est de classe C* sur R et Yz € R, ¢/(z) = / dt
4 2@ = | aTE T @)

Pour z # 1, on utilise 1’égalité donnée dans 1’énoncé (et vérifiée simplement) :

1 +oo 1 ZCQ “+oo T
"(z) = —— dt — / dt
¢ (@) 17172/0 129 12 ), 1+ra2e

Pour la seconde intégrale, on fait le changement de variable linéaire (donc licite) u Loy (x >0)
x

+oo _
¢ (x) = [Arctan(t)]aroC _ " / 1 du = l—zm _ T
0

1— 22 1— 22 1+ u? 1—222 2(1+x)

Par ailleurs, ¢ est de classe C* d’apreb la question précédente, donc ¢’ est continue, en particulier en z = 1

s
lim —— ="
et donc ¢'(1) = ;12(14_%) 1

(c) ¢ étant continue, on a

o(z) = (0) + /Oz o' (t)dt = g In(1 + x)

(d) A partir de la définition de ¢, faisons le changement de variable donné par [0, g[—> Ry, 60— tanf =t. Le
changement de variable est licite car de classe C! sur [0, g[ et réalise une bijection strictement croissante de
[0, g[ vers RT.
On a alors, puisque la dérivée de tan est ¢ +— 1 + tan?(¢)(> 0)

/2

/O / Arctir;ligtan(?) 40 = K(z)
Donc K est bien définie sur R et K(x) = gl n(1l+ xz).
Et doncen x =1,

- [ Artelintlag [ Gt

Faisons alors une intégration par parties avec u(6) = 6 et v(6) = In(sin 6).
Ce sont des fonctions de classe C' sur 0, g[ et u'(0) =1,2'(0) = Z)jz
L’intégration par parties est permises, car le crochet [11,((9)1}(0)]3/2 = gln 1 — 0 converge.

Donc

/2
gln(2) = K(1) = —/ 1 % In(sin 0)do
0
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4 Algébre et Analyse

Exercice 7
F(z)
T

1. Pour f € E, notons F sa primitive qui s’annule en 0, & savoir F(z) = / f(t)dt. On a slors T(f)(z) =
0

pour = > 0 donc la fonction T'(f) est continue sur [0, +o0].

F(x;:g(o) = Ff) = F'(0) = f(0) = 0 car f € E. Donc lim T(f)(z) =

T(f)(0) = 0. On en déduit que T(f) est aussi continue en 0, et comme T'(f)(0) = 0, on a bien T'(f) € E.

2. On a déja vu que T est a valeurs dans E. Par ailleurs, T(f + Ag)(z) = T(f)(x) + AT (g)(z) pour = > 0 par
linéarité de l'intégration et T'(f + Ag)(0) = 0 = T'(f)(0) + AT'(g)(0).

Donc |T € L(E).
Par ailleurs f €Ker(T) = F = 0 sur |0, +oo[= F’' = 0 sur |0, +oo[= f est constante sur ]0, +o0.

Par ailleurs f étant continue en 0, la constante est égale f est aussi la limite en 0, qui vaut f(0) = 0. Donc f
est nulle sur [0, +o0].

’ Conclusion : Ker(T) = {0} donc T est injectif. ‘

Par ailleurs, F' = f donc

3.(a) On a une équation différentielle linéaire homogeéne du ler ordre qui s’écrit aussi :

A—1
’

- :0
Yy + o Yy

donc la solution générale est de la forme :

A—1

y(x) = K exp (_ ln(m|)) = K exp (

1—X
ln(x)> =Kz > oun KeR

(b) On sait que lir% % =0 <= a = 0. Donc les solutions de (E)) admettent toutes une limite nulle en 0 si
T—

1= s
et seulement si S 0 c’est a dire lorsque | A €]0, 1].

(¢) Tout d’abord, 0 n’est pas valeur propre de T' car T est injectif (cf question 2).

Soit A une valeur propre de T' et f un vecteur propre associé. Alors A # 0. Puis

T(f)=Mf Vo >0, T(f)(z) = Af(z) c'est & dire f(z) =
f est dérivable sur |0, +oo] et Vo > 0, F(z) = A\ f(z)
[ est dérivable sur |0, +oo[ et Vz > 0, F'(z) = f(z) = A\f(z) + A\ f' ()

Vo >0, f(x):Kac% ou K € Ret A €]0,1] car ligrlfzo

Fz)

Gl

Conclusion partielle : si A est une valeur propre de T, alors A €]0, 1] et les vecteurs propres associés sont
vérifient : .

JK € Rtel que Vo > 0, f(z) = Kz ™>

Réciproquement : Soit A €]0, 1] et soit f définie par : f(0) = 0 et pour x > 0, f(x) = Kz'> ou K € R.
Alors : f est continue en 0 et véfinie bien f(0) =0 donc f € E.

x

1 [ 1
Par ailleurs : pour x > 0, on a : T(f)(z) = f/ txldt = [Atl/x} =3l = Af(z) donc f est bien
T Jo

x 0
vecteur propre associé a A (sachant qu’on a trivialement T'(f)(0) = Af(0)).
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5 Algébre et probabilités

Exercice 8 (extrait de E3A PSI 2018 mathématiques 1)
1. Soit F un ensemble a n éléments et soit Py (F) 'ensemble des parties de E qui sont de cardinal k.

Alors P(E) = U Pr(E) et cette union est disjointe.
k=0

Donc Card(P(E) = ZCard(Pk (E), c’est a dire | 2" = Z (Z)

k=0 k=0

2. Les événements A; ; = [X =4 N[Y = j], pour (4,j) € [1; n+1 ]?, forment un systéme complet d’événements,
=1.

donc Z P(4; ;)
(6.3)€lL;n+1]?
Or d’aprés la question 1 :

> ]P’(Ai,j)ZTi“ila(inl)(jnl)=a§<inl)§(jnl>:a4”.

(i,5)€ll; n+1]? i=1 j=1 i=1 j=1

1
D = —.
onc o I

3. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([Y = j]) e[1;n+1], tous
de probabilité non nulle et I’on obtient :

; . _ ,n—H _ o (i:ll) = n _ (i:ll)
Vze[[l,n—i—l]],]P’(X_z)_ZIF’([X_Z]D[Y_]])_ I Z is1) =T
Par symétrie, Vj € [1; n+1], P(Y = j) = (f;l).

AinsiV(i,j) e [L;n+1]5 P(X =i N[Y = j])~

’Les variables X et Y sont donc indépendantes. ‘
4. La variable Z = X — 1 est a valeurs dans [0; n] et

VEke[0;n], P(Z_k)_P(X—k+1)—<Z)1.

1
Donc Z ~ B(n, 5) En particulier, E(Z) = % et V(2) =

~) 3

n
5 + 1|, et par la formule donnant la variance

On en déduit par linéarité de 'espérance que | E(X) =E(Z) + 1=

d’une transformation affine que |V(X) =V(Z) = 1

5. Par définition des coefficients binomiaux, les parties de A de cardinal 7 sont au nombre de <p + q).
r

Partitionnons A en deux parties A; et As de cardinal p et ¢ respectivement.

Pour tout k € [0; ], le nombre de parties de A de cardinal r et comportant exactement k éléments de A,
p q
k)\r—k
constitués d’une partie de Ay de cardinal k et d’une partie de Ay de cardinal r — k.

(et donc r — k éléments de As) est égal a , puisqu’il y a autant de telles parties que de couples

T
Ainsi, la somme Z <Z> < q k‘) est égale au nombre total de parties de A de cardinal r.
r—
k=0
L’égalité demandée résulte de la comparaison des résultats des deux points précédents.

n n 2
2
ot casp = = r = o gt o5 dome 35 (1) (") = 32 (7) = (7). e () =
n — n

k=0 k=0
n
n—=k)

7. (a) Les colonnes de la matrice B sont toutes non nulles et proportionnelles a la colonne des coefficients binomiaux

(. n1> pour 1 <i < n+ 1, donc rg(B) = 1.
i—

n+1 1 n+1 n 2
(b) OnaTr(B):ZP([XZi]m[Y:iD:4nz<i_1) -
i=1 =1

)

4’!L

par 6.



