
CCP PC 2019 - Corrigé

Exercice 1 : Polynôme de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

Partie I - Produit scalaire sur Rn[X]

I.1 - Généralités

1. • t 7→ P (t)Q(t)e−t est continue sur [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
• t 7→ P (t)Q(t)e−t est continue sur [1,+∞[.

P (t)Q(t)e−t = O
t→+∞

(
1

t2

)
par croissances comparées.

Or t 7→ 1

t2
est intégrable sur [1,+∞[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, t 7→ P (t)Q(t)e−t est intégrable sur

[1,+∞[.
t 7→ P (t)Q(t)e−t est donc intégrable sur R+, donc, en particulier, l'intégrale dé�nissant (P |Q) est convergente

2. • L'application (.|.) est bien dé�nie à valeurs dans R.
• Pour tout (P,Q) ∈ Rn[X]2,

(P |Q) =

∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt =

∫ +∞

0

Q(t)P (t)e−tdt = (Q|P ),

donc (.|.) est symétrique.
• Pour tout (P,Q,R) ∈ Rn[X]3, pour tout λ ∈ R,

(λP +Q|R) =

∫ +∞

0

(λP (t) +Q(t))R(t)e−tdt

= λ

∫ +∞

0

P (t)R(t)e−tdt+

∫ +∞

0

Q(t)R(t)e−tdt (par linéarité de l'intégrale convergente)

= λ(P |R) + (Q|R),

donc (.|.) est linéaire à gauche.
• (.|.) est linéaire à gauche et symétrique, donc bilinéaire.
• Pour tout P ∈ Rn[X], pour tout t ∈ R+, P

2(t)e−t ≥ 0.
D'où, par positivité de l'intégrale (qui converge et "+∞ > 0"), on a :

(P |P ) =

∫ +∞

0

P 2(t)e−tdt ≥ 0.

(.|.) est donc positif.

• En�n, pour tout P ∈ Rn[X], si (P |P ) = 0, alors

∫ +∞

0

P 2(t)e−tdt = 0.

Or t 7→ P 2(t)e−t est continue et positive sur R+, "0 < +∞" et

∫ +∞

0

P 2(t)e−tdt converge, donc pour tout t ∈ R+,

P 2(t)e−t = 0, et donc P 2(t) = 0, puis P (t) = 0.
Le polynôme P a donc une in�nité de racines (tous les éléments de R+), donc P = 0.
(.|.) est donc bien dé�ni.
• (.|.) dé�nit donc bien un produit scalaire sur Rn[X].

I.2 - Calcul d'un produit scalaire

3. Posons u(t) = tk, u′(t) = ktk−1, v′(t) = e−t, v(t) = −e−t.
u et v sont de classe C1 sur [0,+∞[.
u(t)v(t) = −tke−t →

t→+∞
0 par croissances comparées.

En�n, les deux intégrales

∫ +∞

0

u(t)v′(t)dt et

∫ +∞

0

u′(t)v(t)dt sont convergentes.

On peut donc intégrer par parties et on a :∫ +∞

0

tke−tdt = [−tke−t]+∞0 +

∫ +∞

0

ktk−1e−tdt

= 0 + k

∫ +∞

0

tk−1e−tdt.
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4. Montrons par récurrence que, pour tout k ∈ [[0, n]], (Xk|1) = k! (HRk)

Initialisation : Pour k = 0, (X0|1) = (1|1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1 (cours), donc on a bien HR0.

Hérédité : Soit k ∈ [[0, n− 1]] et supposons HRk véri�ée.
Alors, d'après la question précédente, comme k + 1 ∈ [[1, n]], on a

(Xk+1|1) =

∫ +∞

0

tk+1e−tdt = (k + 1)

∫ +∞

0

tke−tdt = (k + 1)(Xk|1) =
HRk

(k + 1)k! = (k + 1)!.

On a bien HRk+1.
Conclusion : D'où, par récurrence, pour tout k ∈ [[0, n]], (Xk|1) = k!.

Partie II - Construction d'une base orthogonale

II.1 - Propriétés de l'application α

5. • Pour tout P ∈ Rn[X], α(P ) = XP ′′ + (1−X)P ′ est un polynôme.
De plus, comme deg(P ′) ≤ deg(P )− 1 ≤ n− 1 et deg(P ′′) ≤ n− 2, on a

deg(α(P )) ≤ max(deg(XP ′′),deg((1−X)P ′)) ≤ max(1 + n− 2, 1 + n− 1) ≤ n,

donc α(P ) ∈ Rn[X]. On a donc α : Rn[X]→ Rn[X].
• De plus, pour tout (P,Q) ∈ Rn[X]2, pour tout λ ∈ R,

α(λP +Q) = X(λP +Q)′′ + (1−X)(λP +Q)′

= X(λP ′′ +Q′′) + (1−X)(λP ′ +Q′) (par linéarité de la dérivation)

= λXP ′′ +XQ′′ + λ(1−X)P ′ + (1−X)Q′ = λ(XP ′′ + (1−X)P ′) + (XQ′′ + (1−X)Q′)

= λα(P ) + α(Q),

donc α est une application linéaire.
• α est donc bien un endomorphisme de Rn[X].

6. On a α(1) = X(1)′′ + (1−X)(1)′ = 0, α(X) = X(X)′′ + (1−X)(X)′ = 1−X et, pour tout k ∈ [[2, n]],

α(Xk) = X(Xk)′′ + (1−X)(Xk)′ = Xk(k − 1)Xk−2 + (1−X)kXk−1 = −kXk + k2Xk−1.

Rq : On remarque que cette formule est encore valable pour k = 1, donc on a,

∀k ∈ [[1, n]], α(Xk) = −kXk + k2Xk−1 et α(1) = 0.

On a donc

Mat(1,X,...,Xn)(α) = Mat(1,...,Xn)(α(1), . . . , α(Xn)) =



0 1 0 · · · 0

0 −1 22
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . −(n− 1) n2

0 · · · · · · 0 −n


.

7. Comme Mat(1,X,...,Xn)(α) est triangulaire supérieure, son spectre se lit sur la diagonale. On a donc

Sp(α) = Sp
(
Mat(1,X,...,Xn)(α)

)
= {−k|k ∈ [[0, n]]}.

II.Vecteurs propres de l'application α

On �xe un entier k ∈ [[0, n]].

8. Comme α est un endomorphisme de Rn[X] ayant n+ 1 valeurs propres, toutes ces valeurs propres sont simples.
−k est donc valeur propre simple de α, donc dimE−k(α) = dim(ker(α+ kIdRn[X])) = 1.

9. • Soit (Qk) une base de ker(α+ kIdRn[X]) avec Qk 6= 0.
Notons a le coe�cient dominant de Qk (non nul car Qk 6= 0).

Alors Pk =
1

a
Qk est un polynôme ayant un coe�cient dominant égal à 1.

De plus, Pk =
1

a
Qk ∈ Vect(Qk) = ker(α+ kIdRn[X]), donc

(α+ kIdRn[X])(Pk) = 0⇔ α(Pk) + kPk = 0⇔ α(Pk) = −kPk.

Il existe donc bien un polynôme Pk ∈ Rn[X], de coe�cient dominant égal à 1, véri�ant α(Pk) = −kPk.
• Supposons qu'il existe un autre polynôme Rk ∈ Rn[X], de coe�cient dominant égal à 1, véri�ant α(Pk) = −kPk.
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Alors Rk ∈ ker(α+ kIdRn[X]) = Vect(Qk) = Vect

(
1

a
Qk

)
= Vect(Pk), donc il existe λ ∈ R tel que Rk = λPk.

De plus, les deux polynômes Pk et Rk ont le même coe�cient dominant (1), donc λ = 1, et, par suite, Rk = Pk. On a
donc bien l'unicité.
• Il existe donc bien un unique polynôme Pk ∈ Rn[X], de coe�cient dominant égal à 1, véri�ant α(Pk) = −kPk.

10. Soit d le degré de Pk, avec d ∈ [[0, n]] car Pk est non nul et Pk ∈ Rn[X].

Il existe donc (a0, . . . , ad) ∈ Rd+1 tels que Pk =

d∑
i=0

aiX
i (et ad = 1).

Alors on a :

α(Pk) =

d∑
i=0

aiα(Xi) (par linéarité de α)

= 0 +

d∑
i=1

ai
(
−iXi + i2Xi−1) (d'après la question 6)

=

d∑
i=1

−iaiXi +

d∑
i=0

aii
2Xi−1.

Comme on a par ailleurs α(Pk) = −kPk (car Pk ∈ ker(α + kIdRn[X])), on obtient, en identi�ant les coe�cients
dominants :

−dad = −kad ⇔
ad=1

−d = −k ⇔ d = k,

donc Pk est de degré k.

11. • On a α(1) = 0 = −0(1) et le coe�cient dominant de 1 est 1, donc, par unicité de P0, on a P0 = 1.
• On a α(X) = −X + 1, donc α(X − 1) = α(X)−α(1) = −X + 1 + 0 = −(X − 1), et le coe�cient dominant de X − 1
est 1, donc, par unicité de P1, on a P1 = X − 1.
• Le coe�cient dominant de X2 − 4X + 2 est 1 et

α(X2 − 4X + 2) = α(X2)− 4α(X) + 2α(1) = −2X2 + 4X − 4(−X + 1) + 0 = −2X2 + 8X − 4 = −2(X2 − 4X + 2),

donc, par unicité de P2, on a P2 = X2 − 4X + 2.

II.3 - Orthogonalité de la famille (P0, . . . , Pn)

Soit (P,Q) ∈ Rn[X]2.

12. • Par linéarité de l'intégrale convergente,

(α(P )|Q) =

∫ +∞

0

(tP ′′(t) + (1− t)P ′(t))Q(t)e−tdt =

∫ +∞

0

(tP ′′(t) + P ′(t))Q(t)e−t −
∫ +∞

0

tP ′(t)Q(t)e−tdt,

où toutes ces intégrales convergent d'après la question 1.
• Posons u′(t) = tP ′′(t) + P ′(t), u(t) = tP ′(t), v(t) = Q(t)e−t, v′(t) = Q′(t)e−t −Q(t)e−t.
u et v sont de classe C1 sur R+.
u(t)v(t) = tP ′(t)Q(t)e−t →

t→+∞
0 par croissances comparées.

En�n, toutes les intégrales convergent (toujours d'après la question 1).
On peut donc intégrer par parties et on a :∫ +∞

0

(tP ′′(t) + P ′(t))Q(t)e−tdt =
[
tP ′(t)Q(t)e−t

]+∞
0
−
∫ +∞

0

tP ′(t)(Q′(t)e−t −Q(t)e−t)dt

= 0− 0−
∫ +∞

0

tP ′(t)Q′(t)e−tdt+

∫ +∞

0

tP ′(t)Q(t)e−tdt (par linéarité de l'intégrale),

donc

(α(P )|Q) =

∫ +∞

0

(tP ′′(t) + P ′(t))Q(t)e−t −
∫ +∞

0

tP ′(t)Q(t)e−tdt

= −
∫ +∞

0

tP ′(t)Q′(t)e−tdt.

13. Par symétrie des rôles de P et Q, on a aussi

(α(Q)|P ) = −
∫ +∞

0

tQ′(t)P ′(t)e−tdt = −
∫ +∞

0

tP ′(t)Q′(t)e−tdt,

donc, par symétrie du produit scalaire,

(α(P )|Q) = −
∫ +∞

0

tP ′(t)Q′(t)e−tdt = (α(Q)|P ) = (P |α(Q)).
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14. • Pour tout (i, j) ∈ [[0, n]]2,

(α(Pi)|Pj) = (−iPi|Pj) = −i(Pi|Pj)

et (α(Pi)|Pj) = (Pi|α(Pj)) = (Pi| − jPj) = −j(Pi|Pj),

donc, d'après la question 13, −i(Pi|Pj) = −j(Pi|Pj), donc (i− j)(Pi|Pj) = 0, donc, si i 6= j, on a (Pi|Pj) = 0.
La famille (P0, . . . , Pn) est donc orthogonale.
• De plus, elle est composée de vecteurs non nuls (car le coe�cient dominant de ces polynômes vaut 1), donc cette
famille est libre.
Comme elle est libre et composée de n+ 1 polynômes de Rn[X], espace vectoriel de dimension n+ 1, c'est une base de
Rn[X].
• La famille (P0, . . . , Pn) est donc bien une base orthogonale de Rn[X].

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

15. Remarquons déjà que, pour tout k ∈ [[0, n]],

∫ +∞

0

tke−tdt = (1|Xk) = k! d'après la question 4.

⇒ Si un n-uplet (λ1, . . . , λn) véri�e (∗), alors pour tout k ∈ [[0, n]], en posant P (X) = Xk ∈ Rn[X], on doit avoir∫ +∞

0

tke−tdt =

n∑
i=1

λix
k
i , ie k! =

n∑
i=1

λix
k
i .

Le n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ Rn véri�e donc bien :
1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
...

...
...

xn−11 xn−12 · · · xn−1n



λ1
λ2
...
λn

 =


0!
1!
...

(n− 1)!

 .

⇐ Réciproquement, si n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ Rn véri�e
1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
...

...
...

xn−11 xn−12 · · · xn−1n



λ1
λ2
...
λn

 =


0!
1!
...

(n− 1)!

 ,

alors pour tout k ∈ [[0, n]], la ligne k de ce système donne

n∑
i=1

λix
k
i = k! =

∫ +∞

0

tke−tdt.

D'où, pour tout polynôme P =

n∑
k=0

akX
k,

n∑
i=1

λiP (xi) =

n∑
i=1

n∑
k=0

λiakx
k
i =

n∑
k=0

ak

n∑
i=1

λix
k
i

=

n∑
k=0

ak

∫ +∞

0

tke−tdt =

∫ +∞

0

n∑
k=0

akt
ke−tdt (par linéarité de l'intégrale)

=

∫ +∞

0

P (t)e−tdt.

On a donc bien (∗).

16. La matrice


1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
...

...
...

xn−11 xn−12 · · · xn−1n

 est une matrice de Van der Monde, donc inversible car les xi sont deux à deux

distincts.

Le système


1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
...

...
...

xn−11 xn−12 · · · xn−1n



λ1
λ2
...
λn

 =


0!
1!
...

(n− 1)!

 est donc de Cramer, donc il admet un unique n-uplet

solution. D'où l'unicité de (λ1, . . . , λn) véri�ant (∗).
17. • Soit P = P 2

n . Alors deg(P ) = 2 deg(Pn) = 2n, donc P ∈ R2n[X].
• De plus, t 7→ P (t)e−t = P 2

n(t)e−t est continue, positive et non nulle sur R∗+ (car Pn, non nul, n'a pas une in�nité de
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racines), donc, par stricte positivité de l'intégrale ("0 < +∞"),

∫ +∞

0

P (t)e−tdt > 0.

• En�n, comme xi est racine de Pn pour tout i ∈ [[1, n]], xi est aussi racine de P = P 2
n , donc

n∑
i=1

λiP (xi) =

n∑
i=1

0 = 0,

donc on a bien ∫ +∞

0

P (t)e−tdt 6= 0 =

n∑
i=1

λiP (xi).

Exercice 2 : Etude d'une équation di�érentielle

Partie I - Solution particulière de l'équation homogène

1. f est développable en série entière sur ]− r, r[, donc f est de classe C∞ sur ]− r, r[ et, pour tout x ∈]− r, r[,

f ′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 et f ′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2,

donc f ′ et f ′′ sont développables en série entière sur ]− r, r[.
De plus, d'après le cours, les séries entières dé�nissant f, f ′ et f ′′ ont le même rayon de convergence : r.

2. Alors, pour tout x ∈]− r, r[,

x2(1− x)f ′′(x)− x(1 + x)f ′(x) + f(x) = x2(1− x)

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 − x(1 + x)

+∞∑
n=1

nanx
n−1 +

+∞∑
n=0

anx
n

=

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n −

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n+1 −

+∞∑
n=1

nanx
n −

+∞∑
n=1

nanx
n+1 +

+∞∑
n=0

anx
n

=

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n −

+∞∑
n=3

(n− 1)(n− 2)an−1x
n −

+∞∑
n=1

nanx
n −

+∞∑
n=2

(n− 1)an−1x
n +

+∞∑
n=0

anx
n (changement d'indice)

=

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n −

(
+∞∑
n=2

(n− 1)(n− 2)an−1x
n − 0

)
−

(
a1x+

+∞∑
n=2

nanx
n

)

−
+∞∑
n=2

(n− 1)an−1x
n +

(
a0 + a1x+

+∞∑
n=0

anx
n

)

= a0 + a1x− a1x+

+∞∑
n=2

((
n(n− 1)an − (n− 1)(n− 2)an−1 − nan − (n− 1)an−1 + an

)
xn
)

= a0 +

+∞∑
n=2

(n− 1)2(an − an−1)xn.

En posant, pour tout n ≥ 2, bn = (n− 1)2, on a donc bien, pour tout x ∈]− r, r[,

x2(1− x)f ′′(x)− x(1 + x)f ′(x) + f(x) = a0 +

+∞∑
n=2

bn(an − an−1)xn.

3. f est solution de (E) sur ]− r, r[ si et seulement si pour tout x ∈]− r, r[,

x2(1− x)f ′′(x)− x(1 + x)f ′(x) + f(x) = 0⇔ a0 +

+∞∑
n=2

(n− 1)2(an − an−1)xn = 0.

Comme 0 est son propre développement en série entière, de rayon de convergence +∞, on a, par unicité du développe-
ment en série entière sur ]− r, r[,(
∀x ∈]− r, r[, a0 +

+∞∑
n=2

(n− 1)2(an − an−1)xn = 0

)
⇔

{
a0 = 0

∀n ≥ 2, (n− 1)2(an − an−1) = 0
⇔

{
a0 = 0

∀n ≥ 2, an = an−1
.

D'où f est solution de (H) sur ]− r, r[ si et seulement si a0 = 0 et an+1 = an pour tout n ∈ N∗.
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4. La suite (an) est donc stationnaire à partir du rang 1, donc, en posant λ = a1 ∈ R, on a, pour tout n ≥ 1, an = a1 = λ
et a0 = 0.

Par suite, si f est solution de (H) sur ]− r, r[, alors f : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n =

+∞∑
n=1

λxn.

Or, la série entière
∑
n≥1

xn a pour rayon de convergence 1, donc r ≥ 1 et, pour tout x ∈]− 1, 1[,

f(x) =

+∞∑
n=1

λxn = λx
1

1− x
=

λx

1− x
(série géométrique de raison x ∈]− 1, 1[).

Rq : on a r ≥ 1 car, dans le cas λ = 0, on a r = +∞.
Cependant, pour tout λ 6= 0, on aura r = 1.

5. Réciproquement, pour tout λ ∈ R, la fonction

g :]− 1, 1[→ R, x 7→ λx

(1− x)
= λx× 1

1− x

est développable en série entière sur ]− 1, 1[ (car x 7→ 1

1− x
l'est) et, pour tout x ∈]− 1, 1[,

g(x) = λx
1

1− x
= λx

+∞∑
n=0

xn =

+∞∑
n=0

λxn+1 =

+∞∑
n=1

λxn.

Par suite, d'après la question 3, g est solution de (H) sur ]− 1, 1[.
Conclusion : par analyse synthèse : les solutions de (H) développables en série entière au voisinage de 0 sont les

fonctions x 7→ λx

1− x
, qui seront solutions de (H) sur ]− 1, 1[ (et même R dans le cas λ = 0).

Partie II - Solutions de (E) sur ]0, 1[ ou ]1,+∞[

6. x 7→ 1

x
− 1 est de classe C2 sur R∗.

z est donc de classe C2 sur I comme produit de fonctions de classe C2 sur I et, pour tout x ∈ I,

z′(x) = − 1

x2
y(x) +

(
1

x
− 1

)
y′(x) et z′′(x) =

2

x3
y(x)− 2

x2
y′(x) +

(
1

x
− 1

)
y′′(x).

7. ⇒ Si y est solution de (E) sur I, alors y est de classe C2 sur I, donc, d'après 6, z : x 7→
(

1

x
− 1

)
y(x) est de classe

C2 sur I et, pour tout x ∈ I,

xz′′(x) + z′(x) = x

(
2

x3
y(x)− 2

x2
y′(x) +

(
1

x
− 1

)
y′′(x)

)
+

(
− 1

x2
y(x) +

(
1

x
− 1

)
y′(x)

)
=

2y(x)− 2xy′(x) + x2(1− x)y′′(x)− y(x) + x(1− x)y′(x)

x2

=
x2(1− x)y′′(x)− x(x+ 1)y′(x) + y(x)

x2

=
2x3

x2
(car y est solution de (E) sur I)

= 2x,

donc z est bien solution de (E1) sur I.
⇐ Si z est solution de (E1) sur I, alors z est de classe C2 sur I.
De plus, pour tout x ∈ I, comme x 6∈ {0, 1},

z(x) =

(
1

x
− 1

)
y(x)⇔ z(x) =

1− x
x

y(x)⇔ y(x) =
x

1− x
z(x)⇔ y(x) =

(
1− 1

1− x

)
z(x),

Par suite, y est de classe C2 sur I comme produit de fonctions de classe C2 et, pour tout x ∈ I,

xz′′(x) + z′(x) =
x2(1− x)y′′(x)− x(1 + x)y′(x) + y(x)

x2

d'après le calcul fait dans le point précédent, donc

x2(1− x)y′′(x)− x(1 + x)y′(x) + y(x) = x2(xz′′(x) + z′(x)) = x2(2x) = 2x3

car z est solution de (E1) sur I. y est donc bien solution de (E) sur I.
Conclusion : Par double-implication, on a bien l'équivalence souhaitée.
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8. • z est solution de (E1) sur I si et seulement si z′ est solution de l'équation di�érentielle xy′ + y = 2x⇔ y′ +
1

x
y = 2.

• L'équation homogène y′ +
1

x
y = 0 a pour solutions x 7→ λe− ln x =

λ

x
où λ ∈ R.

x 7→ x est une solution particulière de y′ +
1

x
y = 2 sur I.

L'ensemble des solutions de y′ +
1

x
y = 2 sur I est donc x 7→ λ

x
+ x, où λ ∈ R.

• z est solution de (E1) sur I si et seulement si z′ : x ∈ I 7→ λ

x
+ x, où λ ∈ R.

On a démontré plus que l'implication demandée par l'énoncé car l'équivalence nous sera utile et ne coûte rien ici...

9. On a donc :

y solution de (E) sur I ⇔ z solution de (E1) sur I

⇔ ∃λ ∈ R : ∀x ∈ I, z′(x) =
λ

x
+ x

⇔ ∃λ, µ ∈ R : ∀x ∈ I, z(x) = λ ln(x) +
x2

2
+ µ (car I est un intervalle et x > 0)

⇔ ∃λ, µ ∈ R : ∀x ∈ I, y(x) =
x

1− x
z(x) =

2λx ln(x) + x3 + 2µx

2(1− x)
.

L'ensemble des solutions de (E) sur I est {x 7→ λx ln(x) + x3 + µx

2(1− x)
, (λ, µ) ∈ R2}.

Partie III - Solutions de (E) sur ]0,+∞[

10. Analyse : Soit f une solution de (E) sur R∗+. Alors
� f est solution de (E) sur ]0, 1[, donc, d'après la partie II, il existe (a, b) ∈ R tels que :

∀x ∈]0, 1[, f(x) =
ax ln(x) + x3 + bx

2(1− x)
.

� f est solution de (E) sur ]1,+∞[, donc, d'après la partie II, il existe (c, d) ∈ R tels que :

∀x ∈]0, 1[, f(x) =
cx ln(x) + x3 + dx

2(1− x)
.

� Pour tout x > 1, en posant x = 1 + h⇔ h = x− 1, on a

f(x) = f(1 + h) =
c(1 + h) ln(1 + h) + (1 + h)3 + d(1 + h)

−2h

=
c(1 + h)

(
h− h2

2 + o(h2)
)

+ 1 + 3h+ 3h2 + o(h2) + d+ dh

−2h

=
ch+ ch2 − ch

2

2 + 1 + 3h+ 3h2 + d+ dh+ o(h2)

−2h

= −1 + d

2h
− c+ d+ 3

2
− c+ 6

4
h+ o

h→0+
(h)

= − 1 + d

2(x− 1)
− c+ d+ 3

2
− c+ 6

4
(x− 1) + o

x→1+
(x− 1)

et, pour tout x ∈]0, 1[, en posant x = 1− h⇔ h = 1− x, on a

f(x) = f(1− h) =
a(1− h) ln(1− h) + (1− h)3 + b(1− h)

2h

=
a(1− h)

(
−h− h2

2 + o(h2)
)

+ 1− 3h+ 3h2 + o(h2) + b− bh

2h

=
−ah+ ah2 − ah2

2 + 1− 3h+ 3h2 + b− bh+ o(h2)

2h

=
1 + b

2h
− a+ b+ 3

2
+
a+ 6

4
h+ o

h→0+
(h)

= − 1 + b

2(x− 1)
− a+ b+ 3

2
− a+ 6

4
(x− 1) + o

x→1+
(x− 1)

� f est continue sur R∗+, donc en 1, donc f doit avoir une limite �nie en 1+ et 1−.

Or, d'après le calcul précédent, si d 6= −1, f(x) ∼
x→1+

− 1 + d

2(x− 1)
→

x→1+
±∞ (selon le signe de 1 + d), donc on doit

avoir d = −1.
De même, pour avoir une limite en 1−, on doit avoir 1 + b = 0⇔ b = −1.
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� Comme f est continue en 1, on doit avoir, avec les valeurs imposées pour b et d, on a :

−c+ 2

2
= lim

x→1+
f(x) = f(1) = lim

x→1−
f(x) = −a+ 2

2
, donc a = c et f(1) = −c+ 2

2
.

Si f existe, alors il existe a ∈ R tel que :

∀x ∈ R∗+, f(x) =


−a+ 2

2
si x = 1

ax ln(x) + x3 − x
2(1− x)

si x 6= 1
.

Synthèse : Réciproquement, si f est dé�nie ainsi, alors,
� f est de classe C2 sur R∗+ \ {1} par opérations sur les fonctions usuelles.
� Pour tout x ∈]0, 2[\{1},

f(x) =
ax ln(x) + x3 − x

2(1− x)
= a

x ln(x)

2(1− x)
− x(x+ 1)

2

= a
(1 + h) ln(1 + h)

−2h
− (1 + h)(2 + h)

2
(en posant x = 1 + h avec h ∈]− 1, 1[\{0})

= −a1 + h

2h

+∞∑
n=1

(−1)n−1
hn

n
− (1 + h)(2 + h)

2
(DSE de ln(1 + t) pour t ∈]− 1, 1[)

= −a(1 + h)

2

+∞∑
n=0

(−1)nhn

n+ 1
− (1 + h)(2 + h)

2

= g(x− 1),

où g : t 7→ −a(1 + t)

2

+∞∑
n=0

(−1)ntn

n+ 1
− (1 + t)(2 + t)

2
.

L'égalité est encore valable pour x = 1 car f(1) = −a+ 2

2
et g(0) = −a

2
× 1

1
− 1× 2

2
= −a+ 2

2
, donc pour tout

x ∈]0, 2[, f(x) = g(x− 1).
Or, g est développable en série entière sur ] − 1, 1[, donc g est de classe C2 sur ] − 1, 1[, donc f : x 7→ g(x − 1) est
de classe C2 sur ]0, 2[ comme composée de fonctions de classe C2. Par suite, f est de classe C2 en 1, et, par suite, sur
R∗+.

� En�n, par construction, f est solution de E sur ]0, 1[ et sur ]1,+∞[.
De plus, comme f est de classe C2 en 1, x 7→ x2(1− x)y′′(x)− x(1 + x)y′(x) + y(x) est continue en 1, donc

12(1− 1)y′′(1)− 1(1 + 1)y′(1) + y(1) = lim
x→1

x2(1− x)y′′(x)− x(1 + x)y′(x) + y(x)

= lim
x→1

2x3 (car f est solution de (E) sur ]0, 1[ et sur ]1,+∞[)

= 2× 13 = 2,

donc f est aussi solution de (E) en 1.
Conclusion : Les fonctions solution de (E) sur R∗+ sont les fonctions

x 7→


−a+ 2

2
si x = 1

ax ln(x) + x3 − x
2(1− x)

si x 6= 1
, où a ∈ R.

Exercice 3 : Etude d'une marche aléatoire

Partie I - Calcul des probabilités

1. • Comme pour n = 0, le pion se trouve sur le point A, on a p0 = 1 et q0 = r0 = 0.
• D'après l'énoncé, pour tout n ∈ N, PAn

(An+1) = 1/2 et PAn
(Bn+1) = PAn

(Cn+1) = 1/4, donc, comme Ω = A0,

p1 = P (A1) = P (A0 ∩A1) = P (A0)PA0
(A1) = 1× 1/2 = 1/2

q1 = P (B1) = P (A0 ∩B1) = P (A0)PA0
(B1) = 1× 1/4 = 1/4

r1 = P (C1) = P (A0 ∩ C1) = P (A0)PA0
(C1) = 1× 1/4 = 1/4,
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2. D'après l'énoncé, pour tout n ∈ N,

PAn
(An+1) = 1/2 et PBn

(An+1) = PCn
(An+1) = 1/4.

D'où, d'après la formule des probabilités totales avec le système complet d'événements (An, Bn, Cn),

pn+1 = P (An+1) = P (An)PAn(An+1) + P (Bn)PBn(An+1) + P (Cn)PCn(An+1) =
1

2
pn +

1

4
(qn + rn).

Cette formule reste valable si pn, qn ou rn est nul. De même, on a

qn+1 =
1

2
qn +

1

4
(pn + rn) et rn+1 =

1

2
rn +

1

4
(pn + qn).

Par suite, pour tout n ∈ N,

MVn =
1

4

2pn + qn + rn
pn + 2qn + rn
pn + qn + 2rn

 =

pn+1

qn+1

rn+1

 = Vn+1.

3. • Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, Vn = MnV0 (HRn).
Initialisation : Pour n = 0, on a M0 = I, donc on a bien M0V0 = IV0 = V0. On a donc bien HR0.
Hérédité : Soit n ∈ N et supposons HRn véri�ée.
Alors Vn+1 = MVn =

HRn

MMnV0 = Mn+1V0, donc on a bien HRn+1.

Conclusion : D'où, par récurrence, pour tout n ∈ N, Vn = MnV0.
• Par suite, pour tout n ∈ N,

Vn = MnV0 = Mn

1
0
0

 =
1

3 · 4n

4n + 2
4n − 1
4n − 1

 , donc


pn =

1

3 · 4n
(4n + 2)

qn = rn =
1

3 · 4n
(4n − 1)

.

4. On a donc pn =
1

3
+

2

3 · 4n
→

n→+∞

1

3
et qn = rn =

1

3
− 1

3 · 4n
→

n→+∞

1

3
.

On peut en déduire que, après un grand nombre d'étapes, les trois emplacements sont presque équiprobables.

Partie II - Nombre moyen de passages en A

5. La variable aléatoire X1 + . . .+Xn représente le nombre de passage du pion en A entre l'étape 1 et l'étape n.
E(X1 + . . .+Xn) représente le nombre moyen de passages du pion en A entre l'étape 1 et l'étape n.

6. Pour tout n ∈ N∗, Xn suit une loi de Bernoulli de paramètre pn, donc Xn admet une espérance et E(Xn) = pn.

7. X1 + . . . + Xn admet donc une espérance comme combinaison linéaire de variables admettant une espérance et, par
linéarité de l'espérance,

an = E(X1 + . . .+Xn) =

n∑
k=1

E(Xk) =

n∑
k=1

pk

=

n∑
k=1

(
1

3
+

2

3 · 4k

)
(d'après la question 3)

=
n

3
+

2

12

1− (1/4)n

1− (1/4)

=
n

3
+

2

9
(1− (1/4)n).

Partie III - temps d'attente avant le premier passage en B

8. Comme le pion se trouve en A à l'étape 0, on a

P (TB = 1) = P (B1) = 1/4

et P (TB = 2) = P ((A1 ∪ C1) ∩B2) = P (A1 ∩B2) + P (C1 ∩B2) (incompatibles)

= P (A1)PA1(B2) + P (C1)PC1(B2) =
1

2
× 1

4
+

1

4
× 1

4
=

3

16
.

9. Pour tout n ∈ N, Bn = An ∪ Cn, car (An, Bn, Cn) est un système complet d'événements.
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10. On a B2 ∩B1 = (A2 ∩B1) ∪ (C2 ∩B1), donc

P (B3 ∩B2 ∩B1) = P
(
(B3 ∩A2 ∩B1) ∪ (B3 ∩ C2 ∩B1)

)
= P (B3 ∩A2 ∩B1) + P (B3 ∩ C2 ∩B1) (incompatibles)

= P (A2 ∩B1)PA2∩B1
(B3) + P (C2 ∩B1)PC2∩B1

(B3)

= P (A2 ∩B1)× 1

4
+ P (C2 ∩B1)× 1

4

=
1

4

(
P (A2 ∩B1) + P (C2 ∩B1)

)
=

1

4
P
(
(A2 ∩B1) ∪ (C2 ∩B1)

)
(incompatibles)

=
1

4
P (B2 ∩B1),

donc P (B3|B2 ∩B1) =
P (B3 ∩B2 ∩B1)

P (B2 ∩B1)
=

1

4
.

11. • Pour tout k ≥ 3,

P (TB = k) = P (B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bk−1 ∩Bk)

= P (B1)×
k−2∏
i=1

PB1∩...∩Bi
(Bi+1)× PB1∩...∩Bk−1

(Bk)

=
3

4
×

k−2∏
i=1

(
1− PB1∩...∩Bi

(Bi+1)
)
× 1

4

=
3

4
×

k−2∏
i=1

(
3

4

)
× 1

4
=

1

4

(
3

4

)k−1

.

Cette formule est encore valable pour k = 1 et k = 2 d'après les expressions trouvées en 8, donc on a :

∀k ∈ N∗, P (TB = k) =
1

4

(
3

4

)k−1

.

• Comme (TB = k)k∈N forme un système complet d'événements, on a

P (TB = 0) = 1−
+∞∑
k=1

P (TB = k) = 1−
+∞∑
k=1

1

4

(
3

4

)k−1

= 1− 1

4
× 1

1− 3
4

= 0 (série géométrique de raison 3/4 ∈]− 1, 1[).

12. Soit X ↪→ G(1/4).
Alors X et TB ont la même série génératrice, donc, comme X admet une espérance, TB aussi et

E(TB) = E(X) =
1

1/4
= 4.
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