CCP PC 2019 - Corrigé

Exercice 1 : Polynéme de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

Partie I - Produit scalaire sur R,,[X]

I.1 -
1.

I.2 -

Généralités
et P(t)Q(t)e™" est continue sur [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
ot P(t)Q(t)e " est continue sur [1,+oo|.
1
—t . . ,
P#)Q(t)e " = t_g_oo (t2> par croissances comparées.
1
Ort— 72 est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, t — P(t)Q(t)e™" est intégrable sur

[1, 400l
t > P(t)Q(t)e " est donc intégrable sur R, donc, en particulier, I'intégrale définissant (P|Q) est convergente

. e L’application (.|.) est bien définie & valeurs dans R.

e Pour tout (P, Q) € R, [X]?,
+o0 Foo
(PIQ) = Pwmmﬂwzé QUW)P(H)e"dt = (QIP),

0

donc (.|.) est symétrique.
e Pour tout (P, @, R) € R,[X]3, pour tout A € R,

“+o0
(AP + Q|R) = /O (AP(t) + Q1)) R(t)e—"dt

—+oo —+oo
= )\/ P(t)R(t)e "dt + / Q(t)R(t)e~'dt (par linéarité de I'intégrale convergente)
0 0
— \(PIR)+ (QIR),

donc (.].) est linéaire & gauche.

e (.].) est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.

e Pour tout P € R, [X], pour tout ¢ € Ry, P*(t)e”* > 0.

D’ou, par positivité de 'intégrale (qui converge et "+oo > 0"), on a :

“+oo
(P|P) = P3(t)e~tdt > 0.
0
(.].) est donc positif.
+oo
e Enfin, pour tout P € R, [X], si (P|P) =0, alors P%(t)e~tdt = 0.
0

“+ o0

Or t — P?(t)e™" est continue et positive sur Ry, "0 < 400" et P%(t)e *dt converge, donc pour tout t € R,
0

P%(t)e~" =0, et donc P%(t) = 0, puis P(t) = 0.

Le polynome P a donc une infinité de racines (tous les éléments de R, ), donc P = 0.
(.|.) est donc bien défini.

e (.|.) définit donc bien un produit scalaire sur R, [X].

Calcul d’un produit scalaire

. Posons u(t) = t*, u/(t) = kt* 71 o/ (t) = e 7!, v(t) = —e 7.

u et v sont de classe C* sur [0, +o0].

u(t)v(t) = —tFe™" — 0 par croissances comparées.
t——+o0

+oo “+oo
Enfin, les deux intégrales / u(t)v'(t)dt et / u'(t)v(t)dt sont convergentes.
0 0

On peut donc intégrer par parties et on a :
+o0 +oo
/ the=tdt = [tFe !> +/ kth—letdt
0 0

—+oo
=0+ k:/ tF=le tdt.
0



4. Montrons par récurrence que, pour tout k € [0,n], (X¥[1) = k! (HR},)
—+oo

Initialisation : Pour k =0, (X°|1) = (1|1) = / e 'dt = 1 (cours), donc on a bien HRy.
0

Hérédité : Soit k € [0,n — 1] et supposons H Ry, vérifiée.

Alors, d’aprés la question précédente, comme k + 1 € [1,n], on a

+o0 too
(Xk+1|1):/ tk+1e—tdt:(k+1)/ the~tdt = (k 4+ 1)(X*|1) = (B DR = (R + 1)L
0 0 k

On a bien HRjy41.
Conclusion : D’oui, par récurrence, pour tout k € [0,n], (X*|1) = k.

Partie IT - Construction d’une base orthogonale

I1.1 - Propriétés de ’application «

5. @ Pour tout P € R,[X], a(P) = XP" + (1 — X)P’ est un polynome.
De plus, comme deg(P’) < deg(P)—1<n—1et deg(P")<n—2,0na

deg(a(P)) < max(deg(X P"),deg((1 — X)P")) <max(1+mn—2,14+n—1) <mn,

donc a(P) € R,[X]. On a donc a : R, [X] — R,[X].
e De plus, pour tout (P, Q) € R,[X]?, pour tout \ € R,

aAP+Q)=XAP+Q)"+(1-X)A\P+Q)
=XAP"+Q")+ (1 - X)A\P' + Q") (par linéarité de la dérivation)
=AXP' +XQ"+MN1-X)P+(1-X)Q' = XXP'"+(1-X)P)+(XQ"+(1-X)Q)
= Aa(P) +(Q),

donc « est une application linéaire.
e « est donc bien un endomorphisme de R, [X].

6. Onaa(l)=X(1)"+(1-X)(1)' =0, a(X)=X(X)"+ (1 - X)(X) =1— X et, pour tout k € [2,n],
a(XP) = XX+ (1 - X)(X*) = Xk(k—1DX*2 + (1 - X)kXF ! = —kXF 4 p2XFL

Rq : On remarque que cette formule est encore valable pour k = 1, donc on a,

VEk € [1,n], a(X*) = —kX* + E2XF1 et a(1)=0.

On a donc
0 1 0 0
0 -1 2?
Matg x,.. xny() = Mat(y, . xny(a(l),...,a(X") =1 . -, 0
—(n—1) n?
0 0 -n

7. Comme Mat; x, .. x~)(c) est triangulaire supérieure, son spectre se lit sur la diagonale. On a donc
Sp(a) = Sp (Matq x,...xm(a)) = {—klk € [0,n]}.

I1.Vecteurs propres de ’application «

On fixe un entier k € [0, n].

8. Comme « est un endomorphisme de R,,[X] ayant n + 1 valeurs propres, toutes ces valeurs propres sont simples.
—k est donc valeur propre simple de «, donc dim E_(a) = dim(ker(a + kldg, [x])) = 1.

9. e Soit (Q) une base de ker(a + kldg, x]) avec Qr # 0.
Notons a le coefficient dominant de @y (non nul car @y, # 0).

1
Alors P, = =@, est un polynéme ayant un coefficient dominant égal a 1.
a
1
De plus, P, = an € Vect (Q) = ker(a + kldg ,[x7), donc
(a + kIan[X])(Pk) =0& a(Pk) + kP, =0< Oé(Pk) = —kP;.

Il existe donc bien un polynome Py, € R,,[X], de coefficient dominant égal & 1, vérifiant a(Py) = —kP;.
e Supposons qu'il existe un autre polynoéme Ry € R, [X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant «(Py) = —kP.



10.

11.

I1.3

1
Alors Ry, € ker(a + kldg,[x]) = Vect (Qr) = Vect (an> = Vect (Py), donc il existe A € R tel que Ry = APj.

De plus, les deux polynomes Py et Ry ont le méme coefficient dominant (1), donc A = 1, et, par suite, Ry = Px. On a
donc bien 'unicité.
o Il existe donc bien un unique polynoéme Py € R, [X], de coefficient dominant égal & 1, vérifiant a(Py) = —kPy.

Soit d le degré de Py, avec d € [0,n] car Py est non nul et Py, € R, [X].
d

Il existe donc (ag, .., aq) € R4 tels que Py, = ZaiXi (et ag =1).

i=0
Alors on a :

d
a(Py) = Zaia(Xi) (par linéarité de )
i=0

d
=0+ Z a; (—iXi + @'2Xi_1) (d’apreés la question 6)
i=1

d d
= E —ia; X' + E ai’L'zX’L_l.
=1 1=0

Comme on a par ailleurs a(Py) = —kPj (car P, € ker(a + kldg,[x])), on obtient, en identifiant les coefficients
dominants :
—dag = —kag < —d=-k&ed=k,

aq=—
donc Py est de degré k.

e On a a(l) =0=—0(1) et le coeflicient dominant de 1 est 1, donc, par unicité de Py, on a Py = 1.
eOnaa(X)=—-X+1,donca(X—-1)=a(X)—a(l)=—-X+14+0=—(X —1), et le coefficient dominant de X —1
est 1, donc, par unicité de Pj,ona P, = X — 1.

e Le coefficient dominant de X? —4X + 2 est 1 et

(X2 —4X +2) = a(X?) —4a(X) +2a(1) = —2X? +4X —4(-X +1)+ 0= —2X2 +8X —4 = —2(X? —4X +2),

donc, par unicité de Py, on a P, = X2 —4X + 2.

- Orthogonalité de la famille (P,..., P,)

Soit (P, Q) € R,[X]%

12.

13.

e Par linéarité de l'intégrale convergente,

+oo +oo +oo
@PIQ) = [ PO+ - 0P R0 d= [P0+ Peeme - [ P hewe
0 0 0
ol toutes ces intégrales convergent d’apres la question 1.
e Posons u/(t) = tP"(t) + P'(t), u(t) = tP'(t), v(t) = Q(t)e ", v'(t) = Q' (t)e " — Q(t)e™".

u et v sont de classe C' sur R,
u(t)o(t) = tP'(t)Q(t)e™" v 0 par croissances comparées.
—+00

Enfin, toutes les intégrales convergent (toujours d’aprés la question 1).
On peut donc intégrer par parties et on a :

+o0 +oo
[ e+ PanQoe i = [tPoeme 1,7 - [ 0@ o - e i
0 . 0 -
=0—-0- / tP' ()Q' (t)e 'dt + / tP' (t)Q(t)e~'dt (par linéarité de lintégrale),
0 0
donc
+o00 +o00o
@PIQ = [ P o+ PORDe - [ Qe
0 0
“+o0
_ / P (0)Q' (1) dt.
0
Par symeétrie des roles de P et @), on a aussi

+oo +o00
(a(Q)P) = — /0 tQ'(t)P'(t)e " dt = — /O tP'(t)Q' (t)e tdt,

donc, par symétrie du produit scalaire,

+oo
(a(P)|Q) = */0 tP'(t)Q'(t)e™"dt = ((Q)|P) = (Pla(Q)).



14. o Pour tout (i,7) € [0,n]?,

(a(P)|P;) = (—iFi|P;) = —i(P;|F;)
et (a(B)|Fy) = (Pila(Fy)) = (Pi| = jPj) = —j(Pi| P)),

donc, d’aprés la question 13, —i(P;|P;) = —j(P;|P;), donc (i — j)(P;|P;) = 0, donc, si i # j, on a (P;|P;) =0

La famille (P,,..., P,) est donc orthogonale.

e De plus, elle est composée de vecteurs non nuls (car le coefficient dominant de ces polynomes vaut 1), donc cette
famille est libre.

Comme elle est libre et composée de n + 1 polyndomes de R,,[X], espace vectoriel de dimension n + 1, c’est une base de
R, [X].

e La famille (P,,..., P,) est donc bien une base orthogonale de R, [X].

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

15.

16.

17.

+o0
Remarquons déja que, pour tout k € [0, n], / the=tdt = (1| X*) = k! d’aprés la question 4.
0

Si un n-uplet (A, ..., \,) vérifie (x), alors pour tout k € [0,n], en posant P(X) = X* € R,,[X], on doit avoir

/+ e~tdt = Zmz, ie k!:imf.
0 i=1

Le n-uplet (A1,...,A,) € R™ vérifie donc bien :

1 1 1 A1 0!
z1 T2 Zn A2 1!
A an ! An (n—1)!

Réciproquement, si n-uplet (A1,...,\,) € R" vérifie

1 1 1 A1 0!
T To B Ao 1!
ot gt zn ! An (n—1)!

n 400
alors pour tout k € [0,n], la ligne k de ce systéme donne Z )\ixf =kl = / thetdt.
— 0
" i=1
D’oui, pour tout polynéme P = Zaka,
k=0

n

i NiQpx: = i ak Z /\izf
k=0 =

1 k=0 =1

"
M=

n
i=1

3

3

3

—+00 +o00 M
ak/ the tdt = Z apt®etdt (par linéarité de l'intégrale)
0 0

k=0
+oo
= / P(t)e tdt.
0
On a donc bien ().
1 1 e 1
1 o PN Ty
La matrice . . . est une matrice de Van der Monde, donc inversible car les x; sont deux & deux
¥—1 zg—l xzfl
distincts.
1 1 e 1 A1 0!
T To R Ao 1!
Le systéme . . . . = . est donc de Cramer, donc il admet un unique n-uplet
A An (n—1)!
solution. D’ou 'unicité de (Aq,...,\,) vérifiant (x).

e Soit P = P?2. Alors deg(P) = 2deg(P,) = 2n, donc P € Ry, [X].
e De plus, t — P(t)e™" = P2(t)e”" est continue, positive et non nulle sur R* (car P,, non nul, n’a pas une infinité de



“+o0
racines), donc, par stricte positivité de 'intégrale ("0 < +00"), P(t)e tdt > 0.
0

n n
e Enfin, comme z; est racine de P, pour tout ¢ € [1,n], z; est aussi racine de P = PfL, donc Z MNP(x;) = ZO =0,

i=1 i=1
donc on a bien
—+o00

0

P(t)e_tdt 7’5 0= i )\ZP(acZ)
i=1

Exercice 2 : Etude d’une équation différentielle

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

1. f est développable en série entiére sur | — r, [, donc f est de classe C* sur | — r,r[ et, pour tout = €] — r,r|,

+o0 foo
f(x) = Z napz™ ' et f(z) = Z n(n — 1ap,z™ 2,
n=1 n=2

donc f’ et f” sont développables en série entiére sur | — r, r|.
De plus, d’aprés le cours, les séries entiéres définissant f, f' et f” ont le méme rayon de convergence : 7.

2. Alors, pour tout = €] — r, 7|,

400 +o00 +00
(1 a)f"(@) ~ 21+ 2)f (2) + f() = 221~ ) 3 onln ~ Daa? — o 42) Y g+ Y ae”
n=2 n=1 n=0
—+oo +oo +oo
—Z (n —1apz" Z (n—1)apx Znan —Znanx"Jrl—&—Zanx"
n=2 n=0
+oco +oo +o00o
= Z n(n — Dayz™ — Z(n —1(n—2)ap—12" Z na,x" Z (n—1Dap_12"™ + Z anz™ (changement d’indice)
n=2 n=3 n=2 n=0
“+o0 —+o0
= Z n(n — apz™ — (Z(n —1)(n—2)ap_12" — 0) - (alx + Z nanx">
n=2 n=2 n=2
+00 s
- Z(n —Dap—12" + (ao +a1z+ Z anx”>
n=2 n=0
+oo
=aqg+a1x —a1x + Z ((n(n —Dan—(n=1)(n—2)ap—1 —na, — (n—ap_1 + an)xn)
n=2

+oo
=aqg+ Z(n — 1)2(an —ap—1)x".
n=2
En posant, pour tout n > 2, b, = (n — 1)?, on a donc bien, pour tout = €] — r, 7|,
(1 - 2)f"() — o(1 + 2)f'(z) + 44m+§:b -

3. f est solution de (F) sur | — r,r[ si et seulement si pour tout x €] — r, 7|,

“+oo
21 —2)f"(z) —2(1+2)f (z) + f(z) =0 & ap + Z(n —1)*(an —an_1)z" = 0.

n=2

Comme 0 est son propre développement en série entiére, de rayon de convergence +oco, on a, par unicité du développe-
ment en série entiére sur | — r, 7|,

“+ 00
=0 (10:()
Ve €] —r, 7, —1%(a, —a,_ )z =0] =% &
(.’L' } TT[ a/0+nz::2(n )(a/ a l)x ) {vn>2,(n_1)2(an_anl):0 vn22’an:an71

D’ou f est solution de (H) sur | — 7, [ si et seulement si ag = 0 et a,4+1 = a, pour tout n € N*.



4. La suite (a,) est donc stationnaire & partir du rang 1, donc, en posant A = a; € R, on a, pour tout n > 1, a,, = a3 = A

etaO::O
—+oo “+o0

Par suite, si f est solution de (H) sur | — r,r[, alors f : x — Z anr" = Z Az
n=0 n=1

Or, la série entiére Z 2™ a pour rayon de convergence 1, donc r > 1 et, pour tout z €] — 1,1],
n>1

+oo
1 A
fz) = 7; Az = )\xl — =7 _xI (série géométrique de raison x €] — 1,1]).

Rq:onar>1 car, dans le cas A =0, on a r = +o0.
Cependant, pour tout A # 0, on aura r = 1.

5. Réciproquement, pour tout A € R, la fonction

\x ~ v x 1
(1-1x) 11—z

g:]—-1L1[-R, x+—

1
est développable en série entiére sur | — 1, 1] (car x — T Pest) et, pour tout = €] — 1,1],

1 +oo +oo +o0
g(x):)\xl_x :)\JCZ;U":Z)\:E”+1:Z)\$".
n=0 n=0 n=1

Par suite, d’aprés la question 3, g est solution de (H) sur | — 1, 1[.
Conclusion : par analyse synthése : les solutions de (H) développables en série entiére au voisinage de 0 sont les

fonctions x — 1736, qui seront solutions de (H) sur | —1,1[ (et méme R dans le cas A =0).
-z

Partie II - Solutions de (£) sur |0,1[ ou |1, +o00|

1
6. z— — — 1 est de classe C? sur R*.
x

z est donc de classe C? sur I comme produit de fonctions de classe C? sur I et, pour tout = € I,

Yo) =)+ (5 -1) @) e @)= Tl - @)+ (5 1) v o)

1
7. Si g est solution de (E) sur I, alors y est de classe C? sur I, donc, d’aprés 6, z : = ( — 1) y(z) est de classe
x

C? sur I et, pour tout = € I,

s2(0) + 20 =2 ( Zo) - 2y + (3 -1) @) + (<@ + (3 -1) v

2y(x) — 2ay' (z) + 22(1 — 2)y" (z) — y(x) + (1 — 2)y'(z)

)
_ (A —a)y"(x) —z(z+ 1)y'(x) + y(2)
= —

_ 2 lution de (E) sur I
= (car y est solution de (FE) sur I)
= 2x,

donc z est bien solution de (Ey) sur I.
Si 2z est solution de (E;) sur I, alors z est de classe C? sur I.
De plus, pour tout € I, comme z ¢ {0,1},

)= (1 -1) w0 & 20) = i) yto) = L sle) 0o = (1- 12 ) st

T 1—x
Par suite, y est de classe C2 sur I comme produit de fonctions de classe C? et, pour tout z € I,

2?(1 - 2)y"(z) —2(1 + 2)y'(x) + y(2)
22

z2"(x) + 2 (z) =
d’aprés le calcul fait dans le point précédent, donc
22 (1 —z)y"(x) — 2(1+ 2)y () + y(z) = 2* (22" (2) + 2'(2)) = 2°(22) = 22°

car z est solution de (F1) sur I. y est donc bien solution de (E) sur I.
Conclusion : Par double-implication, on a bien 1’équivalence souhaitée.



8. e 2z est solution de (FEy) sur I si et seulement si 2’ est solution de I’équation différentielle xy’ +y = 22 < ¢ + %y =2.
e L’équation homogéne 3’ + %y =0 a pour solutions z — \e™ % = % ou A € R.
2 — 2 est une solution particuliére de y’ + %y =2 sur [.
L’ensemble des solutions de 3 + %y = 2 sur [ est donc z — % +x,0ou X eR.

A
e 2 est solution de (E;) sur I si et seulement si 2’ : 2z € [ — = 4+, ou A € R.
x
On a démontré plus que l'implication demandée par l’énoncé car ’équivalence nous sera utile et ne codte rien ici...
9. On a donc :

y solution de (E) sur I < z solution de (E7) sur [

(z)Eb\E]R:VxEI,z’(a:):%—Fx

2
s INpeR:Veel z(zx)=An(z) + % +u  (car I est un intervalle et x > 0)

x 22z In(z) + 22 + 2ux
3 R: I =— = .
s 3IpeR:Vrel, y(x) 1_x,z(a:) 20— )
Azl 3
L’ensemble des solutions de (E) sur [ est {z — vlnle) + o + p (A, 1) € R?}.

2(1 —x) ’

Partie III - Solutions de (F) sur |0, +o0|

10. Analyse : Soit f une solution de (E) sur R . Alors
— f est solution de (E) sur ]0, 1], donc, d’aprés la partie II, il existe (a,bd) € R tels que :

arIn(x) + 23 + bx

Vo €]0,1, f(x)= 51— 1)

— f est solution de (E) sur |1, 400, donc, d’aprés la partie II, il existe (c,d) € R tels que :

cxr In(x SU?) X
ve o1, f(z)= (2()1+_m)+d -

— Pour tout z > 1, en posant t=1+h< h=xz—1,0n a

C n 3
fl@)=f(L+h) = U+Mlﬂ+mi£+h)+myun

¢(1+h) (h—%ZJro(h?))+1+3h+3h2+o(h2)+d+dh

—2h
chtch® —c 11430+ 302 + d + dh + o(h?)
B —2h
1+d c¢+d+3 c+6
- 2h 2 4 h+h£o+(h)
14d c+d+3 c+6
= - - —1 ~1
20r — 1) 2 @D+ o, -1

et, pour tout x €]0,1[, en posant t =1 —-h<h=1—2,0n a

a(l—h)In(1 — k) + (1 —h)>+b(1 — h)

Fa) = J0—h) = .
a(l—h)(—h—§+o(h2))+1—3h+3h2+o(h2)+b—bh
- 2h
 —ah+ah® —alf +1—3h+3h% +b—bh+ o(h%)
N 2h
146 a+b+3 a+6
R A e D
14b  a+b+3 a+6
— . . 1 1
20z — 1) 2 ;T @=D+ o (@=1)

— [f est continue sur RY , donc en 1, donc f doit avoir une limite finie en 1T et 17.

1+d
+ —  £oo (selon le signe de 1 + d), donc on doit

Or, d’apres le calcul précédent, si d # —1, f(z) ~, —m A
T—r — xr—r

avoir d = —1.
De méme, pour avoir une limite en 1™, on doit avoir 1 +b=0< b= —1.



— Comme f est continue en 1, on doit avoir, avec les valeurs imposées pour b et d, on a :

c+2 a+2 c+2
— frd 1' e 1 = 1. = — = 1 = — .
5 = lim f(z)=f(1) = lim f(z) 5> donc a=c et f(1) 5
Si f existe, alors il existe a € R tel que :
2
_a—;— siz=1
Ve eRL,  f(z)= arln(z) + 23—z | :
six#1
21 —x)
Synthése : Réciproquement, si f est définie ainsi, alors,
— f est de classe C? sur R \ {1} par opérations sur les fonctions usuelles.
— Pour tout z €]0,2[\{1},
arln(z) + 23 — zIn(z z(x+1
o) @) o) el +))
2(1 —x) 2(1 —x) 2
1+h)In(l1+h 1+h)(2+h
:a( + )_;(L +h) )2( +h) (en posant z = 1+ h avec h €] — 1,1[\{0})
1+h X o (1+h)2+h
_ S e A NCER  hep e tn(1 4+ 1) pour £ €] — 1,1])
2h — n 2
~a(l+h) *i (=1)"h"  (L+h)(2+h)
B 2 = n+l 2
= g(l‘ - 1))
. a(l+1) <X (=)™ (1+8)(2+1)
it — — .
ougite —m ) o 2
2 1 1x2 2
L’égalité est encore valable pour x = 1 car f(1) = —% et g(0) = —g X1~ ; = _a—;— , donc pour tout
£ €]0a2[7 f(l’) = g(JZ‘ - 1)
Or, g est développable en série entiére sur | — 1,1[, donc g est de classe C? sur | — 1,1, donc f : z — g(z — 1) est
de classe C? sur 0, 2[ comme composée de fonctions de classe C2. Par suite, f est de classe C% en 1, et, par suite, sur
RY.

— Enfin, par construction, f est solution de E sur |0, 1[ et sur |1, +o0].
De plus, comme f est de classe C% en 1, z +— 2%(1 — z)y" (x) — 2(1 + x)y'(x) + y(z) est continue en 1, donc

(1= 1y"(1) = 11+ Dy’ (1) +y(1) = lim 2*(1 = 2)y" () — 2(1 + 2)y/ (z) + y(2)
= lim1 223 (car f est solution de (E) sur ]0,1[ et sur |1, 4+o00])
T—
=2x13=2,

donc f est aussi solution de (E) en 1.
Conclusion : Les fonctions solution de (£) sur R sont les fonctions

a+2

sizx=1

T ot a € R.

12()+ N

axIn(z) +2° —x '
i 1

20— 1) six #

Exercice 3 : Etude d’une marche aléatoire

Partie I - Calcul des probabilités

1. e Comme pour n = 0, le pion se trouve sur le point A, on a pg =1 et gqg = rq = 0.
e D’aprés I’énoncé, pour tout n € N, Py (Apt+1) =1/2 et Pa, (Bnt1) = Pa, (Cnt1) = 1/4, donc, comme Q = A,

P1 ZP(Al) ZP(AomAl) :P(AO)PAO(Al) =1x 1/2: 1/2
q1 :P(Bl) :P(AoﬂBl) :P(Ao)PAO(Bl) =1x 1/4: 1/4
71 :P(Cl) :P(AOOCl) :P(A())PAO(Cl) =1x 1/4: 1/4,



2. D’apreés I’énoncé, pour tout n € N,
Py, (Apt1) =1/2 et Pp,(Apnt+1) = Po, (Any1) = 1/4.

D’ou, d’apreés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (A4,, By, Cy),

1 1
Pn+1 = P(An+1) = P(An)PAn (An+1) + P(Bn)PBn (An-H) + P(On)PCn, (An+1) = ipn + E(Qn + Tn)-

Cette formule reste valable si p,,q, ou r, est nul. De méme, on a

1 1 1 1
dn+1 = 5% + Z(pn + Tn) et Tn+l = §rn + Z(pn + qn)

Par suite, pour tout n € N,

2pp + qn + 7Ty Pn+1
MV, == pn+2¢+7r | = | @1 | = Vasr.
Pn + dn + 2rn 7ﬂn+1

3. e Montrons par récurrence que, pour tout n € N, V,, = M"V, (HR,,).
Initialisation : Pour n =0, on a M° = I, donc on a bien M°Vy = IV, = V;. On a donc bien HRy.
Hérédité : Soit n € N et supposons H R,, vérifiée.
Alors V1 = MV, i MM"Vy = M"™* 1V, donc on a bien HR, .

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N, V,, = M"Vj.
e Par suite, pour tout n € N,

1 n
1 1[4t Pn= g +2)
V,=M"Vo=M"|0]| = 4" -1, donc
3-4n n
0 4" —1 o1 (4" — 1)
I =Tn =3
1 2 1 1 1 1
4. On a donc p, = = + setgy, =1, = 2

— - — — .
3 3-4" no4oo0 3 3 3.4" notoo 3
On peut en déduire que, aprés un grand nombre d’étapes, les trois emplacements sont presque équiprobables.

Partie IT - Nombre moyen de passages en A

5. La variable aléatoire X + ...+ X, représente le nombre de passage du pion en A entre I’étape 1 et ’étape n.
E(X;1+ ...+ X,,) représente le nombre moyen de passages du pion en A entre I’étape 1 et l’étape n.
6. Pour tout n € N*, X, suit une loi de Bernoulli de paramétre p,,, donc X,, admet une espérance et E(X,,) = p,.

7. X1+ ...+ X,, admet donc une espérance comme combinaison linéaire de variables admettant une espérance et, par
linéarité de ’espérance,

an=EX1+...+X,) =

NE

n
E(Xp) =
k=1

x>
Il

1

= Z ( + > (d’aprés la question 3)

— 3 3.4k
21— (1/4)n
T3 12 1—(1/4)

n 2 "
:§+§(1—(1/4) ).

Partie III - temps d’attente avant le premier passage en B

8. Comme le pion se trouve en A & I’étape 0, on a

P(Tg =1)
et P(TB = 2)

P(By)=1/4
P((A1UC1) N Bg) = P(A1 N By) + P(Cy N Bz) (incompatibles)
1 1 1 3

1
P<A1)PA1(B2)+P(CI)P01(BQ) == 5 X Z—i-z X Z == E

9. Pour tout n € N, B,, = A,, UC,, car (A,, B,,C,) est un systéme complet d’événements.



10. On a Bo N By = (A2 N By) U (CyN By), donc

P(BsNByNBy) =P((BsN Ay NBy)U(BsNCyNBy))
B3N Ay N B;)+ P(B3NCyN By) (incompatibles)
B1)P,, mB (Bs) + P(Ca N B1) Py, 5 (Bs3)

1

Ay N By) x Z+P(C‘2mBT) X7

I
.&M—*»&M—*»&M—* N N

h
1)

)
|

(P(AQ n Bl) + P(CQ n Bl))
P((A2NB1)U(C2NnBy)) (incompatibles)

P(B:NBy),

— — P(B3nNByNB;) 1
donc P(B3|By N By) = (P?B mgﬁ) ) _ it
2 1

11. e Pour tout £ > 3,

P(Tg=k)=P(BiNByN...NBy_1NBy)
= P(Bl) X H PEQQE(BH'l) X PBilﬂ...ﬂin,l(Bk)

i=1

el
|
N

1
x [ (0= Pgry i (Big) <

UOREHON

=1

=] w
?r ~.

Il
.\j [l

»&\w

Cette formule est encore valable pour kK =1 et k = 2 d’aprés les expressions trouvées en 8, donc on a :

1 /3\F !
Vke N, P(Ip=k)=-|- .
N, P(Ty=k) =1 ( 4)
e Comme (T = k)ren forme un systéme complet d’événements, on a

400 +oo k—1
1 1 1
PITp=0)=1- ZP Tp=k)=1- ZZ () _1_ZX1—§ =0 (série géométrique de raison 3/4 €] — 1,1|).
k=1 k=1 1

12. Soit X — G(1/4).
Alors X et Tp ont la méme série génératrice, donc, comme X admet une espérance, T aussi et

E(Ts)=E(X)=— =4.
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