Exercice 1

n
L F={ZeR": (#,0)} ={F€R": ) z;x1=0}={FeR":

E3A1 2018 - Corrigé

=1

2. Soit f: & € R" v (£,i) = »_ .

i=1

f est une application linéaire de R™ dans R, non nulle car f(@) =n # 0.
De plus, F = ker f et Im f C R, espace vectoriel de dimension 1, et, comme Im f # {0}, on a donc Im f = R.
D’aprés le théoréme du rang, on a

i:.]?i = 0}
i=1

dim F' = dimker f = dimR"” — dimIm (f) =n — 1.

3. Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale.
Autrement dit, si A € S,,(R), alors il existe une matrice P orthogonale et une matrice diagonale D € M, (R) telles que

A= PD'P.

La matrice A,, est symétrique réelle, dont il existe une matrice P orthogonale et une matrice diagonale D € M, (R)

telles que A,, = PDP.

4. Comme 7 € F, in =0. On a donc :

i=1

5. e Pour tout n € N,

X —(n-1)
X—(n-1)
Xa, (X) =det(XT— A,) = |X — (n—1) -1
X —(n—-1)
X—-(n-1)

(X—n+1)
(X—n+1)
(X —n+1)(

Par suite,

Sp(4,) = {~1,n—1}.|

>
=2
: —I
ApnX = Z;z = -z | =X
i) :
E ——
n—1
>
=1
—(n—1) -1 -1 -1
—(n—-1) X -1 -1
—1| (1) )
-1 -1 . X -1 =t
—(n—-1) -1 -~ -1 X
1 -1 -1 -1
1 X -1 -1
1 -1 -1
1 -1 X -1
1 -1 -1 X
1 -1 -1 -1
0 X+1 0 0
0 0 E 0 (L; + L; — Ly, Vi € [2,n])
0 0 X+1 0
0 0 0 X+1
X+ 1)t

e Comme A,, est diagonalisable, on a dim E,,_1(A,) =1let dimE_;(A,) =n— 1.
e Notons (E;)ic[1,n] la base canonique de M,, 1(R).



10.

11.

12.

. Soit « une valeur propre de la matrice B, et X = <

Pour tout j € [2,n], An(E; — E1) = By — E; = —(E; — E,), donc E; — Ey € E_1(4,).
La famille (E; — E1)je[2,5] est une famille libre (zéros échelonnés), composée de n —1 de E_1(A,,), donc c’est une base
de E_1(A,) et

E_1(An) = Vect (Ej — E1)jef2,n]-

oA, || =(Mn-1)|:|,donc || € En_1(An), et, comme dim E,,_;(A,) =1, : est une base de E,,_1(A,).
1 1 1 1

. det(Ay) = (—1)"det(—An) = (—=1)"x4, (0) = (-=1)"(1 — n).

T, ‘A, I, A,

tA i A, 1
. Comme 'B,, = ( " ") = ( " ") = B, B, est symétrique réelle, donc diagonalisable.

X1> une matrice colonne écrite par blocs telle que X # 0 et
2

B, X = aX.

Alors on a

Xl ATLXl +X2 ATLXl +X2 :OéXl
— B, X = &
@ (X2> (Xl + A, X, X1+ A, X5 =aX,

On a donc, en faisant Ly + Lo : (A, + I)(X7 + X2) = a(X7 + X2)

et, en faisant Ly — Ly : (A, — I)(X7 — X2) = a(X1 — X2).

Comme X # 0, on a

- X7+ X5 #0, et X7 + X5 est alors un vecteur propre de A, + I associé & la valeur propre «

- X1 — X2 #£0, et X1 — X5 est alors un vecteur propre de A,, + I associé a la valeur propre «
« est donc bien une valeur propre de (A, + I,,) ou (A, — I,).

. o Pour tout a € R, pour tout A € M, (R),

Xa—ar(X) =det(XI — (A —al)) =det(X +a)l — A) = xa(X +a),
donc
Spr(A—al)={z€R:xa_q(x)=0}={zxcR:xa(x+a)=0}={zecR:2+acSp(A)}={A—a,A e Sp(4)}.
Par suite, Sp(A, —I) ={A =1, A€ Sp(A,)} ={-2,n—2} et Sp(A, + 1) ={A+ 1,2 €Sp(4,)} ={0,n}

Comme, d’aprés la question précédente, Sp(By,) C Sp(A4, — I) USp(A, + I), on a bien Sp(B,) C {—2,0,n — 2,n}.

. N X
e D’aprés la question 8, en prenant X; = X5 un vecteur propre de A,, associé & la valeur propre A, X = ( X1> #0 et
1

_ AnXI +X1 _ Xl _
B,X = (X1 +AnX1) =(\+1) <X1> =(A+1)X,

donc X est un vecteur propre de B,, associé & la valeur propre A\ + 1.
Par suite, —1+1=0et (n — 1) + 1 = n sont valeurs propres de B,,.

e Soit X et un vecteur propre de A,, associé & la valeur propre A. Alors X = ( )gé ) #0et
—A1

_ (AnX1— X1 X1\ _
BnX_<X1_AnX1>_(/\—1) <—X1 =\-1X,
donc X est un vecteur propre de B, associé & la valeur propre A — 1.

Par suite, —1 — 1= —2et (n — 1) — 1 = n — 2 sont valeurs propres de B,,.
e On a donc {—2,0,n —2,n} C Sp(B,), donc, par double inclusion,

Sp(B,) ={-2,0,n — 2,n}.

Les raisonnements des questions 8 et 10 n’utilisent pas le caractére symétrique de A,, donc restent valables pour une
matrice M quelconque.

On a donc Sp(Upr) =Sp(M +1)USp(M — 1) ={\+1, A€ Sp(M)}.

Comme M est diagonalisable, il existe P € M,,(R) inversible et D diagonale telles que M = PDP~!' < D = P"'MP.

P P . . . 4 1/pt p!
p —P) est inversible, d’inverse Q™" = 1 (P_l _p1)-

De plus, par produit matriciel par blocs,

Q0 'Un0Q = 1/ P'MP+P'IP+P 'MP+P '[P P 'MP+P'IP—(P'MP+ P 'IP)
M= =9 \P'MP—-P'IP—(P'MP—-P'IP) P 'MP—-P'IP+P 'MP—P'IP

_1(2D+2rI 0 _(D+1 0
T2 0 2D —2I) — 0 D-1

est diagonale, donc U), est diagonalisable.

La matrice par blocs Q =



. . X
Remarque. Pour trouver (), on s’inspire de la question 9 : des vecteurs propres de Ujy; seront de la forme ( Xl) ou
1

X
( ); ) ol X; est un vecteur propre de M.
—X1

Comme les colonnes de P sont des vecteurs propres de M, les colonnes de <§> et < P

B P> seront des vecteurs propres
de Uyy;... d’ot le choix de Q.

Exercice 2

1. Soit n € N*.
2n 1
hon —hn = Y+
k=n-+1
0] ttke[[+12]]1>1d
r, pour tou n ,2n|, — > —, donc
P k™ 2n
2n 2n
1 1 1 1
han — hy = = > —=n— ==
2 - Z 2n nn 2
k=n+1 k=n-+1

1
2. e Pour tout n € N* hyp, 1 — hy, = o > 0, donc la suite (hy,),en+ est croissante.
n
Par suite, la suite (h,)nen- admet une limite ¢ (éventuellement infinie) en +oc.

n
e Montrons par récurrence que pour tout n € N, hon > 5 (HR,,)

0
Initialisation : hg = h; = 1> —, donc on a bien HRj.

Hérédité : Soit n € N et supposons HR,, vérifiée.
Alors, d’aprés la question 1, comme 2" > 1, on a

On a bien HR,,41.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N, hgn > 5
e Par suite, lim hon = 400.

n—-+oo

Comme (han )pen est une suite extraite de (hy,), on a aussi lim hgn = £.

D’ou, par unicité de la limite, on a { = +o0, i.e. | lim h, = 4oo.
n—-+oo

3. e Pour z =1, h,2" — +oo, donc hpx™ diverge grossiérement. Par suite, R < 1.
n—-+4oo
n>1

e Pour tout n € N*,

n

§21:n.

k=1

| =

|hn| = Z
k=1

Or, Z ™ a pour rayon de convergence 1, donc Z nz™ a pour rayon de convergence 1, donc H(x) = Z hpx™ a un
n>1 n>1 n>1

rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

e Par suite, le rayon de convergence de H est 1.

e Enfin, Zhnx" diverge pour x = 1 (premier point) et diverge aussi pour z = —1 (car (—1)"h,, n’a pas de limite,

donc la série diverge grossiérement), donc I =] — 1, 1].

Remarque. Pour déterminer le rayon de convergence, on aurait aussi pu utiliser le critére de d’Alembert car, pour
tout n € N*, h,, >0 et

—0
— 400 —
=~ 1

hn+1: " +TL+1Nhn
hn hn hn n—+00

On retrouve (heureusement) le rayon de convergence égal a 1.



1
4. e Pour tout n € N*, — >0 et
n

1

(n—lil) anz o1
L n4 n——+oo
7’L2

donc le rayon de convergence de S est 1/1 = 1.
e Le rayon de convergence d’une série entiére reste inchangé si I’on mutliplie ou divise ses coefficients par n, donc T a
le méme rayon de convergence que H, c’est—a—dire 1.

5. Pour tout = €] — 1,1[, g(z) = In(1 — z) Z—

Le rayon de convergence de cette série entlere est 1.

+oo
1
6. x— 1 est développable en série entiére sur | — 1, 1], 12 Z 2" (le rayon de convergence de cette série entiére
. —x
n=0
est 1).
1
Par suite, G :  — In(l — z) x 1 est développable en série entiére sur | — 1,1[ comme produit de fonctions
— T

développables en série entiére sur | — 1, 1].

XRgn X 0 sin=0
De plus, G(x) est le produit de Cauchy de — — = ap,x™ en posant a,, = -
plus, G(a) est I produit do Cauchy de — 3 2 = 3 aya® en p .

— — sin>0
—+oo
et Z " = Z b,z" en posant b, = 1 pour tout n € N.
n=0

Par;uite, pour tout x €] — 1, 1],

7. Comme L est la primitive de H sur Uintervalle | — 1,1[ qui s’annulle en 0, on a

v €] - 1,1], /H t)dt = / G(t)dt/omhll(itt)dt
{ (In(1 — t))T”” _ (In(1 - x))Q.
2 0 2
(g(w))?

On a donc, pour tout z €] — 1,1[, L(z) =

2
8. Deux fagons de le justifier :

1
- L:izw 3 g(x) x g(x) est développable en série entiére sur | — 1, 1] comme produit de fonctions développables en série
entiere.

— L, primitive de H est développable en série entiére sur | — 1, 1] comme primitive d’une fonction développable en série
entiére.
Le deuxiéme point permet de plus d’écrire : pour tout « €] — 1, 1],

+ +

+ooh +o0 1 +o00 n 1 400 1
e S E () £
n=1 n=1 n=1 \k=1 n=1
+o00 1 +oo /n—1 1 400 ho
()0 X (S ) e
n=1 \k=1 n=2 \k=1 n=2
+oo h

:Z%xﬁl (en posant j=n—1&n=j+1)
— 541



10. Soit y €]0, 1].

(a)

In(1 —w) .
e ¢ :u+—» ———= est continue sur |0, y] et
u
In(1 — —
n-w v
u u—0 U
donc elle est prolongeable par continuité en 0 (en posant ¢(0) = —1), donc intégrable sur |0, y].
YIn(l—w) . I .
———du est donc bien (en particulier) une intégrale convergente.
0 u
+oo um
e Pour tout v €] — 1,1[, In(l —u) = — Z —, donc, pour tout u €] — 1, 1[\{0},
n
n=1
In(1 —w) R X own
@(U)*T*_Z n *_Zn+1'
n=1 n=0
Cette égalité est encore valable pour u = 0 (on a posé p(0) = —1), donc ¢ est développable en série entiére sur
+oo n
u
—1,1[et, tout u €] — 1,1, _— .
] [ et, pour tout u €] [ ¢(u) nzz:o”Jfl

+o00o n

Par suite, pour tout y €]0, 1], la série de fonctions continues Z
=0

peut intervertir / et Z :
+0oo n+1

Yy y I m X ryoyn
Y .
/0 p(u)du = /0 - nz:% n+ 1du - nz_%/o n+ ldu T nz:% (n+1)2 = —S(y) (en changeant de variable).

On a donc bien

converge uniformément sur [0, y], donc on
n+1

/y Mdu—i—S(y) =0.
0

u
e Formellement,
1
In(1 — Y1n(1l—
[P = i [P0 i () = —50) = -
0 u y—=1 Jo u y—1 6

e Montrons donc que lim S(y) = S(1).

y—1

1
Posons f, : x € [0,1] = — ™.
n

1 on 1
Pour tout x € [0, 1], |fn(z)| < o donc || f,[|1%Y < ol

Or, Z % converge (Riemann et 2 > 1), donc, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs,
n>1

Z £ l1% Y converge, donc la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1].

n>1 n>1

De plus, pour tout n € N*, f,, est continue sur [0, 1], donc S = Z fn est continue sur [0, 1] comme somme d’une
n>1

série de fonctions continues convergeant uniformément sur [0, 1].7

Par suite, on a, par continuité de S en 1, Z}l_)rnl S(y) = S(1).

e Pour tout y € [0,1],

y oo
/ Mdu:—S(y) N _5(1):_2%:_%,
0 n:ln

U y—1

Yn(1 — w) n(1 — w) w2
donc / ———du converge et / ——du = ——.

0 u 0 (3 6

Pour tout y €]0,1[, 1 —y €]0, 1], donc, d’aprés la question 10a

S(1—vy) :—/O - Mdu.

u

Posons le changement de variable affine t = 1 — u < u = 1 — t (ce changement de variable est C! strictement
décroissant sur |0, y|)

On a du = —dt et, comme 'intégrale définissant S(1 — y) converge,
Y In(¢) Y In(t)
1—y)=— —dt)y= | 2.
sa-v=- [ o= [ 7



1 1
Posons u(t) = Int, u'(t) = e v'(t) = 1—¢

Alors u et v sont de classe C' sur ]0,y[.
u(t)v(t) = —In(1+ (¢ —1))In(1 —¢t) Ko d) (I—-t)In(1—1) e 0 par croissances comparées (avec 1 —t¢ — 0)
— —

v(t) = —In(1l —1).

et tllg; u(t)v(t) = —In(y) In(1 — y).

Enfin, l'intégrale définissant S(1 — y) converge, donc on peut intégrer par parties et :

S(1—y)=[—In(t)In(1 — )Y + /y 1),

1 t

1 J—
= ()1 -y - | In{1 1)

v t

:—ln(y)ln(l—y)—/o ln(lt_t)dt—k/oy Mdt

2
=—In(y)In(1 —y) + % — S(y) (d’apres les questions 10b et 10a)

dt

donc on a bien

2
7r
5 =5 + S0 ~y)+n(y)In(l ~y).
2
Cette relation est encore valable pour y =0 et y =1 car S(0) =0, S(1) = % et In(y) In(1 —y) = 0 pour y =0 et

y=1.
11. D’aprés la question 9,
T(1/2) = S(1/2) + L(1/2).

In(1/2))2
Or, d’aprés la question 7, L(1/2) = w et, d’aprés la question 10¢, avec y = 1/2, on a
: 2 (In(1/2))2
29(1/2) = = _ (In(1/2))%, donc S(1/2) = = _ /2]
6 12 2
On a donc
2
T(1/2) = 5(1/2) + L(1/2) = %

Exercice 3

1. Soit k£ dans N*.
Effectuons une comparaison somme/intégrale.
e Pour tout i € N* pour tout € [i,i + 1], i* < z*.
D’ou, par positivité de 'intégrale (i < i+ 1), on a

i+1 i+1 i+l
/ i*dr < / 2Fdr e i* < / 2Fdz.
i i i

En sommant ces inégalités pour tout ¢ € [1,n], et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

n n

it+1 nt1 1R+
Sn(k) = Zik < Z/ aFdr = /1 2Fdr = %
7

i=1 i=1

e Pour tout i > 2 pour tout = € [i — 1,i], 2% <.
D’ou, par positivité de 'intégrale (i — 1 <), on a

/ oFdr < / i*dr ie. / 2Fdr < iF.
i—1 i—1 i1

En sommant ces inégalités pour tout i € [2,n], et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

k+1_1

.k> /l kd :/n kd:n
;z _; i_lm x 1 ehdr = ——g—



En ajoutant 1 de part et d’autre, on obtient :

nk+1—1
Sn(k)>1
) =14 5
e On a donc . .
-1 1 1
147 < Sa(k) < L)
k+1 k+1

k+1

En divisant par n >0, on a

1 1 1 1 1 [(n+ 1)k 1
nktl * k+1 (1 B n’“‘l) = nk+1 Sn(k) < kE+1 ( pktl  pktl )

(TL 4 1)k+1 nkJrl

1
Or, lim =0et

n-stoo nk+l nk+1 ~ nk+1 nﬁ_j»oo L
1 1 1 1 , 1 ((n+1)F1 1 . o
donc nEIJIrl R + Pl (1 — 71’““) = e = ngrfoo P ( oy o) donc, d’aprés le théoréme des
1
d lim ——S,(k)=+——.
gendarmes, lim —pg (k) T
2. Comme X (Q) est fini, X admet une espérance. De plus,
N N N N & N
3PN = 3 P8 = 30 Y PUY — ) = YRR — )~ E(X)
i=1 i=1 k=i k=11i=1 k=1

3. Comme X; < U([1, N]), X1 admet une espérance et une variance (donc un moment d’ordre 2) et

N+1
B =5~

N2 -1
VX =13

E(X1)? =V(X1) + (E(X1))® (daprés K-H)
NZ2 -1 N N?+2N+1 4N?4+6N+2 2N?4+3N +1
12 4 n 12 o 6 :

4. (a) def simulX():
return [random.randint(1,10) for i in range(100)]

(b) def REALIVQ):
L = simulX()
return [max(L[:i]) for i in range(100)]

5. Soit k dans N* supérieur & 2.
(a) Soit i € [1, N].

P(Uy > i) = P(min(Xq, .. Xk) >i)=P(X1>9)N...N(Xg >1))
= P(X; > z) - X P(X) > i) (indépendants)
= P(X; > )" (méme loi)
F N g k
1 N—-i+1
(Srea) - (£2) -
j=t

(b) e On a, pour tout k € [1, N — 1], Viy1 > Vi, donc, dés que Vi, = 10, on a V}, = 10 pour tout k € [ko, 100].
e De plus, pour tout k € [1, NJ,
P(Vy =10) =1 — P(V; < 9)
1-PX1<9N...NXE <9)
1-P(X;<9)x---x P(X; <9) (indépendants)

)

et cette quantité tend trés vite vers 1, donc la suite (V}) prend en général trés vite la valeur 10.



(c) D’apres la question 2,

N N . k N
E(Uy) =Y PUpy>i)=) (N_];H) = %Z(N—i—k 1)k
= i=1

N
1
= WZQ’“ (en posant j = N — i+ 1)
j=1
1
= i Sk(V)
C d'aprés la question 1, ——Sp(N)  — —— £0
omme, d’aprés la question 1, =75k N TrT _on a
NE+1 1 N
Sk(N) N_:roo Tl et donc E(Uy) = mS,C(N) N—>N+oo Pt

(a) e Les variables X; sont indépendantes.

En posant f : © — N 4+ 1 — z, on a, pour tout ¢ € [1,N], ¥; = f(X;), donc les variables (Y7,...

indépendantes.
e Pour tout i € [1, N], X;(Q2) = [1, N], donc Y;(Q) = (N +1— X;)(Q) = [1, N].
De plus, pour tout & € [1, N],

PY,=k)=P(N+1-X,=k)=PX;=N+1-k)=—

(Vi=k) = P(N+1-X; =)= P(; = N+ 1) = .
€[L,N]

donc Y; — U([1, NJ).

(b) On a

Up = min(Xq, ..., Xx) = —max(—Xq,... — Xk)
=N+1l-max(N+1—-Xy,...,N+1—X})
=N+1-—max(Yy,...,Y,) = N+1-Vi(Y),

donc, par linéarité de ’espérance,
E(Ug) =N+1-E(V,(Y)), donc E(Vi(Y))=N+1-— E(Uy).
De plus, par propriété de la variance, comme U, = N +1 —V;(Y), on a

V(Up) = (=1)2V(Vi(Y)), donc V(Vi(Y)) = V(Up).

,YNn) sont

Enfin, comme les X; et les Y; suivent les mémes conditions (d’indépendance et de loi), Vj; et V3 (Y') ont la méme

loi, donc la méme espérance et la méme variance, donc :

EVi)=N+1-EU) et V(W) =V(Up).

(a) Us + Vo = min(X7, X2) + max(X1, Xo) = X1 + X5 et UaVo = min(X7, X3) x max(Xq, Xo) = X1 Xo.
(b) Par suite,
N2 -1
V(Us 4+ Vo) = V(X1 + Xo) = V(X1)+V(Xe) = 5
et N 9
+1
E(U)V,) = E(X1X5) = E(X1)E(Xs) = %

(c) On a V(Uy) = V(Va) d’aprés la question 6b.
De plus,
V(U2 + V) = V(Uz) + V(V2) + 2Cov (U, V2),
donc

2 2 2
W (Us) = V(U + V) — 2Cov (Un, V) = - L U\;GN;)
3N*—3N? - N*+2N?—-1 2N*-N?-1

18N2 B 18N2 ’
2N* - N2 -1
36N2

donc V(Up) =V (V) =



COV(UQ,VQ) (N2 — 1)2

(d) p2(N) = ( ( ) T 9N4 _ N2 _1
(N2 —1)2 N* 1
(&) P2(N) = SNTTNT 21 N oo INT N i 2

(a) Qui est ce N ici ? 2 On va supposer que X est a valeurs dans [1, N]...
Comme X () est fini, X admet un moment d’ordre 2 et

N

N N

Z(Qi —1)P(X >i) = ZZ
i= = k;z
>

(2i — 1)P(X = k)
(2i — 1)P(X = k)

k
<P(X =k)) (20— 1))
P

1+ (2k—1)

5 (somme de termes d’une suite arithmétique de raison 2)

E’P(X = k) = E(X?).

(b) D’aprés la question précédente,

N N . k
B(U) = Y (2= DP(UL 2 1) = Y (2i = ) (N_N’“)

N N
1
:WZ(%—l)(N—i-l—z Z (N+1—75)—1)j* (en posant j =N +1—1)
i=1 =
1 N N 1
= @V DY 23 = o (0N 4+ 1)SN) — 25k (V).
J=1 Jj=1

(c) D’apreés la formule de K-H,

V(U) = E(Uy)* — (E(Uy))?

2
— (N + DS — 2501V - (540

Nk+1 Nk+1 1
(d) D’apres la question 1, pour tout k € N*, Si.(N) N BT donc Si(N) = 1 +o(N"TH).
Par suite,
1 1 2
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