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*Exercice 1 Séries télescopiques :

1. Décomposer

R en éléments simples. Puis montrer que la série g 71 converge et calculer sa somme.
n? — n? —

2
2. O Déterminer la nature et la somme de la série Z In (1 + )

n(n + 3)
1
3. Montrer que pour tout entier p > 1, la série Z ———— converge. On note L,, sa somme.
n(n +p)
1
On admet que : (Z k) =1In(n) + v+ &, ol v est une constante (d’Euler) et &,, — 0.
k=1
21
Exprimer L, en fonction de H, = Z —.
k
k=1
4. (a) Déterminer la nature de la série de terme général S L—
nt4+n2+1
(b) Montrer qu’il existe (a,b) € R? tel que pour tout n € N, n = a4 + b )
n*+n2+1 n?-n+1 n?4n+1l
00 n
¢) En déduire la valeur de la somme : _
© v nz::o nt+n? 41

Solution:

1. Exo Charlotte
2 (n+1)(n+ 2))
2. Remarquer que In { 1 + ——— | =In | ————————= | et téléscoper.
auerd < n(n—|—3)> < (n(n+ 3) P
2 ~ (n+1)(n+2)
nn+3)  nn+3)
tout a lintérieur de ln, soit somme téléscopique si on développe les In) et on obtient a la fin : S, =

(P DL ) o+ 1)/ +3) = 1(3),

1+

et on a téléscopage de termes (soit produit téléscopique si on regroupe

H
3. Décomposer en élément simple. Puis on trouve S,, = = (H,, — (H,+, — Hp)) qui tend vers L, = —2£. 11 faut
p

"=

utiliser égalité H,, = In(n) + v+ €.

4. (a) En calculant un équivalent, on a la CV de la série.

) no 1 1 1
nt4n24+1 2\n2-n+1 n24n+1
(c) On remarque que (n+1)?> — (n 4+ 1) +1 = n? +n + 1 donc par téléscopage, on obtient :

o 1(__ 1 \_1
"9 n2+3n+3 2

+o00 2
. . . o . +1
**Exercice 2 Calculer la somme suivante, sans oublier de justifier son existence : g In u .
n(n + 2)

n=1

1)2 1 1)2 1
Solution: On écrit que M =..=14 ———— doncln M ~ — donc série CV. On calcule S,
nn+1) n(n+2) n(n + 2) n?
2 1
et on regroupe tout sous le méme logarithme : produit téléscopique et il ne reste que S, = ln(y — In(2).
n

Q*Exercice 3 Dans chacun des cas suivants, étudier la nature de la série de terme général u,,.

ntIn(3n) 1 e +n 1 .7
1
1 2+Sln(7)
e) u, =In(cos(1/2n)) f) In(1 — —). g) un =In (7n) pour n >0
2n 2 — sin( L)

3
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Solution: exo ECS1
9 n®In(n) n”

a) n° X U, =~ ———= ~ —
en e

b) pour n > 1 O<n2—1§n2—|—sin(n

1
C) Up ~ o
T 1
d) Up ~ W
€) Uy = 1n(co&(1/2n))
1
f) In(1 - %) ~ —% donc DV

)
)

In(n)

1
— 0 donc u, = o(—

<n?+1=0<u,<

1
: on fait un DL et on obtient aprés calcul u,, ~ )
n

1
g sm( ) — 0 et on fait un DL en «;, = sin(—). On obtient u,, = ...
n

3 c... donc CV.
n

donc la série converge.

1
~ o, ~ — de signe const et série DV
n

*Exercice 4 Etudier la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

1
nn+1)
2. u, = cos(nm)
n? — cosn
e +3

1
4. u, = 2nsin (>
n

1. u, =

3. Uy =

5. Up

6. u, =

ncosn
2n

sin (;) cos(n)

n!

nn

9. u,

10. u,

11. u,

Solution:
1. DV caren 1/n

Grosst DV

n? x u, — 0 donc CV

Grosst DV

n3'? x u, — 0 donc CV

A

Absolument CV par Riemann
n? 42
nn
8. n X u, ~m— 1donc DV
n3

~

Up, ~~

10. |u,| < —2 donc CV
n

11. Par Stirling : u, ~

Autre approche :

9. |n? xun|<2——>0d0ncun—o(

D’alembert :

équivalent a -1 donc w1 /u, — et

2
—1~—2doncCV
n

) donc CV

— 0 et donc CV

Up4+1Un = ...
< 1 donc CV

exp(n In( n
n

1)) et ce qui est dans ’exponentielle est

ka

n
1
*Exercice 5 Etudier la nature de la suite (u,) définie par u, = H (1 — > Préciser pour quelles valeurs u,,

tend vers 0. Montrer que :

k=2

si (up) converge vers une limite non nulle, alors sa limite est un réel strictement positif.

an

Pour a < 0, uy,, = (—

Pour o > 0 : In(u,) =

Solution: Pour a =0, u,, = 0 pour tout n.

— 1) donc |u,| = 400 et (upj) n’a pas de limite.

Sh, ou S,L est la somme partielle de la série de terme général égal a

1 1
vp=In{1—— ~ —— donc CV pour a > 1 donc u,, a une limite finie.
ke ) k=400 k™
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Pour a < 1, Zvn diverge vers —oo donc u,, — 0.

u .
RQ : pour a > 0, on a u, >0 et 1 1 donc u,, converge vers min{ug, k € N} et donc (u,,) converge.

Un

. (=" —1)m\" .
**Exercice 6 Pour tout n € N*, on pose u,, = e n» — (1 + ( 2) ) . Déterminer la nature de E Up, -
n
n>1

Solution: On fait un DL a lintérieur de 'exponentielle du 2e terme, et on arrive a u,, = e~ »  — exp(

1 1 (=n™ (=n™ 1 1
—— +o0o(—)) etonmet e » en facteur dot u, =e¢ » X [|[1l—exp——= +0o(—) |. On en déduit u,, ~ —=
st (n3)) " ( Poons T (n3)> "o

donc série convergente !

3n
**Exercice 7 1. Déterminer la nature de la série E —_
- 1+442n
n>0
1
2. On note R, le reste d’ordre n pour tout n > 0. Montrer que : Vn € N, 0 < R,, < T

3. Comment obtenir une valeur approchée de la somme & 1073 prés ?

Solution:
1. u, ~ (3/4*)™ série géom. CV donc Zun CV.

+oo k n+1 n
3 3 1 3 3 3 1 3 1
2. 0< R, = E — < | —= = — — ] . — < —-et =< -, ..
o=t k_n+1<42> (42) Xl_i 13X(16> Ors1% S5

42
< 10-% cest & dire g > In(250) _ 31n(5) + In(2)
4 x 5o In(5) In(5)

On prend ng tel que

In(2
Or n(2) < 1 donc ng > 4 suffit.
In(5)

O**Exercice 8 Soit f la fonction définie sur |0, +o00[ par f(z) = —.

1. Déterminer la natures de la série de terme général f(n).

n
2. Montrer la convergence de la série de terme général u,, = / f@)dt — f(n).
n—1

Solution:
1. On étudie la fonction f définie par f(t) = In(¢)/t. On étudie ses variations. Elle est décroissante, continue,

positive sur sur [e,4+00[. Donc d’aprés le théoréme de comparaison série-intégrale, la séride Z f(n) et
“+o00 2
I'intégrale impropre f(t)dt sont de méme nature. Or une primitive de f est ®)

qui tend vers 400

e
en l'infini. Donc la série et 'intégrale divergent.

2. Donc pour n > 4, on a donc f(n) < /n f@dt < f(n—1) dou 0 < ! f@)ydt—f(n) < f(n—1)— f(n).

n—1 n—1

—1)(In(n—1)—1 In(n—1) In(1-2) In(n-1
fln=1)—=f(n)=..= (n=1)(n(n=1) = In(n)) + In(n — 1) = a( n) + n(n ) Le premier terme
n(n—1) n n(n —1)
1 -1
est en 1/ n? et pour le 2e terme : n3/? x n((nl)) — 0. Donc ce sont deux termes de séries convergentes....
n(n —
+oo
Q**Exercice 9 Pour tout n € N, on pose u, = Z ;
) n e (n + k)2

Montrer que u,, est bien défini pour tout n € N et déterminer la nature de Z Up,
n>0
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N
Indication : comparer ; (”‘1‘%)2

4 une intégrale puis en déduire un minoration de u,,.

1
Solution: Pour n fixé on pose vy, = ———— ~ —— donc la série de terme général vy converge donc u,, est bien
(n+k)? (k)
défini.
N 1 ntN+L gy ]
On pose S, = Z m > / il TN + Y donc par passage a la limite en faisant tendre n
k=1 n+1

. . . 1
vers l'infini on obtient u,, > e donc Zun DV

“+oo
1
O**Exercice 10 Justifier 'existence de u,, = Z - Quelle est la nature de Zun ?
p=n "

1
Solution: wu, est le reste partielle d’ordre n de la série des Pl qui est convergente par d’alembert. Donc u,, existe
et méme on peut dire que u,, — 0. )
1 1 1
0<u, <—x = < donc CV.
T -4 -Dx -1 (p-1)?

= (=)t = 1
O*Exercice 11 Justifier la convergence de E ~———5— puis calculer la somme (en utilisant E —)-
n
n=1 n=1

1
Solution: La série converge absolument sans souci. On pose o,, la somme partielle d’ordre n de Z — buis on
2n (_1)n—1

2
écrit que Sy, = Z 5 =02 = [ 0n et on utilise que o, — 772/6. Donc... s = 7r2/12

n
n=1

* Exercice 12 Soit la série de terme général u,, = sin(mv/n? + 1).

1. Exprimer sin(6 + nm) en fonction de n et de sin#.

2. Démontrer que E u, est une série alternée et étudier la convergence de cette série.

Solution: Oral michael

_1)n
*Exercice 13 Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on pose u, = (()1)
n—+ (=1)"
Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Solution: micheal

2
™
*Exercice 14 Montrer que la série E sin < n 1) est alternée et qu’elle converge.
n
n>1

T
Indication : on montrera que pour tout n € N*, u,, = (71)”*1 sin ( T 1).
n

**Exercice 15 Nature des séries dont le terme général est :

@ = Gy = [Ty (= [,
" n —3 " nm \/‘E " n 1+z
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Solution: marie-ja exo 17

*Exercice 16 Soit x €] — 1;1[ et § € R. Convergence et somme des séries Z x" cos(nb) et Z x" sin(nd).

. . . o >0
O**Exercice 17 Soit la suite (u,) définie par : { 5’% €N, st = Un + 12
1. Montrer que la suite (u,,) est croissante et déterminer sa limite.

In(uy,)

2. Pour tout n € N, on pose P, = . Montrer que la série de terme général P,,,; — P,, est convergente.

En déduire que la suite (P,) converge vers un réel £ > 0.

Solution:

1. Upp1 —up = ui > 0 donc (u,) croissante.Si u,, a une limite finie ¢ alors ¢ = ¢ + ¢? donc £ = 0 ce qui est
impossible car uy > et la suite est croissante. Donc elle tend vers 'infini.

Up + u2 1 1 1 1 1
2. Ppy1—P,=..=In < > X ST = ln(lJrE)x ST = = 0(2n+1) donc Z(Pn_,.lfpn)
converge.

Uy X on+1
C’est équivalent d’apreés le cours a la convergence de la suite (P,,) (série téléscopique).

2
Un,

+oo
1
* : I
O*Exercice 18 On admettra que Z i e.
k=0
= 1
1. Montrer la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, = Z ﬁ
p=(n—p):
p=1
n—1
. . - . 1
2. Méme question avec la série de terme général u,, = Z CYA—
= p*(n—p)

Solution:

1 1
1. Produit de cauchy de Z an OU ap = —; en posant ap = 0 et Z b, avec b, = —. Ces deux séries sont
n n!
. em?
ACV et le produit vaut =

4
2. On prend la méme série Z an et ale produit de cauchy de la série par elle-méme donc le produit vaut %

Solution: La série Z 27" est ACV donc la série de Cauchy de cette somme par elle-méme converge absolument.

—+00 2 +o0o n —+o00
<Z 2—"> =y <Z 27 x 2”—’f> =) (n+1)27"=4
n=0

n=0 \k=0 n=0

On a ainsi

=
NG

1. La série Z Uy, est-elle absolument convergente 7

Q* Exercice 19 Soit u,, = et ug = 0.

2. On considére le produit de cauchy de cette série par elle-méme, c’est a dire la série de terme général

n
Up = E UpUp—f-
k=0

Montrer qun est divergente. (On pourra étre amené a étudier la fonction f définie par f(x) = z(n — z).)
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Solution:

1
1. facile : u,| = — (Riemann), mais Uy, est une série convergente (méme méthode que pour montrer
\/>
n

1"
que Z (=1) converge).

n
n—1 1

2. vy, =(—1)" Z ——— . On étudie la fonction f définie par f(x) = z(n — x) sur lintervalle [1,n — 1], on

= k(n—k)
2

2

obtient : croissante entre 1 et n/2 puis décroissante, donc f(x) dans [(n — 1), %} et donc |v,| > (n—1)—

n

donc v, /4 0 donc série DV grosst !
Cet exercice est 1a pour insister sur le fait que cela n’a d’intérét de faire un produit de cauchy que pour
des séries ABSOLUMENT convergentes.

O* Exercice 20 Démonstration de la formule de Stirling.

1. Dans cette question, on veut prouver I'existence d’un réel K > 0, tel que n! ~ Kv/n (%)n
e"n!
On note a,, = W et up, = In(any1) — In(ay)
(a) Montrer que la série Z Uy, converge.
(b) Conclure.

2. Dans cette question, on va déterminer la valeur exacte de la constante K, & I'aide des intégrales

/2
I, :/0 (sin(t))"dt.

(a) Calculer Iy et I;. A Paide d’une IPP, déterminer une relation entre I,,1o et I,.
En déduire les expressions de I, et Io,11 (on donnera les résultats avec des factorielles).

(b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante et que I, 1 ~ I,,.
(¢) Montrer que la suite (n + 1)I,, 1,41 est constante. En déduire un équivalent de I,,.

(d) Déterminer la valeur de la constante K.

Exercices d’oral
Exercice 21

1
zounz=2etaclkR

1. On considére la série de terme général v, = ————5
n (Inn)

(a) Cas « <0 : En utilisant une minoration trés simple de w,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a > 0 : Etudier la nature de la série.
1

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = ———.
z(lnzx)e

(- (+2) )

e— (14— en

2. Déterminer la nature de la série Z 5 " 5 .
" (In(n? +n))

Solution:

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — di .
Z — diverge
n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.
n>2
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(b) Cas a >0
Soit n > 3. .
La fonction f : ﬁ est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2,+oo[ donc
x «
E
Vke[3;n] f(z < flk=1)
k-1
n k n
donc Zf Z flx Zf(k;—l)
k=3 k=37k-1 k=3
n 1
C’est-a-dire, Z f(k / fz)dx < f(k:)
k=2

f étant posmve on peut donc écrire dans [0, +00] l'inégalité

SNCEY MNIEIES ST

de sorte que la série et I’ mtegrale sont simultanément finies,

+o0
autrement dit, Z f(n) et / f(z) dz sont de méme nature.
2

nz=2

“+o0 +m>dt +oo
Puisque / flx)de = / o on peut affirmer que : / flz)de < o0 <—= a>1.
2 1 2

t=lnz [, o
On en déduit que : Z f(n) converge < a > 1.
n>2
1 n
(e — (1 + ) ) e
2, up = o 5
(In(n? +n))
n
Au voisinage de 400, e— (1 + 1) —e—e"(143%) — o_er(m—mzto(3z)) = o_el-mto(3) = £ 4y (1>
n

3=

2. On pose, pour tout entier naturel n >

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +o0, e — (1 + ) ~ 2
n +o00 2n

1 1 1
De plus, au voisinage de +oo, In (n2 + n) =2Inn+1In <1 + > =2lnn+—+4o (>

n n n
Donc In (n2 + n) o 2Inn.

e 1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u, ~ - X ———.
+oo +0 8  n(lnn)
1

n(lnn

Or, d’apreés 1.(b), Z

n>=2

3 converge.

Donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, g Uy, converge.
n>2

Exercice 22 Soit (uy,),cy une suite de réels strictement positifs et £ un réel positif strictement inférieur a 1.

Un+1
1. Démontrer que si lim = /{, alors la série E uy, converge. Indication : écrire, judicieusement, la défini-

n——+oo U,

. . u
tion de lim —t
n—-+o0o Up,

= {, puis majorer, pour n assez grand, u,, par le terme général d’une suite géométrique.
) ) )

n!
2. Quelle est la nature de la série Z —7
n

n>1
Solution:
1. Par hypothése : Ve >0, IN e N/Vn = N, | —j|<e. (1)
Un
1-1
Prenons ¢ = ——.
Fixons un entier N vérifiant (1).
n 1-1
AlorsVneN, n> N = |u < 7
1+1

U
Et donc, Vn 2= N, UARNP
U, 2
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141
On pose ¢ = % On a donc ¢ € ]0, 1[.

On a alors Vi > N, up11 < quy,.
On en déduit, par récurrence, que Vn > N, u, < ¢" Nuy.
Or Z " Nuy =ungV Z q" et Z q" converge car ¢ € ]0,1].
n>N n>N nzN
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z Uy, converge.

n!
2. On pose : Vn € N*, u,, = —.
nn
n —nin(1+—)
VneN*,un>OetVneN*,un+1: " —e T
Up, (n+ 1)
1
Or —nln(14+ —) ~ —1donc lim Untl _ o=l <.
n° +oo n—+00  Up

Donc E U, converge.

Exercice 23

1. Soient (un),cy €t (vn), oy deux suites de nombres réels positifs.
On suppose que (uy)nen et (vn)nen sont non nulles & partir d’un certain rang.

Montrer que : u, +~ v, — g U, et g v, sont de méme nature..
o0

1
((=1)™ 4+ i) Innsin <>
n
2. Etudier la convergence de la série g .
= (Vn+3-1)

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal & —1.

Solution:
1. Par hypotheése, 3Ny e N/ Vn e N,n > Ny = v, #0.

U
Ainsi la suite | — ) est définie & partir du rang Ny.
Un
De plus, on suppose que u,, ~ vn.
+oo

. . u
On en déduit que lim — =1.
n——+oo Un

Alors, Ve >0, IN € Ntel que N = Ny et Vn e N,n > N — | 22

— -1 <e. (1
o ‘\5()

1
Prenons € = 3 Fixons un entier N vérifiant (1).

Ainsi, VneNn> N =

U, 1
— =1 < =,
Up, ’\2

1

C’est-a-dire, Vn e Nyn > N = -3 < Un 4 <
Un

On en déduit que Vn e NNn > N = = <

Premier cas : Si Zvn converge

D’apres (*), Vn > N, u, < ;vn.

Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z Uy, converge.
Deuxiéme cas : Si Zvn diverge

D’aprés (*), Vn > N, 1vn < Up.

2
Donc, par critére de minoration des séries & termes positifs, g u, diverge.

Par symétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.

((~1)" + i) Innsin <711)
(Vn+3-1) '

2. On pose Vn > 2, u, =
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\/ilnnsin(l)

n

Up| = ———"".
[un] (\/n + 3 — 1)
21

De plus |u,| ~ V2 'nn =y,

+o0 n2

21
On a n%vn = f nn , donc lim ni v, = 0. On en déduit que E v, converge.
n4 n——+o0o

D’apres 1., E |, | converge.
n>2

Donc E Uy converge absolument.
n>2

De plus, la suite (uy,)n>2 est a valeurs dans C, donc E U, cOnverge.
n>=2

Exercice 24 On considére la série :Z cos (7‘(\/ n24+n+ 1).

n=1

1
1. Prouver que, au voisinage de +o0o0, 1v/n2 +n+1 = mr+g+az+0 <2) ol « est un réel que ’on déterminera.
n n

2. En déduire que Z cos (7‘(‘\/ n2+n+ 1) converge.

n>=1
3. Z cos (71' vn?Z+n+ 1) converge-t-elle absolument ?
n>1
Solution:

1 1
1. 7r\/n2+n+1:nm/1+—+—.
1 1.1 1 1 1 3 1
Or, au voisinage de +o0, 1/1+ — +7_1+2(n+$)_8ﬁ+0(n7)_1+ +82+O($)'

Donc, au voisinage de +o0o, 71v/n2+n+1=nnw + Ty2T O(=).
n

2. On pose Vn € N*| v, = cos (7T\/ n?+n+ 1).

3 1 3 1

D’aprés 1., v,, = cos (mr + 72r + §E + 0(712)> = (71)”+1 sin (SZ + O(nQ))

3 _1\n+1 1
Donc v,, = —WL + O(—z)

n

n+1

Or Z converge (d’aprés le critére spécial des séries alternées)
n>1

1
et Z O(ﬁ) converge (par critére de domination), donc Z vy, converge.

n>1 n>1
. 37
3. D’apres le développement asymptotique du 2., on a |v, fodirme
oo 8n

1. . . . .
Or E — diverge (série harmonique), donc E |v, | diverge, c’est-a-dire E v, ne converge pas absolument.
n>1 n=1 n>=1




