PC A. Briand Feuille 10 : Suites et séries de fonctions
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Partie 1 : Exercices pour les TD

Exercice 1 Pour tout n € N*, et z € R, on pose : f,,(x) = exp(

1. Etudier la convergence simple de (f,,) sur R.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,,) est uniformément convergente sur tout intervalle de la forme | — 0o, b] ol

b € R, mais pas sur R.

Exercice 2 Etudier la convergence simple, et uniforme de la suite de fonctions définies sur R par :

nw
r) = ———
fn(@) 1+ n2z?
Exercice 3 Etudier la convergence simple, et uniforme de la suite de fonctions définies sur R™ par :
1—2"
fn(x) = 1+ z2n

Exercice 4 FEtudier la convergence simple, et uniforme de la suite de fonctions définies sur |0, 1] par :

i 1
frn(x) = min(n, —)
x
Exercice 5 Etudier la convergence simple, et uniforme de la suite de fonctions définies sur [0; 1] par :
fu(z) =nz™(1 —x)

Préciser la convergence uniforme sur les segments de la forme [0;a] avec 0 < a < 1.
Exercice 6 On définit une suite de fonctions (f,,) par :

Ve € [0;2], folx) =2 et VneN,Vxel0;2], fnr1(z) =2+ fu(z)

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions.
2. Démontrer que chaque fonction f, est croissante, puis étudier la convergence uniforme.
Exercice 7 (Suite de fonctions et dérivation)
Pour tout entier n non nul, et pour tout réel x, on pose f,(z) = - sin(nx).
Etudier la convergence uniforme de (f,) .

Les fonctions (f,,) sont-elles dérivables ? A-t-on la convergence de la suite des (f},)?
. 2n
Exercice 8 Pour z € [0;1], on pose :  f,(z) = 1—|—7172$"332
1. Déterminer f la limite simple de (f,,).

2. Etudier la convergence uniforme de (f,,).

1 1
3. Calculer I, = / fn(x)dz; puis comparer 1i_>m I, et / f(t)dt.
0 n—oo 0

1
2 —nx+n?’

Etudier le type de convergence de la série de fonctions Z fn-

Exercice 9 Pour n > 1, on pose f,(z) =

Exercice 10 Etudier la convergence de la série de fonctions de terme général f,,: t — 1/(1 + (nt)?).

Montrer que la somme est de classe C! sur son ensemble de définition.
+oo (_ K

Exercice 11 Montrer que S: x — Z est définie sur |0, +oo].
n=0

n+z
L’application S est-elle continue ? Est-elle de classe C' ?
Exercice 12 On pose f,(z) = nze=""" pour n € N et z € R.
1. Déterminer ’ensemble de définition D de la somme de la série de terme général f,,.
2. (a) Etudier les variations de la fonction f,, pour n fixé.
(b) Montrer que Z fn converge normalement sur [a, +o0o[ pour tout a > 0.

—+o0

(¢) Calculer la somme S: x Z fn(x) (Indication : on pourra remarquer que f, est la dérivée de la fonction

n=0
1
gn définie par g, (z) = —ge*mz)

3. La somme S est-elle continue sur D ?
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+o0 T +o0
Exercice 13 L’objectif de cet exercice est de calculer lim —— et lim —_
a—0F £ nth T astoo ’ nrtl

n= n=

T

+oo +oo
x x
1. On pose g,(t) = Jo+1s pour > 0. Alors Z vt Zggg(n)
n=1

n=1
Justifier que la fonction g, est décroissante.
+o00

Utiliser une comparaison série intégrale pour calculer lim E —_—.
z—0t netl

x
2. On pose u,(x) = o1 pour @ > 0.
Pour n fixé, étudier les variations de la fonction (z — uy(z)).

Montrer que E u, converge normalement sur [a,+oo[ pour a > 0 fixé. Penser & un théoréme du cours et

—+oo
calculer lim Z i

T——+00 nr+l’

Exercice 14

1
1. Pour tout (p,q) € N?, existence et calcul de I(p,q) = / 2P (In(z))dz.
0

1
Indication : pour le calcul, on pourra montrer que : I(p,q+ 1) = —% x I(p,q) puis en déduire I(p,q) en
p
fonction de I(p,0) puis ...
1 too (—1)n—1
2. Montrer que / xdx = Z —
0 n=1 n
Exercice 15
+oo e—n®
1. D le domaine de définition de la foncti DX 1" .
onner le domaine de définition de la fonction f : z Z( ) ]

n=0
2. (a) Montrer que f est de classe C' sur R™.
1
( Cl4e
(¢) Chercher la limite de f en +o0 (indication : on pourra penser au théoréme de la double limite).
(d) En déduire I'expression de f(x) sur RT*.
3. En déduire que f est de classe C! sur R,

)
b) Montrer que f'(z) — f(x) =
)

Partie 2 : Exercices d’oral

Exercice 16

1. Soit X un ensemble, (g,,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.

n-+2 —nz?
e cos (v/nz).

2. On pose fp(z) =
(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).
(b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, 4+o00[?

(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo| ?

(d) La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur |0, +o0[?

Exercice 17
ne® +xe” "
On pose )= (22 +1) ———F——
1% f n( ) ( ) ntax
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].

1
2. Calculer lim (x2 + 1) mdw.
n—+00 n—+ax

0
Exercice 18
1. Soit (f) une suite de fonctions de [a,b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f, et que, pour
tout n € N, f,, est continue en xg, avec xg € [a, b].
Démontrer que f est continue en xg.
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2. On pose : Vn € N*, YV € [0;1], gn(x) = 2™
La suite de fonctions (g, )nen= converge-t-elle uniformément sur [0; 1] ?

Exercice 19

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite ( / fn () da:) converge
e neN

b
Vers/ f (z)dz.

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% +oo +o0 1
3. Démontrer que / Zx" da = —
0 n=0 n=1 n2
Exercice 20 On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :
Vn e N*, Yz €[0,1], un () zln(1+f) _r
n n
= x x
On pose, lorsque la série converge, S(z) = Z [ In (1 + —) — —]
ot n n

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).
Exercice 21 Soit A C C et (f,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I'implication suivante :

(la série Z fn converge uniformément sur A) = (la suite (f,) converge uniformément vers 0 sur A)

2. On pose : Vn €N,V € [0; +00[, fu(x) = nae V7,
Prouver que Z frn converge simplement sur [0; +o0l.

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[ ? Justifier.

Exercice 22

T
On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par f,(x)

BT

1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>=1

+o0
On pose alors : Vo € R, f(z) = Z fr(2).
n=1

(b) Soit (a,b) € R* avec 0 < a < b.
Z fn converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +oo[?
n>=1
(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +-o00[?
n>1
2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer xll}rfoof(x)



