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Partie 1

1 2 -1 1
Exercice 1 Déterminer rang, noyau et Imagede A= 1 0 -1 -1
-1 1 1 2
Exercice 2 Soit A = <; i) et soit f lapplication définie sur Mo(R) par M — AM.
Décrire Ker(f) et Im(f) (dimensions, bases).
0 1 -1
Exercice 3 Soit A = | —1 2 —1]. Calculer A% — 3A + 2I3. Si existence, donner A~1. Calculer A"
1 -1 2
pour n € N.
Exercice 4 Soit B = {E;;, (i,7) € {1,..,n}*} la base canonique de M, (K).
Montrer que F; jE,; =0sij # ket E; jE,; = E;;sij=k.
2100
. : 0200 ) : n
Exercice 5 Soit A = 00 3 o0l Déterminer A" pour n € N. La formule reste-t-elle valable pour les
0 0 2 3

entiers négatifs 7
Exercice 6 On note J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1. Calculer J" pour tout entier n.
2. On pose A = 21 + 3J. Calculer les puissances de A.
3. Généralisation : calculer les puissances de B = al + bJ.
Exercice 7 On considére les endomorphismes f et g de C,,[X] définis par :
VP e C,[X], f(P)=P+P et g(P)=P—P +P"...+ (-1)"P™.
1. Montrer que f et g sont des isomorphismes réciproques 'un de 'autre.

2. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de C,[X] et déterminer son inverse.

1 0 00
. . 1 0 0O
Exercice 8 Soit A = 100 0
1 1 1 1
1. Déteminer le rang de A ainsi que Ker(A) et Im(A).
1 0 0O
1 1 00
- 3 — ?
2. A est-elle semblable & B 000 o0l°
00 0O
3 -3 -1 2 00
Exercice 9 Montrer que les matrices A = | 1 1 0 |etT=|0 1 1] sontsemblables.
-1 -3 0 0 01

Déterminer une matrice P inversible telle que A = P~!TP
Calculer T", puis en déduire A™.

Exercice 10 Soit n € N*. Montrer que les matrices suivantes sont semblables :

1 1 0 ... 0 1 1 0 ... 0
o 1 2 . : 0 1 1
: .13 : .11
A=|: Tl el el et B=
1 n—-10 : .1 10
1 : 1
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Exercice 11 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie. On suppose que rg(f) =

tr(f) =1.

Montrer que f est un projecteur.
Exercice 12
1. Soit E un espace vectoriel de dimension p. Donner la dimension de £(E) et de L(L(E)).
2. Soient E un espace vectoriel et u € L(E) nilpotente. On définit 7': v +— w o v — v o u. Montrer que
T € L(L(E)).

3. On suppose ici que E = R? et qu'il existe une base (1, ez) telle que u(ey) = 0 et u(es) = e;.

(a) Donner la matrice de u dans la base (eq, e2).

(b) Montrer que u est nilpotente et donner son indice de nilpotence.
(¢) Calculer T? et T3.

(d) Donner 'indice de nilpotence de T .

4. On revient au cas général (E de dimension p et u € L(F) nilpotente).
k
Montrer que T*(v) = Z(,l)z ( ,>uk_2 ovou'.
1=0 !
5. Montrer que T est nilpotente.

Exercice 13 Matrices & diagonale strictement dominante :
Soit A = (a; ;) une matrice de M,,(C). On suppose que :

Vi€ {1,2,..,n}, laiil > lail
J#
1. Donner un exemple de matrice non diagonale de M3(R) qui soit a diagonale strictement dominante.

I

T2
2. On suppose quil existe X = | . | tel que X #0, AX =0et (Vi € {1,2,...,n}, |z1]| > |xi]).

Tn
Aboutir & une contradiction en utilisant la premiére ligne du systéme AX = 0.
I
3. Montrer qu’il n’existe pas de X = | %2 | tel que X # 0, AX = 0.
T,

4. En déduire que A est inversible.
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Partie 2 : Un exercice plus approfondi

Exercice 14 Dans cet exercice, F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

On se propose de décrire les endomorphismes u de E vérifiant u® = —u.

1 - Un exemple

Dans cette partie seulement, F désigne le R-espace vectoriel R3. On note B = {e1,e2,e3} la base canonique
de F, et 'on considére ’application

— E
—r—z
— —2rx—y—=z
3r+y+ 22

SIS |

1. Déterminer une base de Ker(f).
2. Déterminer la dimension et une base de Im(f).
3. En utilisant les bases de Ker(f) et Im(f), montrer que E = Ker(f) @Im(f).
4. Montrer que f induit un automorphisme de Im(f) vérifiant (f|pm f))2 = —idpm(y)-
5. Montrer que f3 = —f.
6. Montrer que si e est un vecteur non nul de Im(f), alors {e, f(e)} est une base de Im(f).
7. Construire explicitement une base B’ = {€], €}, €5} de E telle que
fler) =ej, fleg) = —€l, f(es) =0.
8. Donner la matrice de f dans la base B puis dans la base B’.
2 - Etude du cas ot u est inversible
Dans cette partie, on suppose que u est un automorphisme de E vérifiant u3 = —u.
1. Que vaut u??
2. Soit z un vecteur non nul de E. Montrer que la famille {x, u(x)} est libre dans F, et que le sous-espace
V, = Vect({z,u(x)}) est u-stable.
3. Soit F' un sous-espace vectoriel u-stable de E, et x un vecteur de E n’appartenant pas a F'. Montrer
qu’alors

F+V$:F@V$.

4. En déduire l'existence d’une famille (z1,...,x,) de vecteurs de E telle que
la famille de vecteurs (x1,u(x1), x2, u(x2),..., Ty, u(xy,)) soit une base de E.
5. Que dire de la dimension de E'?7
3 - Etude du cas ot u n’est pas inversible
Dans cette partie, on suppose que u est un endomorphisme de F, non nul, non bijectif, vérifiant v® = —u.
1. Montrer que 1 < dimKer(u) <n — 1.

2. Montrer que E = Ker(u) @Im(u)
3.
4

. En déduire l'existence d’une base de E de la forme : (z1,u(x1), x2, u(z2), zp, u(xp), hi, ... hg), ol les

Montrer que u induit un automorphisme de Im(u).

vecteurs h; appartiennent au noyau de u. Donner la matrice de v dans cette base.

Déduire de ce probléme la forme générale des matrices A € M, (R) telles que A% + A = 0.
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Partie 3 : Exercices issus de la banque CCINP
1. (ex 60, Algebre)

Soit la matrice A = ( 12

9 4 ) et f 'endomorphisme de My (R) défini par :  f (M) = AM.

(a
(b
(c
(d) A-t-on My (R) =Kerf & Imf?

Déterminer une base de Kerf.
f est-il surjectif ?

Déterminer une base de Imf.

)
)
)
)

2. (ex 71, Algebre)

Soit P le plan d’équation x +y + z = 0 et D la droite d’équation x = % = %
(a) Vérifier que R3 = P @ D.
(b) Soit p la projection vectorielle de R® sur P parallelement A D.

Soit u = (x,y, z) € R3.

Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

(¢) Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.



