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Partie 1 : Révisions

* Exercice 1 Exercice de base.

1 r+5 x

Donner des primitives des fonctions suivantes : (x +— —+——), (x+—= ————) et (z— ————
P v v ( ;1:2+:E+1> ( x2+x+1) ( 22 -5 +6

).

* Exercice 2 Calculer les intégrales suivantes :

/2 T z 1
1. / sin®(z) cos(z)dx 2. / tv 1+ t2dt 3. / T
1

———dt
0 1+1n(t))3

x = 2 1
5. /Mdt 6. /\/1—t2dt
1 0

4.
1+ cos?(t)

0
* 1
——dt
1 VEE+1)

* Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes :

V2 e Z sin(x)da ! ! 1
1. e 4. s Al 7. [ (1 +22)d 10. 2)d
/1 x(z?2 4+ 1) /0 1+ 2cos(z) /0 n(l+a%)de 0 max (2 3) v
. b !
5 /1 dx 5 T sin(z)(1 — sin?(z))dx g, d% ol n € 11. / T — ‘ dz
o a2 —4 A cos?(z) L xIn"(x) 067r
1 2 2 12. cos(In(x))dz
2z +3 9 1 —1In(z) /1

1/2

T
**%  Jixercice 4 Calculer les intégrales suivantes : V1 —t2dt, / V1 —t2dt,
~1 0

/ tan(®) / V4 — 2dt, / V2 —adt
0 0 0

1+ sin?(¢)

* % Exercice 5 Dans tout l'exercice, on étudie la fonction f de la variable réelle x définie par :

2x 1
J@) = /I 5 sin()

. Préciser ’ensemble de définition de f.
. Montrer que f est paire.
. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer la dérivée de f.
. Déterminer la limite de f en +oo.
In(2)
2

Tt W N

. Montrer que f admet en zéro la limite . En déduire que f se prolonge par continuité en zéro.

1
. = 1—1?)
*  Exercice 6 On définit une fonction f par : f(x) :/ (—dt
. I+

Déterminer son ensemble de définition, et justifier que f est dérivable sur Dy.

1
Montrer que, pour « # 0, f(z) = f (> (changement de variables). En déduire que f est identiquement nulle.
x

Q© ** Exercice 7 Déterminer 'ensemble de définition/dérivation de chacune des fonctions suivantes et calculer

A= [ nw= [ a Re- /j 1,

2 —1 3 V/t2 -1 In(t)

leurs dérivées :

Q * Exercice 8 Grand classique : Lemme de Lebesgue.
b

Soit f une fonction de classe C' sur un segment [a, b]. Montrer que : lirf f(¢t) cos(nt)dt = 0.
n——+00
a

xT
. 1
O * Exercice 9 On pose f(x) = / mdt. Donner un développement limité & I’ordre 4 en 0.
xr
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1
**  Exercice 10 Soit p et q des entiers de N, on pose B(p,q) = / tP(1 —t)%dt.
0

1. Comparer B(p,q) et B(q,p).

2. On suppose p > 1, montrer que B(p, q) = q:_;lB(p —1,q+1).

3. Pour tout n € N, calculer B(0,n) et en déduire B(p, q).

w/2
4. Donner la valeur de / (sin )24 (cos 2)?Pdx. (Indication : poser u = sin?(z)) TOURNER LA PAGE
0

1
5. Montrer que B(p,p) < (i)p et donner la limite de (B(p,p)).

*  Exercice 11 Calculer les limites des suites suivantes :

n 2n—1
n 1
1'“”:27112—&—1@2 3'“":712@
k=1 k=n
" on+k
2. Uy = —_ 1
" ;nQ—&—kQ 4. un:E’{/(n+1)(n+2)~--(2n—1)(2n)

*  Exercice 12 Trouver un équivalent (quand n — +oc) des suites suivantes :

2 km o 1
n: i _— t n: N
v Ign(n) =3

n
*%  Exercice 13 Soit p un entier naturel, on souhaite montrer que Z kP~
k=0

np+1

1
Vérifier cette relation pour p € {0,1,2,3}. Puis prouver le résultat annoncé en utilisant / zPdz.
0

Partie 2 : Intégrales impropres (ou généralisées)

Exercice 14 Soit ¢ :]0;1] — R définie par : Vo €]0;1], ¢(x) = 2*sin(1/2).
1. Montrer que ¢ admet un prolongement continu sur [0; 1], on le note encore ¢.
Que vaut ¢(0) ? Montrer que ¢([0;1]) C [—1;1].

2. Pour tout réel x € [—1;1], on pose f(x) = |x|. Montrer que f est continue par morceaux.

).

1 2
3. Pour tout entier n non nul, on pose u,, = f o ¢(n—) et v, = foqb(m
77 -

Déterminer les limites des suites (u,) et (v,). La fonction f o ¢ est-elle continue par morceaux ?

Exercice 15 On définit la fonction f continue et affine par morceaux sur [0; +oo[ par :

1
e Pour tout entier n non nul, f est affine sur les intervalles [n — X n] et [n;n + E] .

1 1
e Pour tout entier n non nul, f(n — 47) =f(n+ 47) =0et f(n)=2".

1 1
e En dehors des intervalles [n — oL n| et [n;n + 4—71], f est nulle.

Montrer que / f(t)dt converge.
0
t— [t

t2

Exercice 16 Vt > 1, on pose f(t) =

o
1. Montrer que f est continue par morceaux sur [1; +oo[ et que / f(t)dt converge.
1

n—oo

1
2. Justifier 'existence de la constante d’Euler v = lim (Z 7 1n(n)>.

3. Calculer / f(t)dt en fonction de .
1

n—oo p—kl.
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Exercice 17 Déterminer la nature des intégrales suivantes :

/2 1 ° arctan(z) |
I = —dx I, = / —dx I3 = / ——du
! 0 A /COS(LL') 2 0 et —1 3 1 ln(u)
° 1 < In(t? —t) °° sin(x)
Iy = —d Is = ——dt I = d
' / (L up ™ AN ‘ / 2
1 cos(u) / In(u)
L= — & Is = du L= 2,
' /1(“’2)\/1—752 v )y we
. ) +oo T et
Exercice 18 Etudier la convergence de / In( —)——dx pour a € R.
0 — € x
. /2 dx
Exercice 19 Calculer / - a l’aide du changement de variable ¢ = tan(x/2).
o cosx+2sinx+3

+oo
Exercice 20 Existence et calcul de / ze 1 "ldr.
0

. e 1
Exercice 21 Convergence et calcul de / In(1 + t—Z)dt.
0

. *° 1/t
Exercice 22 Convergence et calcul de / Mdt. (Indication : changement de variable u = 1/t).

2/x t24/sin(1/t)
it
1+t

Exercice 24 Fonction Gamma :

o0
Exercice 23 L’intégrale / dt est-elle absolument convergente ? Convergente ?
0

o0
1. Montrer que pour tout réel x > 0, l'intégrale I'(z) = / t*“le~tdt est convergente.
0
2. Montrer que pour réel x >0, ona: T'(z+1) =z (x).
3. En déduire la valeur de I'(n) pour tout entier n non nul.

1
kln(k)

n
Exercice 25 Donner un équivalent de S,, = Z
k=2

1

Exercice 26 D bquivalent de u,, = )
onner un equwa en € Up (ln 2)2 + (ln 3)2 + + (ln(n))2

La série Z uy, est-elle convergente 7

“+o0
. 1
Exercice 27 Soit, pourn > 1, I, = / o de.
o (Q+ahn

1. Démontrer I'existence de I, et trouver sa limite quand n — oo.

1 “+oo 1+ ’LL2 )
2. En posant u = 1/2, montrer que I; = 5 T 7du. Puis, en posant v = u — 1/u, calculer I.
0 u

3. Calculer I,,.

Exercice 28 Intégrale de Gauss : On note [ :/ e da.
0

ﬂ'/2 1 1
Pour tout entier n, I, = / (sin(x))"dz et J, = / (1 — 2*)"dx et pour n non nul, K, = / dx
0

o0
0 o (L+a2)n
1. Justifier la convergence de I.

2. Retrouver rapidement que, pour tout entier n > 2, on a nl,, = (n — 1)I,_s.
™
En déduire que, pour tout entier n non nul, on a nl,I,_1 = 5"

3. Montrer que I, ~ I, (indication : remarquer que la suite (I,,) décroit ).

En déduire que I, ~ 4/ 21

4. A Taide d’'un changement de variable, exprimer J, en fonction des intégrales Ij.

A Daide du chnagement x = tan(t), exprimer K, en fonction des Ij.
1

1422
1

T
En déduire que, pour tout entier n > 2, on a : Isp11 < —= < Iop—o. Puis montrer que [ = 5
n

2
5. Montrer que pour tout réel z, ona: 1—z?2<e ® <
<
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Exercice 29

1 1

z  2sin(z/2)

Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C* sur [0; 7).

1. Pour tout réel = €]0; 7], on pose f(x) =

™ Sin(2n+1t
2. Pour tout entier n, on pose I,, = / — 2 __qt.
o sin(t/2)

Justifier I'existence de I,,. Calculer 1,11 — I, ; puis I,.
b

3. Montrer que pour toute fonction g de classe C* sur un segment [a;b], on a X1i151r1 g(z) sin(Az)dz = 0.
—+00 J,

°° sin(t)

4. Montrer que 'intégrale I = /
0

Partie 3 : exercices issus de la banque CCINP

dt converge et déduire des questions précédentes la valeur de 1

Exercice 30 (Analyse, ex 28) N.B. : les deux questions sont indépendantes.
—x
1. La fonction 2 — ——— est-elle intégrable sur ]2, 4+-o00[?

Va2 —4

2. Soit a un réel strictement positif.

1
La fonction o — ———o est-elle intégrable sur |0, 4+-o00[ ?

V14 z2e

x2
. dt
Exercice 31 (Analyse, ex 56) On consideére la fonction H définie sur |1; +oo[ par H(z) = / nt
n

x
1. Montrer que H est C* sur ]1; 400 et calculer sa dérivée.

1
2. Montrer que la fonction u définie par u(x) = — —

= admet une limite finie en z = 1.
Inz xz-1

3. En utilisant la fonction u de la question 2., calculer la limite en 11 de la fonction H.

Partie 4 : Quelques exercices des écoles Centrales

“+oo
Exercice 32 Etudier la convergence de / (Vz + cosz — /z) da.

0
cos(nx)
A2 —2\cosz +1

Exercice 33 Pour n € Net A € R — {1}, calculer I,,(\) = /
0

Exercice 34 Soit a,b > 0.
bxr _—t

a. Déterminer la limite, quand = tend vers 07, de / Tdt.

ax

+oo e—at _ e—bt
b. Justifier 'existence et calculer la valeur de / fdt.
0
“1,(k
Exercice 35 Soit f :]0,1] — R, continue, décroissante. Pour n € N*, on pose S,, = Z —f (> Montrer que
n° \n
k=1

1
la fonction f est intégrable sur 0, 1] si et seulement si la suite (S,,) converge et que, dans ce cas, / f=1m§S,.
0 n

/2
Application. Calculer / In(sin(t))dt. On pourra considérer, par exemple, le polynéme (X + 1) — 1.
0

1

. Int

Exercice 36 Montrer que I'expression suivante est définie pour # > 0 : p(z) = / tdt. Etablir ensuite
0 T

I’équation fonctionnelle

(@) + (i) = ) - %2

+oo 1
Exercice 37 Calculer, pour n > 2, / dt.
P o (E+DE+2).. . (t+n)




