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I Le théoréme de convergence dominée

Dans le chapitre sur les suites de fonctions, nous avons vu que :
e si (fn)nen est une suite de fonctions continues sur un segment [a, b],

e et si la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur [a, b],

b
alors : lim fn(:c)dx:/ lim f,(x)dz
a a n—oo

Malheureusement : ce théoréme n’est pas valable si on intégre sur un intervalle quelconque...

Exemple 1 Pour n > 1, on considére f, la fonction continue et affine par morceaux telle que
o f,(0)=0, fn(n) =1/n et f, est affine sur [0, n],
o fu(n)=1/net f,(2n) =0 et f, est affine sur [n, 2n],
e f, est la fonction nulle sur [2n, +oo].
1. Tracer la courbe représentative de f,,.

2. Donuner || fp||oo- En déduire que la suite (fy,)n>1 converge simplement vers une fonction simple (4 déterminer).

“+o0
3. Calculer / fn
0

b b
4. A-t-on lim fn(x)dz:/ lim fp,(z)dx?
a n—oo

n— oo a

Théoréme 1 (Théoréme de convergence dominée (admis))
Soit (f,) une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle T.
On suppose que :
e La suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers f (continue par morceaux) sur I.
o Il existe ¢ intégrable sur I a valeurs réelles telles que : Vt € I, Vn € N, | f,,(¢)] < o(t)
Alors f,, et f sont intégrables sur I et / f= / lim f,= lim / fn
I I

n—-+o0o n—-+oo I

1

—+o0
Exemple 2 [, = —_——dt
P /0 1+ nt)(1+2)
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Exemple 3 Importance de I’hypothése de domination.

Soit f, : [0, 1[— R définie par f,(t) = n*t" L.

Pour tout n > 1, la fonction f,, est continue et intégrable sur [0, 1] car elle est prolongeable par continuité sur [0, 1].
Pour tout ¢ € [0, 1] on peut dire que WEIEM fn(t) =

Ainsi la suite (f,,)nen+ converge simplement vers la fonction f définie par f(t) =

Les hypothéses du théoréme de convergence dominée sont donc vérifiée, sauf :
1

1
m t - d 1 " t =
Or ; fa(t)dt onc lim ; fa(t)dt
Par ailleurs | f =
I
boe [t g # [ 1

" t
Exemple 4 I, = / (1— —)"e'/?dt
0 n

II Le théoréme d’intégration terme & terme pour une série de fonctions

Proposition 1 (Intégration terme a terme (admis))
Soit Z u, une série de fonctions avec u,, : I — K continue par morceaux. On suppose que :

e Pour tout entier n, la fonction u,, est intégrable sur I.
+oo

e La série de fonctions g Uy converge simplement sur I et sa somme S = E U, est continue par morceaux.

n=0
e La série E /|un| converge.
I

oo o)
Alors Z uy, est intégrable et de plus : / Z Up = Z / Unp,
I'n=o0 n=0"1

Exemple 5 Illustrer le résultat avec :  Vt €]0;1[, un(t) = —t" In(t)

[e%e] o0 Gint [e'e] 1
Exemple 6 Montrer que /0 <Z T ) dt = Z 7

n=1 n=1

Remarque 1 Lorsque ce théoréme ne s’applique pas, ou s’applique difficilement, on peut appliquer le théoréeme de
convergence dominée sur les sommes partielles ou sur les restes.

n_ —ne

Exemple 7 Tllustration de la remarque précédente avec u,(x) = (—1)"e
* 5 = (1)

Montrer que /0 (Z(_l)"e_"””)dx = Z k

n=1 k=1
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III Intégrales & paramétre

II1.1 Continuité de z — /f(m,t)dt
I

Théoréme 2 (Continuité)

Soit f : { AxI = K avec A et [ intervalles de R.

(@,t) = f(z,1)
On suppose que :
e Pour tout réel ¢t € I, la fonction x — f(x,t) est continue sur A.
e Pour tout réel x € A, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux sur I.
e Hypothése de domination :
il existe ¢ intégrable sur I telle que :  V(z,t) € Ax I, |f(z,t)] < o(t)

Alors z — /f(x, t)dt est continue sur A.
I

Remarque 2 En pratique, on vérifie ’hypothése de domination sur tout segment de A, ou sur d’autres intervalles

adaptés a la situation.

t

o e—;};
Exemple 8 Montrer que x — / —_—
o 141

5 dt est continue sur [0; oo

ITI.2 Limite aux bornes de l’intervalle de définition

Théoréme 3 (Théoréme de convergence dominée & paramétre continu)

Si A et I sont deux intervalles de R, a une borne de A et f une fonction définie sur A x I telle que :

e pour tout t € I, f(x,t) —— £(t);
r—a

e pour tout x € A, les fonctions ¢ > f(z,t) et t — £(t) sont continues par morceaux sur I ;
e il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que :

V(x,t) € AxI, [f(xz,t)] < o(t)

alors ¢ est intégrable sur I et de plus :

/ flat)dt — [ o) at.

Tr—a I

+oo

Exemple 9 Déterminer lim 2= gt
T—r—+00 0
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II1.3 Dérivabilité de z / F(z, t)dt
I

II1.4 Dérivées partielles

II1.4.a Préliminaire

Définition 1 (Dérivée partielle en un point) Soient A et I deux intervalles de R.

. AxI — K
Soit f :{w) o f(nt)

Soit t € I un réel fixé. On considére g, : = — f(z,1).
On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a  en (z,t) si application g, est dérivable en z.

On note alors (¢¢)'(z) = %(az,t).

Autrement dit : g flz+ht) = f@.?)
ox h

(z,t) = lim lorsque cette limite existe.
h—0

Si f admet une dérivée partielle par rapport & x en tout point de A x I, alors on peut définir

Ox x = =—(z,t)

o f A — K
la dérivée partielle = : af
ox

RZ - R

Exemple 10 Expliciter la dérivée partielle par rapport & z de la fonction f : { (@) — In(l+ 22 4 t2)

R2 = R

Exemple 11 Expliciter la dérivée partielle de f : { (@.8) > o+ 203 1 522

I11.4.b Dérivabilité des intégrales & paramétre

Théoréme 4 (Dérivabilité (dém. non exigible))

Soit f : { AxI — K avec A et I intervalles de R.

(z,t) = f(z,1)
On suppose que :
e Pour tout réel t € I, la fonction x — f(z,t) est de classe C* sur A.
e Pour tout réel z € A, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur I.

0
e Pour tout réel x € A, la fonction ¢ — a—f(gc, t) est continue par morceaux sur I.
x

e Hypothése de domination : Il existe ¢ intégrable sur I telle que :  V(z,t) € Ax I, ‘(l‘, t)‘ < ()

af

t)dt.
ax (x’ )

Alors z +— g(z) = /f(x,t)dt est de classe O sur J et : Vo € J, ¢'(2) = /
I I

Remarque 3 En pratique, on vérifie 'hypothése de domination sur tout segment de A, ou sur d’autres intervalles
adaptés a la situation.

e e} it
Exemple 12 Montrer que x +— / 1e+7t3dt est de classe C* sur R.
0
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Proposition 2 (Corollaire : classe C* des intégrales & paramétres)

Soit f : { AxI = K avec A et [ intervalles de R.

(x,t) = f(z,1)
On suppose que :
e Pour tout t € I, la fonction x +— f(z,t) est de classe C* sur A.

9P
e Pour tout x € A, et pour tout entier p dans {0, ...,k — 1}, la fonction ¢ — W(w, t) est intégrable sur 1.
x
ak
e Pour tout réel z € A, la fonction ¢ — a—{(m, t) est continue par morceaux sur I.
x
ak
e Hypothése de domination : Il existe ¢ intégrable sur I telle que : V(z,t) € A x I, ’a{(x, t)’ < p(t)
x

Alors la fonction x — g(z) = /f(a?, t)dt est de classe C* sur J.
I
ok f

De plus : Vz € J, ¢ (z) = o5 (@, t)dt.
I Ox

o0
Exemple 13 Montrer que x +— / e Ve dt est de classe O™ sur R.
— 00
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