Lycée Aristide Briand, PC, 2023/2024 Programme de colle. Semaine n°18 : du 19/02 au 23/02/2024.
Déroulement : La colle comporte cette semaine pour tout le monde une (ou plusieurs) question(s) de cours, suivi(e)s de un ou
deux exercices.

I: Compléments sur 'intégration

Voir le programme précédent. )
Il est important que les étudiants connaissent Préclsement les théoremes.

II: Couples et vecteurs de variables aléatoires, inégalités probabilistes.

Couple de variables aléatoires discrétes. Un couple de variables aléatoires est une variable aléatoire a valeurs dans un produit.
Notation P(X = x, Y = y). Loi conjointe, lois marginales. Extension aux n-uplets de variables aléatoires.
Loi conditionnelle de Y sachant un événement A.
Variables aléatoires indépendantes : Deux variables aléatoires discretes X et Y définies sur Q sont indépendantes si, pour tout
Ac X(Q) et BcY(Q),les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants. Notation X LL Y.
De facon équivalente, la distribution de probabilités de (X, Y) est donnée par

P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)lorsque X LL Y.
Extension au cas de n variables aléatoires.
Suites de variables aléatoires indépendantes, suites i.i.d.
Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d. de variables de Bernoulli.
Fonctions de variables indépendantes : si X 11 Y, alors f(X) LL g(Y). Extension au cas de plus de deux variables aléatoires.
Lemme des coalitions : si les variables aléatoires Xj, ..., X, sontindépendantes, alors f(Xj,..., X;;) et g(Xm+1,..., Xn) le sont aussi.
Extension au cas de plus de deux coalitions.
Rappel dela formule de transfert : f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille (f(x) P(X = x)) xex(q) €stsommable. Dans
ce cas: E(f00) = ¥ f0PX =x).

xeX(Q)
On remarque que la formule s’applique aux couples, aux n-uplets de variables aléatoires.

Pour X et Y deux variables aléatoires indépendantes d’espérance finie, alors XY est d’espérance finie et : E(XY) = E(X) E(Y).
Extension au cas de n variables aléatoires.

Inégalité de Cauchy-Schwarz: si X? et Y2 sont d’espérance finie, alors XY I'est aussi et : E(XY)? < E(X?) E(Y?) Cas d’égalité.
Covariance de deux variables aléatoires. Relation cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y), cas de deux variables indépendantes.
Variance d'une somme finie, cas de variables deux a deux indépendantes.

Fonction génératrice d'une somme de deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

Extension au cas d'une somme finie de variables aléatoires indépendantes.

Inégalités probabilistes Inégalité de Markov. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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Loi faible des grands nombres : si (X;,),>] est une suite i.i.d. de variables aléatoires de variance finie, alors en notant S,, = Z Xk
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III : Questions de cours

o Théoréme de convergence dominée (pour les suites d’intégrales) (énoncé)

¢ Théoréme d’intégration terme a terme (pour les intégrales de séries de fonctions) (énoncé)

¢ Continuité de x — f f(x, 0)dt (énoncé) ou Dérivabilité de x — f f(x,dt (énoncé) ou Caractere C* de x — f flx, ndt
(énoncé) ! ! !

» Variance d'une somme de variables aléatoires. (dem)

» Fonction génératrice d'une somme de 2 var indépendantes (dem)

¢ Soit X ~ %B(n,p) et Y ~ B(m, p), indépendantes. Alors X + Y ~ B(n+ m, p) (dem)

e Soit X ~2P(1) et Y ~ 22 (u), indépendantes. Alors X + Y ~ 22(A + ) (dem)

o Inégalité de Markov, Tchebychev (dem)

¢ Loi faible des grands nombres (dem)



