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’Dans tout le chapitre F = R" et I désigne un intervalle d’intérieur non vide.‘

I—-F
t— (fl(t);u-‘afn(t))

E étant de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. On note || - | une norme sur F.

On étudie les fonctions définies sur [ et a valeurs dans F : f {

I Rappels

De maniére générale, si f : ¢t € I — (fi(t), -+, fn(t)), o les f; sont des fonctions définies sur I et a
valeurs dans R, on dit que les f; sont les fonctions coordonnées de f.

Si n = 2, on pourra considérer que f est une application qui & un instant ¢ € I associe un point M du plan,
de coordonnées f(t) = (x(t),y(t)) (ce qui suppose qu’on ait préalablement choisi un repére du plan).
Par ailleurs, les fonctions coordonnées de f sont alors (t — z(t)) et (t — y(t)).

De méme, si n = 3, on pourra considérer que f est une application qui & un instant ¢ € I associe un point
M de lespace, de coordonnées f(t) = (x(t),y(t), z(t)).
Par ailleurs, les fonctions coordonnées de f sont alors (¢t — z(t)), (t — y(t)) et (t — z(t)).

Définition 1 Soit f : I — R" et soit a € I.
On dit que f admet une limite ¢ en a lorsque }im |f(t)—¢|| =0.
—a

Proposition 1 Soit a € I et soit £ = (¢1,--- ,£,) € R™.

Alors : (%grclbﬂf(t) —l=0) <= (Vie[l;n], }g%fl(t) ={;)

D’apres la proposition [T} il est clair que l'on a unicité de la limite. Par ailleurs, on aurait aussi bien pu définir
la limite & partir des fonctions coordonnées de f.

De méme que pour les fonctions & valeurs réelles, on peut définir les notions de limite & gauche (}un ou lim,

—a t—a
t<a t<a
a préciser...) ou de limite a droite...
Définition 2 e On dit que f est continue en a lorsque 2ym f(t) = f(a), ce qui revient a dire que
—a

les coordonnées de f sont continues en a.

e La fonction f est dite continue sur I lorsque ses fonctions coordonnées sont continues sur 1.

e On note C°(I,R™) I’ensemble des fonctions continues sur I et & valeurs dans R".
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Remarque 1 si f et g sont des fonction continues sur [ et a valeurs dans R™ et A est une fonction continue
sur I et & valeurs dans R, alors f + Ag est aussi continue sur [.

Sin =3, alors f A g est continue.

Sin = 2, alors det(f, g) est continue. Etc...

II Dérivée en un point

Définition 3 Soit f: I - R" et a € I.
f est dérivable en a si et seulement si 7,(f) admet une limite [ € R" en a.

Avec  T,(f)(t) = w pour t € I et t # a.
Notation : }i_rgw = f'(a) = %(a)

Proposition 2 (Autre formulation) f est dérivable en a si et seulement si il existe £ € R" et
e : I — R" tels que

Vtel, f(t) = f(a) + (t —a)l+ (t —a)e(t) avec %im e(t)=0

—a

Exemple 1 Pour E = R?, f(t) = (z(t), y(t)) coordonnées d’un point M en fonction du temps ¢.
f'(to) représente la vitesse instantanée du point & I'instant ¢g.

Proposition 3 (La dérivablilité en a entraine la continuité en a)
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
La réciproque est fausse.

Proposition 4 (Fonctions composantes f;) f est dérivable en a si et seulement si chaque compo-
sante f; est dérivable en a.

Exemple 2 Soit u € R" et h: I — R une application dérivable en a. On pose f(t) = h(t).u
Montrer que f est dérivable en a et calculer f'(a).

Proposition 5 (Conséquences)

e Fonctions a valeur dans C :
fot— f(t) =a(t) +ib(t) avec a = Re(f) et b= Im(f)
f est dérivable en ty si et seulement si a et b sont dérivables en tg.

e Fonctions a valeurs dans un espace vectoriel F' de dimension n :
n

Si (e1,eg,...6,) est une base de Fretsig: I — FavecVte I, g(t)= Zgi(t)ei,
i=1

alors on peut définir la dérivée de g en a :
g est dérivable en a si et seulement si Vi € {1,...,n} g; est dérivable en a

n
Dans ce cas, on a ¢'(t) = Zgg(t)ei
i=1
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Définition 4 (Fonction dérivée)
f est dérivable sur I si et seulement si f est dérivable en tout point a de I.
f est dérivable sur I si et seulement si chaque composante f; est dérivable sur I.

Exemple 3 Coordonnées polaires :
Vte I, f(t) = (r(t)cos@(t);r(t)sinb(t))
On suppose r et 0 dérivables sur I. Montrer que f est dérivable sur I et calculer f(t).

Exemple 4 Coordonnées cylindriques :
Vte I, f(t) = (r(t)cosO(t);r(t)sinb(t); z(t))

On suppose 7, 6 et z dérivables sur I. Montrer que f est dérivable sur I et calculer f(t).

Exemple 5 Coordonnées sphériques :
Vte I, f(t) = p(t)(sinO(t) cos p(t); sin O(t) sin ¢(t); cos 6(t))
On suppose 7, 6 et ¢ dérivables sur I. Montrer que f est dérivable sur I et calculer f/(¢).

Caractérisation des fonctions constantes

Proposition 6 (dem)
Soit f: I — R".
Alors f est constante si et seulement si : f est dérivable sur I et Vt € I, f'(t) = 0.

Exemple 6 Trouver un exemple de fonction f définie sur R et a valeurs dans R? montrant qu’il n’existe
pas de généralisation du théoréme de Rolle pour les fonctions a valeurs dans R? ou R3.

III Opérations sur les fonctions dérivées

II1.1 Combinaison linéaire d’applications dérivables

Proposition 7 (dem)
Si f:I—R"etg:I— R"sont dérivables sur I, alors :

pour tout (A, 1) € R%, \f 4 pg est dérivable sur I

II1.2 Composée avec une application linéaire : Lof

I —-R"
t— (fl(t)a EA] fn(t))

Proposition 8 (dem) Si f { et si L : R™ — RY est une application linéaire,

I — R?
alors  Lof { t— L(f1(t), ..., fu(t))

Si f est dérivable sur I, alors Lof est dérivable sur I et :  Vt e I, (Lof)'(t) = L(f'(t))

IT1.3 Composée avec une application bilinéaire : B(f, g)

R" x R? — R"
(2,y) = B(z;y)
Soient f: 1 — R" et g: I — R" deux applications dérivables sur I.
On pose Vt € I, h(t) = B(f(t);g(t))

Alors h est dérivable sur I et

vt e I, B(t) = B(f'(t),9(t)) + B(f(t):4'(t))-

Proposition 9 (dem) Soit B { une application bilinéaire.




PC, A. Briand Dérivation des fonctions vectorielles 4/

Exemple 7 Produit scalaire dans R™.

Soient f: I — R" et g: I — R" deux applications dérivables sur I et soit <, > un produit scalaire sur R".
On pose h(t) =< f(t),g(t) >.

Montrer que h est dérivable sur I et calculer h'(t).

Remarque 2 Si | - || est la norme euclidienne associée au produit scalaire (-,-), alors ||f||> = (f, f) donc
| £]1? est dérivable et (HfHZ)/ =2(f", f)

Application a un cercle ou une courbe tracée sur une sphére : Si pour tout r, f(t) appartient a un

cercle donné du plan ou a une shére donnée de l'espace, alors V¢ € I, || f[|* = R* donc (|| sz), =0, ce qui
permet d’affirmer, d’aprés la proposition ci-dessus, que 2(f’, f) = 0 ou encore f L f’.

Exemple 8 Dérivée d’un produit vectoriel. On se place dans R?, espace euclidien orienté.
Soient f et g deux fonctions définies sur I et & valeurs dans R®, dérivables sur 1.
Alors f A g est dérivable sur [ et :

(frg) =

Exemple 9 Soient f et g des fonctions dérivables sur I et a valeurs dans R?. Soit By la base canonique de
R2. On pose d(t) = detp,(f(t), g(t)). Montrer que la fonction d est dérivables et calculer d'(t).

II1.4 Composée avec une application p-linéaire : M(fi, -, f,)

Proposition 10 (non exigible)

n\p q
Soit M {(R) - R

(@1, 2y) > M(a1,--- ) } une application p-linéaire.

On suppose que : Vi € [1; p], la fonction f; : I — R" est une application dérivable sur I.
On pose Vt € I, h(t) = M(fi(t), -, fp(t)).

Alors h est dérivable sur I et

vtel, h(t) =

Exemple 10 Soit B une base de R”. On suppose que fi,---, f, sont des applications définies sur I C R,
a valeurs dans RP, et dérivables sur I.
Soit d : t — Detg (fi(t), -, fp(t)). Alors d est dérivable et de plus d'(t) =

II1.5 Composée foop

Proposition 11 (dem) Soient ¢: J — Ret f: I — R" avec ¢(J) C I et soit a € J.

e Si ¢ est dérivable en a et si f est dérivable en b = f(a), alors fo¢ est dérivable en a
et de plus

(fog)'(a) = ¢'(a) x f'(¢(a))

e Si ¢ est dérivable sur J et si f est dérivable sur I, alors f o ¢ est dérivable sur J et de plus :

(fog) =¢ xfod

Exemple 11 Vt € R, ¢(t) = e’ et f(t) = (cost,sint).
On pose h(t) = fop(t). Montrer que h est dérivable sur R et calculer h'(t).
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IV Fonctions de classe C!

Définition 5 f : I — R™ est dite « de classe C! » lorsque f est dérivable sur I et f' : I — R™ est
continue.

Proposition 12 (Propriétés) e CY(I,E)={f:I—R" declasse C'} est un espace vectoriel.
e Si L: F — F est linéaire et si € C(I,R"), alors Lof : [ — F est de classe cl.
e Si B: Ex F — G est bilinéaire,et si f: I — E et g: I — F sont de classe C!, alors
t — B(f(t);g(t)) est de classe C! sur I.
e Si ¢ est de classe C' sur J et si f est de classe C* sur I (avec ¢(J) C I), alors fo¢ est de classe
Clsur J

Proposition 13 (Théoréme de limite de la dérivée. (dem)) Soit f: I — R" continue sur /.
Soit a € I. On suppose que f est de classe C' sur I\ {a} et que f admet une limite £ € R" en a.
Alors f est de classe C! sur I et f'(a) = £.

V Fonctions de classe C*

Définition 6 Soit f: I — R".
e f est de classe CY sur I <= f est continue sur [
o [ est de classe C¥ sur I <= f est dérivable sur I et f est de classe C*~! sur I.
e [ est de classe C* sur I <= f est de classe C* pour tout entier k.

Exemple 12 Si F = R?, pour f(t) = (x(t);y(t)) avec t = temps, le vecteur f”(to) est le vecteur accélera-
tion & l'instant tg.

Proposition 14 (Propriétés) o CH(I,E)={f:1—R", C*} est un espace vectoriel.
e Si L:R"™ — F est linéaire et si f € C(I,R™), alors Lo f : I — F est de classe C*.
e Si¢peC(J,R)etsifeC(I,R") (avec ¢(J) C I), alors f o ¢ est de classe C* sur J.

R™ x R" — R?

Proposition 15 (Formule de Leibniz) Soit B une application bilinéaire.
p ( ) { (2,9) > Blasy) PP

Sif:I—R"etg:I—R"sontde classe C¥ sur I,

k
alors B(f,g) : I — R? est de classe CF et : B(f,9)) (k Z ( ) (’f p))
p=

Exemple 13 Soient f et g des fonctions de classe C* sur I, & valeurs dans R". Soit A € C¥(I,R). Alors :

k
e \f est de classe CF et de plus : ()\f)(k) = Z <k> )\(k_i)f(i)
i
=0
k

e (f,g) est de classe C* et de plus : (<f,g>)(k) = Z (f) (f(i),g(k_i)>

=0

k
E\ 4
e Pour n = 3, le produit vectoriel f A g est de classe C* et de plus : (f A g)(k) = g ( ) FO A glk=D)
i
i=0

e Sin =2, etsion pose d(t) = detp, (f(t),g(t)), alors d est de classe C* et de plus d¥(t) =
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