PC, A. Briand Feuille 18-bis : Fonctions de plusieurs variables -1/2—

1) Pour se mettre en jambes

**Exercice 1 On considére p = 2 ou 3 et on se place dans F = R? muni de sa structure euclidienne canonique.
Soit F' un sous-espace vectoriel de RP tel que ’ensemble des points intérieurs a F' est non vide. Montrer que F' = F.
O*Exercice 2 Représenter dans le plan chacun des ensembles suivants et déterminer ceux qui sont : bornées, ouverts,

fermés....
1. A ={(z,y) € R? z > a} ol a est un réel fixé. 2. Ay ={(z,y) € R?, xy # 0}

3. Az ={(z,y) e R? 2y >1} 4. Ay ={(z,y) eR? |z|>1ety <2}

5. A5 =Rx]—1,1] 6. Ag =R>\{(0,0)}

7. A7 ={(z,y) € R%, ux +vy+w =0} ott u,v et w sont des réels fixés, tels que (u,v) # (0,0).
*Exercice 3 Déterminer Dy pour chacune des fonctions fj suivantes, puis représenter Dy.

1. filz,y) =ln(zy) 2. folz,y) =1n(x) + In(y)

3. f3(z,y) =a¥ 4. fo(z,y) =V +y

2) Continuité

O*Exercice 4 Soit f une application définie et continue sur R2.

1. On suppose que f((2,0)) =1 et que f((—2,0)) = —1. Montrer que : 3(z,y) € R? tel que f((x,y)) = 0.

2. On suppose que : I(z1,y1) tel que f((x1,y1)) > 0 et (w2, y2) tel que f((x2,y2)) < 0.

Montrer qu’il existe alors (z3,ys) tel que f((z3,ys3)) = 0.

O*Exercice 5 Soit E = {(z,y) e R telsque : z +y <1, 2 >0, z —y < 1}.

1. Représenter E. Montrer que F est une partie fermée bornée de R2.

1 .

PR x sin((1/z? 4+ y?).
Chercher le domaine de définition de f, puis justifier que f est bornée sur E.

2. On considére la fonction f définie par f(x,y) =

**Exercice 6 a) On dit quune fonction f : R? — R est lipschitzienne si il existe un réel k tel que :
V(z,y) € (R?)?, |f(z) — f(y)| < k||lz — y||. Montrer quune fonction lipschitzienne est continue.
b) On dit qu'une fonction f : R? — R est lipschitzienne par rapport a la premiére variable si il existe k& € R tel que

V<$1,$2ay> € Rg? |f(-'171,y) - f(x27y)| < k‘xl - $2‘-

On définit de maniére analogue les fonctions lipschitziennes par rapport a la deuxiéme variable. Montrer que si une
fonction est lipschitzienne par rapport aux deux variables, alors elle est continue.

3) Dérivées partielles d’ordre 1 : existence et interprétation

O**Exercice 7 Calculer les dérivées partielles des applications suivantes et montrer qu’elle sont de classe C! sur un
ouvert U de R? & préciser.

z3 3 Va2 + ey
(@) floy) = 22 () flay) = YL

z(z — 2) In(zy)
I
***Exercice 8 Soit f définie sur R? par : x2 4 92 st (2,) #(0,0)
f(0,0)=0

1. Montrer qu’en tout point de R?, f admet des dérivées partielles par rapport & x et & y et les déterminer.
0
2. Quelle est la valeur de 6—f(0, y) pour tout y # 0? La fonction f est-elle de classe C! sur R??
x

O*Exercice 9 Soit f une fonction de classe C' sur R?.
On considére la fonction g : R — R, t — f(cos(t), In(1 + t2)).
Justifier que g est de classe C* sur R et déterminer la fonction ¢'.
*Exercice 10 Soit f définie sur R? par : f(z,y) = y> — vy + 4.
1. Montrer que f est de classe C' sur R? et déterminer V0, Vo2, Voo Interpréter géométriquement.
2. Donner un DL; en (2,0) de f.
3. Montrer que f est bornée sur [—1,2] x [2,3].
**Exercice 11 Soit f € C*(R?,R). On dit que f est homogéne de degré n si : Vt € RY* f(ta,ty) = t"f(x,y).
1. Montrer que si f est homogéne de degré n, alors ses dérivées partielles sont homogénes de degré n— 1. Indication :
on peut fixer ¢ et considérer 'application ((z,y) — (tz,ty) — f(tz,ty) = t" f(z,y))

0 0
2. Montrer que si f est homogéne de degré n, alors : x% + ya—z =nf(z,y).

Indication : considérer (t — (tz,ty) — f(tz,ty)), la variable étant ¢, les réels x et y étant fixés.
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4) Quelques équations aux dérivées partielles

O*Exercice 12 Déterminer I'ensemble des fonction de classe C! sur R? telles que :

of
1.V R?, —= =0.
(z,9) €R®, 2 (2,y)
2, Of X : :
2. V(z,y) € R, a—x(m,y) = h(x) ou h est une fonction continue sur R.
0
3. V(z,y) € R?, a—i(x,y) = h(y) ol h est une fonction de classe C! sur R.
Q**Exercice 13 Résoudre, en utilisant les coordonnées polaires :
1. x% —y% =0 pour (z,y) € R x RT.
Résoudre la méme équation pour (z,y) € RT™ x R. Expliciter (r,6) en fonction de (z,y) dans chacun des cas.
of  of

2. xa—x—l—ya—y: Va2 +y? sur U = {(x,y) € R? tels que y # 0 ou = > 0}.

Exercice 14 1) Montrer que 'application ¢ définie sur R? par ¢(x,y) = (x — y, x + y) est une bijection de classe C!
et que sa réciproque est aussi de classe C'.

0 0
2) Soit k un réel fixé. Résoudre I’équation aux dérivées partielles suivante : f + Bif a—f =k
4 Y
Indication : on peut poseru=2x —yet v =2x+y.
O**Exercice 15 1) Soit ¢ définie sur RT*x] — /2, 7/2[ par : ¢(r,0) = (rcos(6),rsin(d)) = (z,y). Montrer que ¢

réalise une bijection de R™*x] — 7/2, /2] vers R™* x R. Donner sa réciproque ¢~ '; justifier que ¢ et ¢~ sont de

classe C!.
. ’s . o . . of af
2) Résoudre l’équation aux dérivées partielles suivante : x— + y—— —

ox y

On pourra effectuer le changement de variable (z,y) = ¢(r,0) en justifiant sa validité.
O**Exercice 16 1) Soit ¢ I'application définie sur (RT*)2 par : ¢(z,y) = (‘/xy, E) . Montrer que ¢ réalise une
x

bijection de (R**)? vers (R7*)? et expliciter sa réciproque. Justifier que ¢ et ¢~! sont de classe C*.

of of 1

2) On considere I'équation aux dérivées partielles suivantes, pour (z,y) € R** x R : T (z,y) + ya—y (z,y) = T

Soit F = f o ¢~!. Donner I’équation aux dérivées partielles vérifiée par F et la résoudre.
O**Exercice 17 Soit P = {(z,y) € R?, x +y > 0}. Soit g une fonction continue sur P. On considére I’équation
of of _

9 (% =g(z,y).

=22 +y?+ 1.

1. Dans cette question, on suppose que g = 0. Montrer que f vérifie ' si et seulement si
f(z,y) = h(z+y) ot h est une fonction dérivable sur RT* (on pourra effectuer le méme changement de variable
que dans l'exercice 19).

2. On suppose que g est de la forme g(z,y) = A(z)k(z+y) ot A et h sont des fonctions continues sur leurs domaines
de définition. Soit A; une primitive de A. Montrer que la fonction f définie par f(z,y) = A1 (x)k(z + y) est une
solution particuliére de E.

3. Quel résultat a-t-on si g(z,y) = A(y)k(x +y) ?



