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I Extrait du programme de PCSI

Fonctions de deux variables

Le but de cette section, dont le contenu sera entierement repris dans un cadre plus général en seconde année,
est de familiariser les étudiants avec les calculs sur les dérivées partielles, notamment avec la « régle de la
chaine s, et de développer une vision géométrique des fonctions de deux variables.

a) Ouverts de R?, fonctions continues

Boules de R? muni de la norme euclidienne canonique. Ouverts.

Continuité d’une fonction définie sur un ouvert de R?, a valeurs dans R.

Représentation graphique d’une fonction de deux variables par une surface.

La notion de continuité est introduite uniquement en vue du calcul différentiel.

b) Dérivées partielles

Dérivées partielles en un point d’une fonction f définie sur un ouvert de R?, & valeurs dans R.

0
Notations a—f(:co, Y0), = (20, y0). L'existence des dérivées partielles n’entraine pas la continuité.
x

Ay
Fonction de classe C! sur un ouvert. Définition par la continuité des dérivées partielles.
Développement limité a Pordre 1 au point (2, %0) d'une fonction f de classe C* (admis) :

Flan + o+ k) = Fz0,30) + 5 0, s+ 51 (o gk -+ o (1, )

On met en évidence 1'idée de approximation linéaire de f(zg + h,yo + k) — f(x0,yo) et U'interprétation de
0 0
= a0 = ol (o) (o — o) + 5 (a0 00) 0~ 0)

comme équation du plan tangent en (zg,yo) a la surface d’équation z = f(z,y).

Gradient d’une fonction de classe C'. Notation Vf (2o, o).

Expression du développement limité a l'aide du gradient. Le gradient de f en (z,yp) définit la direction
dans laquelle f croit le plus vite.

c) Dérivées partielles et composées
Dérivée selon un vecteur. Expression a l'aide du gradient (V f(zo,yo), u).
Régle de la chaine : les fonctions considérées étant de classe C*, la fonction ¢ — f(z(t),y(t)) est de classe C*

et
UGl 5)) = F 0.0 0 + F 0.0 @
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Interprétation comme dérivée de f le long d’un arc v donné par ~y(t) = (z(t),y(t)) et expression a I’aide du
gradient

(fon)(t) = (VI(r(®), 7 (1))

ol /() est défini par (2/(t),y(t)).

Le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.

Sous les hypotheéses appropriées, dérivées partielles de (u,v) — f(¢(u,v), ¥ (u,v)).

d) Extremums

Maximum et minimum, local ou global d’une fonction définie sur une partie de R2.

Point critique. Tout extremum local d’une fonction de classe C' sur un ouvert de R? est un point critique.
Exemples d’étude de points critiques.

Visualisation d’une fonction de 2 variables, 4 valeurs dans R On « dessine »la surface d’équation

= f(ﬂf,y)

Par exemple, pour f : (z,y) — —(2 + ), on obtient :

Par exemple, pour f : (z,y) — —z* 4+ y* — (9/10)y® + 22, on obtient :
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II Applications partielles, continuité

Définition 1 Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R.
La j-éme application partielle de f en a est 'application t — f(a1,..,aj—1,a; +t,aj41,...ap)
~——

Proposition 1 (Continuité de f et continuité des applications partielles) (dem)
Soit f : RP — R une fonction.

e Si f est continue sur RP, alors toutes ses applications partielles sont continues.

e La réciproque est fausse.

Exemple 1 V(z,y) # (0,0) f(z,y) = xf—fy? et £(0,0) =0

Exemple 2 Peut-on prolonger par continuité sur R?, la fonction définie par :

333+y3
x2 + y?

V(z,y) # (0,0) f(z,y) =

III Fonctions de classe C!

L’étude d’une fonction de R? dans R" se ramenant a celle de ses coordonnées, cette section se
consacre a 1I’étude des fonctions de R? dans R. On se limite en pratique au cas p =2 ou p = 3.

IT11.1 Deérivée selon un vecteur

Soit U un ouvert de R? et soit, f : { v - K

(1, ...p) +—  f(x1,..2p)
Soit a = (a1, ...ap) un élément de U .
U est un ouvert de de RP, donc il existe r > 0 tel que B(a,r) C U.

Soit v € R?, non nul.
T
o]’
Nous avons justifié que : quel que soit le vecteur v € RP, I'application ¢t — f(a+tv) est définie au voisinage de 0.

Alors pour [t] < on peut dire que a +tv € B(a,r) et donc f(a + tv) est bien défini.

U

(x1,...2p)

R

Définition 2 Soit U un ouvert de R? et soit f : { flxy,.xp)
1, «-bp

N
—
Soit a = (a1, ...ap) un élément de U et soit v € RP.

Lorsque la fonction ¢t — f(a+ tv) est dérivable en 0 , on note D, f(a) cette dérivée en 0, que 'on appelle

la dérivée en a selon le vecteur v.

1+ 22 + 32

—

On se donne un vecteur v = (cos(#) sin(h)) et un point P = (z0,y0) € R% Calculer la dérivée de f en P
selon le vecteur v.

Exemple 3 On considére la fonction f : (z,y) —

© s w={(05,087) Duf(P)=0s
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II1.2 Dérivées partielles

Lorsque v = e; est le j° vecteur de la base canonique de R”, I'application (¢t — f(a + tv) prend la forme
suivante :

t&—>f(al,ag,...,ajfl,aj—I—t,ajH,...,ap)

On reconnait la j-éme application partielle. Ainsi la dérivée de f en a selon le vecteur v = e; (si elle existe)
est la dérivée (en 0) de la j-éme application partielle de f en a.

Définition 3 (Dérivée partielle en un point)

Soit U un ouvert de R” et soit f : { (z Ux ) : I}%(x )
1y Tp 1y --Lp

Soit a = (a1, ...ap) un élément de U et j un entier de {1, ..., p}.

f admet une dérivée partielle par rapport a la j-eme variable, au point a si la j-éme application partielle

est dérivable en O :
f(a1> cy Aj—1, G5 + hv Aj41, --'ap) - f(a) _ ﬁ

@) lors : i =0,

naalors: lim . oz, (a) = 0;f(a)
Si f admet une dérivée partielle par rapport a la j-éme variable en tout point de U, alors on peut définir

U —- R

la j-éme dérivée partielle of

J P T 8—(3:) =0;f(z)

Zj
R? — R

Exemple 4 Expliciter les dérivé tielles de f :
xemp xpliciter les dérivées partielles de f { (2,y) ln(1+x2+y2)

R3 - R

Exemple 5 Expliciter les dérivées partielles de f : { (@,9,2) 2+ 204y + by

Exemple 6 On reprend l'exemple 1 : ¥(z,y) # (0,0) f(z,y) = % et £(0,0) =0
22 4y
f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ?

Proposition 2 (Premiéres propriétés) Soient f : U — R et g : U — R deux fonctions définies sur
un ouvert U de R?. On note a € U et j € {1,...p}
On suppose que f et g admettent des dérivées partielles par rapport a x; au point a.

e Pour tout A € R, les fonctions Af et f + g ont des dérivées partielles par rapport a x; en a :

OANf), | Of of+g), .,  Of Jg
W(a) = )\%j(a) et Tj(a) = %j(a) + aTCj(a)

J
e Le produit f x g admet une dérivée partielle par rapport a z; en a et :

29 )~ 2L (a1 x ) + 32 0) % 10

e Si¢: I — R est dérivable sur l'intervalle I, avec f(U) C I, alors ¢of admet une dérivée partielle
par rapport a x; en a :

: Ji
(@) = 9 @) % o)

e Si f ne s’annule pas en a, alors — admet une dérivée partielle par rapport a x; en a :

O (o)
T
0z f(a)?
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IT1.3 Fonctions de classe C!

Définition 4 (Fonction de classe C! sur un ouvert U de RP) Soit U un ouvert de RP.
Une fonction f : U — R est dite de classe C! sur si toutes ses dérivées partielles sont définies et

continues | sur U.

On note C*(U) I'ensemble des fonctions de classe C! sur U et a valeurs dans R.

Remarque 1 e Toute fonction constante est de classe C!.
: RP - R
e Tout projecteur my : est de classe C! sur R?.
(X1, .y p) = Ty

RP - R
(@1, p) = @121+ ..+ apTy
e Toute fonction polynomiale f : R? — R est de classe C* sur RP.

e Toute application linéaire u : { est de classe C! sur RP.

U — R"
(1, xp) = (fi(z),....fn(2))
applications composantes sont de classe C'.
On note C' (U, R™) I'ensemble des fonctions de classe C* sur U et a valeurs dans R™.

Définition 5 (Généralisation) f { est de classe C' si toutes ses

RP — R

(21, p) = AJT 422

est-elle de classe C! sur RP?

Exemple 7 N» : {

ITII.4 Théoréme fondamental

Proposition 3 (Théoréme fondamental du calcul différentiel) Soit U un ouvert de RP.
Soit f : v - K

(@1 eeyp) = f(z1, .y p)
Alors, au voisinage de 0, c’est-a-dire, lorque h = (hq,...hy) est proche de Ogr on a :

une fonction de classe C' sur U de RP et soit a € U.

Flath) = F@)+ > by x 2 (@) +ofhl)

Exemple 8 Illustrer le théoréme précédent avec la fonction f : (z,y, 2) — zycos(z) — y?z et a = (1,2, )

Définition 6 Soit f: U — R, ot U est un ouvert de RP.
On dit que f a un développement limité d’ordre 1 en a € U lorsque

p
(ai, -+ ,ap) € RPet r > 0 tels que, pour h € B(0,7), f(a+ h) th . f(a) + (Z akhk> + o(J|h]]).
—
k=1

Proposition 4 D’aprés le théoréme fondamental, si f € C1(U,R), ott U est un ouvert de RP, alors f
admet en tout a € U un développement limité de la forme

@)+ hy §$§<a> +o([Hl])

=1

fla+h) .

-0
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Proposition 5 (Caractére C! et continuité. (dem)) Si f : U — R est de classe C'! sur un ouvert
U, alors f est continue.

II1.5 Opérations algébriques sur les fonctions de classe C!

e Combinaison linéaire
Si f € CHU,R) et g € C*(U,R), alors toute combinaison linéaire de f et g appartient aussi a C' (U, R).
e Produit Si f € C'(U,R) et g € C*(U,R), alors le produit fg est aussi de classe C' sur U.
Conséquence : toute fonction polynomiale sur R est de classe C'.

e Composition
Si feCHU,R)etsipeCl(I,R)avec f(U)C I, alors o feC(UR).

e Inverse et quotient

1
Si f € CH(U,R) et si f ne s’annule pas, alors 7 e CY(U,R).

Conséquence : toute fraction rationnelle (quotient de 2 fonctions polynomiales) est de classe C' sur
son ensemble de définition.

I11.6 Gradient, expression de la dérivée selon un vecteur a 1’aide du gradient

Définition 7 Soit U un ouvert de R” et f : U — R™ une fonction de classe C.
Le gradient de f en a est le vecteur de R?, noté V f(a) ou (ou encore grad(f)(a)) défini par :

Vf(a) = (01 f(a),..,0pf(a))

Exemple 9 VY(z,y,2) € R, f(x,y,2) = 23’ + In(1 4+ y* + 22).
Expliciter le gradient de f en (0,0,0).

Proposition 6 Reformulation de la propriété 4
D’aprés le théoréme fondamental, si f € C1(U,R), ot U est un ouvert de R?, alors f admet en tout a € U
un développement limité de la forme

fla+h) = fla)+(Vf(a),h)+o([[A])

=0

Remarque 2 L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne < Vf(a),h >< ||V f(a)| pour h unitaire;

avec égalité si et seulement si h et V f(a) sont colinéaires et de méme sens.

Interprtation géométrique : si V f(a) # 0, il est colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f
en a est maximale, et de méme sens.

Proposition 7 Soit U un ouvert de RP et soit f : U — R™ une fonction de classe C'.
Alors, pour tout vecteur v € R? et pour tout a € U, la fonction f admet en a une dérivée selon le vecteur
v. De plus :

Dy f(a) = (Vf(a),v).

Remarque 3 Dans le cas ot f : U C R — R est de classe C', alors la surface d’équation z = f(z,y) a
pour plan tangent au voisinage de a le plan d’équation

zZ = f(a) + <Vf(a), ($ —ZLay Y — ya)>-
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IV Différentielle

IV.1 Différentielle en un point

Définition 8 Soit f: U — R ot U est un ouvert de RP.

e On dit que f est différentiable en a € U lorsqu’il existe une application linéaire u € L(E, F) telle
que :

fla+h) = f(a)+u(h)+o(|[A]).

IRl =0

Dans ce cas, I'application linéaire u est appelée la différentielle de f en a, et sera notée df(a).
Ainsi, on écrira :

fla+h) = f(a)+df(a)-h+o(]n])

IRl =0

fla) +df(a) - (x —a)+o(||z — al])

ou encore :  f(x) =
r—a

e Lorque f est différentiable en tout point de U, on appelle différentielle de f ’application

(U = L®"R)
df‘{ o v df(a)

Théoréme 1 Lorsque f est de classe C' sur un ouvert U, alors f est différentiable en tout point a € U.
La différentielle de f en a est Iapplication linéaire de R? vers R définie par :

RP - R
df (a) : (h1,.hy) = > hyx 05f(a) = (Vf(a),h)
=1

Notation : pour tout h = (hi,...h,) € RP, on note df (a)(h) = df (a).h

RP - R
(X1, ey p) —
Déterminer la différentielle de 7 en un point a de R?.

Exemple 10 7, : {

RP - R

Exemple 11 On considére la forme linéaire w : (@1 z,) i b
) s VD 77
7=1

Déterminer la différentielle de u en un point a de R?.

RP R

_>
Exemple 12 On considére la fonction g : (3?1 . ) . i baa2

9 seeey p ,] ]
j=1

Déterminer la différentielle de u en un point a de R?.

Proposition 8 (Calculs de différentielles) Soient f et g deux fonctions de classe C' sur un ouvert
U de RP. Soit a € U et soit A et p deux réels.
e Combinaison linéaire : d(\f + pg)(a) = Adf (a) + pdg(a)
Produit : d(f x g)(a) = f(a) x dg(a) + g(a) x df (a)
d
Inverse : si f(a) # 0, alors d(1/f)(a) = _sz((;)g
e Composition :si ¢ : I — R avec f(U) C I, alors d(¢of)(a) = ¢'(f(a)) x df (a)
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IV.2 Reégle de la chaine
IV.2.a Dérivation de t — f(z1(t), ..., zp(1))

Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R? et & valeurs dans R".
On considére ® : t € I — (z1(t), ..., zp(t)) une fonction vectorielle de la variable réelle telle que :

Viel, &(t) e U

On étudie la dérivée de t — f(x1(t), ..., zp(t))

Proposition 9 (Régle de la chaine. (dem)) Soit f € CY(U,R™) et soit @

I — RP 1
{ b (@), () de classe C* telle que ®(I) C U.
t

Alors g = fo®:trs g(t) = f(x1(t), ..., 7p(t)) est de classe C' et sa dérivée est donnée par :

hS]

Viel, g(t) =) w(t) x Of(D(t))

k=1

Exemple 13 Soit f : R®* — R une fonction de classe C*.
Expliciter la dérivée de t — f(%,7In(1 + t?), e') en fonction des dérivées partielles de f.

d(fo¢)
dt

=< (), Vf(e(t) >.

Remarque 4 En particulier, la régle de la chaine peut se noter :

IV.2.b Caractérisation des fonctions constantes sur un convexe

Proposition 10 ((dem)) Soit U un ouvert convexe de R et f : U — R™ une fonction de classe C".
La fonction f est constante si et seulement si ses dérivées partielles sont toutes nulles.

IV.2.c Application aux changements de variables

L’objectif de ce paragraphe est le calcul des dérivées partielles de
(ula o 7un) = f(:cl(uly T 7un)7 o ,an(’u,l, o ,Un))

Cas de deux variables Dans un premier temps : on se donne

[ (xvy) = f(xay) et ¢ (¢1(U7U)7¢2(xvy))'

On suppose ces deux fonctions de classe C*. Et Pon cherche a calculer les dérivées partielles de

(u7 v) — H(ua U) = f(qsl(u’ U)a gf)g(u, U))
Rappelons que les dérivées partielles sont les dérivées des applications partielles :

alH(U,(),”U()) _ %1_{% H(UO + tavﬂi - H(“Oa UD) — tl_i)IBO H(ta Uoi : UHO(UOa UO) — d(f(¢1(ta ’U(Oiiv ¢2(t700))) (UO)

On utilise donc la régle de la chaine pour dériver la fonction (¢ — f(¢1(t,vo), P2(t,vo))
On obtient alors :
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De méme : pour calculer 92 H (ug, v9) on dérive la fonction ¢ —

Conclusion : Si f : (z,y) — f(z,9) et ¢ : (u,v) — (¢1(u,v), po(u,v)) sont de classe C' et si f o ¢ est bien
définie, alors g = f o ¢ est de classe C! et de plus

1 (9)(u,v) = O (f o ¢)(u,v) = 01(d1) - O1(f) 0 ¢ + O (h2) - Da(f) 0 ¢
D2(g)(u,v) = Oa(f 0 @) (u,v) = 2(¢1) - O1(f) © ¢ + D2(h2) - Da(f) 0 ¢

Exemple 14 Changement de variables affines.
U —=R

Soit f : { (z,y) = f(z,y)

On pose le changement de variable { ‘; = au+bv+ao

= cu+dv+yo
Ce changement de variable est bijectif si et seulement si la matrice (Z d) est inversible. On suppose que

c’est le cas.

On note V = {(u,v) € R%,  (au + bv + xg, cu + dv + o) € U} et pour tout (u,v) € V,
on peut poser g(u,v) = f(au + bv + xo, cu + dv + yo)

Déterminer les dérives partielles de g en fonction de celles de f

Exemple 15 Coordonnées polaires.
Cette fois ci, on pose le changement de variables :

{a: = TCOS(Q) avec r — /1:2—{—3/2

y = rsin(f)
1. On note g(r,0) = f(rcos(@),rsin(0))
Expliciter les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.

2. Calculer V(f)(z,y) en fonction des dérivées partielles de g (calcul du gradient en coordonnées po-
laires).

Cas de n variables De la méme maniére, se donne :
o b (U, -+ ,up) — (gbl(ul,--- JUp)y ey Oplug, -+ ,un)) de classe C! sur U ¢ R"
o f: (1, ,xp)—~ f(x1, - ,zn) € R de classe C! sur V ¢ R"
e on suppose ¢(U) C V

Alors la fonction g = f o ¢ est de classe C! sur U et de plus :

di(g) = 0ulen) - () 0
k=1

ai(g)(u17"' 7un) = Zal(¢k)(u17 7un) 8k(f)(¢1(ul, 7“”)7"' 7¢n(u17"' 7un))



