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Exercice 1 Soit F : x 7→
∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt.

1. Montrer que le domaine de définition de F est R∗+.
2. Montrer que F est positive et décroissante.

3. Montrer que, pour x ∈ R∗+, F (x) 6
∫ +∞

0
e−xtdt. En déduire la limite de F en +∞.

4. Montrer que F est de classe C1 et que ∀x ∈ R∗+, F (x)−F ′(x) =
1

x
. En déduire que F est de classe

C∞ .

5. Montrer ∀x ∈ R∗+, F (x) = ex
∫ +∞

x

e−t

t
dt. En déduire la limite de F en 0+.

6. Montrer que F (x) ∼
x→0+

− ln(x).

Exercice 2 On admet, dans cet exercice, que : ∀ q ∈ N, ∀ x ∈ ]−1, 1[,
∑
k>q

(
k

q

)
xk−q converge et que

+∞∑
k=q

(
k

q

)
xk−q =

1

(1− x)q+1
.

Soit p ∈ ]0, 1[.

Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,A, P ) et à valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y ) est donnée par :

∀ (k, n) ∈ N2, P ((X = k) ∩ (Y = n)) =


(
n

k

)(
1

2

)n

p(1− p)n si k 6 n

0 sinon

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.

2. (a) Déterminer la loi de Y .

(b) Prouver que 1 + Y suit une loi géométrique.

(c) Déterminer l’espérance de Y .

3. Déterminer la loi de X.

Exercice 3

1. Soit A ∈ Sn (R).
Prouver que A ∈ S+

n (R)⇐⇒ sp(A) ⊂ [0,+∞[.

2. Prouver que ∀A ∈ Sn (R), A2 ∈ S+
n (R).

3. Prouver que ∀A ∈ Sn (R), ∀B ∈ S+
n (R), AB = BA =⇒ A2B ∈ S+

n (R).

4. Soit A ∈ S+
n (R).

Prouver qu’il existe B ∈ S+
n (R) telle que A = B2.
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