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Rq : pour tout le chapitre K = R ou C. Par ailleurs, E et F' désignent des K-espaces vectoriels.

I Questions de Révision pour se mettre en route

I.1 Espaces Vectoriels
1. Dans cette question, on suppose que F est de dimensions finie n # 0.

Qu’est-ce que cela veut dire ?
(b) Famille génératrice de E : définition ? Combien a-t-elle d’éléments ?

(c) Famille libre de E : définition ? Combien a-t-elle d’éléments ?

1 -1 3
Application : On définit uy = [ 0 |; we=| 2 |; wus=[—4] dans R3. Cette famille est-elle
-1 1 -3
libre ?
(d) Donner la définition d’une base de E et toutes les caractérisations possibles.
-1 3 0
Application : On définitu=| 2 |; v=|-5|; w=|1
0 -1 -2
Montrer que B = (u,v,w) est une base de R3. Déterminer les coordonnées de t = (1, —2,1) dans la
base B.

2. Quelle est la dimension de K, [X]?

3. Définition et caracterisation d’un ss-ev de F.
Application : F = {(a?, y, z) € C3 tel que x — iy = O}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C3

considéré comme un C-espace vectoriel. En donner une base.
Déterminer une base de F' en tant que R-ev.
4. Dans E, supposé de dimension 7 :
(a) que peut-on dire d’une famille de n + 1 vecteurs ?
(b) que peut-on dire d’une famille de p vecteurs avec p < n?
5. Quelle est la définition d’une application linéaire de E dans F'?7
6. (a) Qu’est-ce qu’un isomorphisme ? Existe-t-il des isomorphismes de K™ dans KP ?
(b) Qu’est-ce qu’un endomorphisme ? Exemple ?
(¢) Qu'est-ce qu'un automorphisme ? Exemple ?
(d) Qu’est-ce qu'une forme linéaire ?
Application : f : (z,y,2) — = + y + z est-elle une forme linéaire sur K3 ?
Méme question avec g : (z,y, 2) —— zyz.
7.(a) Si f € L(E,F), quel est son noyau ?, son image ?
(b) Rapport avec 'injectivité ? la surjectivité ? la bijectivité ?
8. Si f application linéaire, transforme une base en une base, alors elle est bijective.
(a) Vrai? (b) Faux? (c) Ca dépend ....
9. Méme question avec "famille libre" au lieu de "base", avec "famille génératrice" ?
10. (a) La somme de 2 endomorphismes bijectifs est-elle bijective ? Si oui, demonstration. Si non, contre-
exemple.
(b) La composée de 2 endomorphismes bijectifs est-elle bijective ? Si oui, preuve. Si non, contre-exemple.

11. Pour chacune des applications suivantes, montrer qu’elle est linéaire, déterminer son noyau, déterminer
son image, dire si elle est injective, surjective, bijective...

(a) f:R® — R? telle que f(z,y,2) =2z —y—2z, —x+2y+2)
(b) g:R? — R telle que g(x,y) = (4o +y, 2 —y, 22+ 3y)
(c) h:R3> — R3 telle que h(x,y,2) = (—z+y—2, x—y+2z, 2z — 2y + 22)
Vous écrirez aussi les matrices de ces applications dans les bases canoniques concernées.
12. Soient f et g des endomorphismes de F.
(a) Y a-t-il un lien entre ker(g o f) et ker (g) ? Entre ker(g o f) et ker(f)?
(b) Y a-t-il un lien entre Im(g o f) et Im (g) ? Entre Im(g o f) et Im(f) ?
(¢) Que peut-on dire dire go f =07
13. Qu’est-ce qu’'un hyperplan? Que peut-on en dire en dimension finie 7
14. Si H est un hyperplan de F (de dimension finie) et D une droite non contenue dans H, alors E = H € D.
Vrai ou faux?
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1.2

T o= W N
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11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.

Applications linéaires, calcul matriciel

. Pour n et p entiers naturels non nuls, énoncer les propriétés qui font que M,, ,(K) est un K-espace

vectoriel.

. En connaissez-vous une base ? quelle est sa dimension ?
. Qu’est-ce qu’une matrice carrée ? triangulaire supérieure ? triangulaire inférieure ? diagonale ?
. Quelle est la dimension de I'espace des matrices triangulaires inférieures de M, (K)?

. Définition de la transposée d’une matrice A = (a; ;) 1<i<n !

1<jisvp

. Qu’est-ce qu’une matrice symétrique 7 une matrice anti-symétrique ? exemples ?

Quelle est la dimension de 'espace des matrices symétriques de M., (K) ?

. On peut toujours multiplier 2 matrices A et B entre elles : Vrai? Faux? Ca dépend ?

r—2y—324+t=6

. Ecriture matricielle du systéme : (S):{ by +3t=0

T+y+ztt=-3

. Méthode du pivot de Gauss ? Résoudre le systéme (S) précédent.
10.

Si A= (aij),B = (bi;) et Ax B =(c;;) quelle est 'expression de ¢; ; ?
Application : en notant I, = (6ixj)1<ij<n tel que d;; = 1 et d;; = 0 pour 7 # j, montrer que I,, est
I’élément neutre pour la multiplication de matrices.

La formule du binéme et les identités remarquables sont-elles encore valables ?

(A+B)"=...7 A" —B" = ..7
111

Application : pour B=| 0 1 1 |, calculer B" pour tout n € N.
0 0 1

Si D est une matrice diagonale que vaut D™ pour tout n € N?

Définition du rang d’une matrice. Définition du noyau d’une matrice (Ker (A)). Y a-t-il une relation
reliant ces 2 notions ?
Application : Soit A = (a; ;)
Déterminer Ker(A).

A € M,,(K), donner la définition de A inversible.
Une matrice non carrée peut-elle étre inversible ?

Caractérisations d’une matrice inversible (en pensant aux applications linéaires par exemple) ? Exemple
de matrices inversibles ? de matrices non inversibles ?

tel que as,;1 = 1 et sinon a; ; = 0. Construire A. Quel est son rang?

L’inverse d’une matrice est unique : Vrai? Faux? Ca dépend ?

Que peut-on dire d’un systéme tel que la matrice de ses coefficients est inversible 7

2 + 4y — 4z = -8
Exemple :¢ 3z 4+ 9y — 6z = 9

dr + 17y — 11z = 41
Si A% =0 alors

a) A=07

b) A est non inversible ?

(
(b)

18. (a) Si A x B existe, que vaut sa transposée ?
(b)

b) Si A est inversible, est-ce le cas de sa transposée ? que vaut la transposée de A~1?
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II Rappels sur espaces vectoriels

Définition 1 K-espace vectoriel

Un K-espace vectoriel est un espace (E,+,-) (non vide) muni d’une loi interne + et d’une loi externe -
vérifiant :

1. V(u,v,w) € B3, u+ (v+w) = (u+v) +w 5. Va e K, V(u,v) € B?, a-(u+v)=a-u+a-v
2. V(u,v) € B2, u+v=v+u 6. V(a,3) e K2, Vu € E, (a+B) - u=a-u+p-u
3. Vg e E/Vue E,u+0g =u 7. V(a,B) e K2, Vu € E, - (B-u) = (af) - u

4. Vue E, I (—u) € E/u+ (—u) =0g 8. VueE, 1-u=u

Remarque 1 V(\u) eKx E, A\ u=0g <= (A=00ouu=0g)

Exemples fondamentaux de K-espaces vectoriels : K", K[X], KN, K% M,, ,(K), F(I,R), C"(I,RP)....

Si A est un ensemble non vide et V un K-E.V. alors E = F(A,V) est un K-E.V., lorsqu’on le munit des lois
suivantes, : Va € K, V(f,g) € E? , f +g : x — et af en posant, pour tout x € A : (f +g)(x) = f(x) + g(z) et
(a-f)(@) =a-(f(z)).

Sous-espace nul. Droite vectorielle. Plan vectoriel de R? Sous-espace K,,[X] de K[X].

Définition 2 Soit (F,+,-) un K-espace vectoriel. Soit F C E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de F si I’ est non vide et stable par les lois + et .

Proposition 1 Soit F' C E. Aors F' est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si :

)opeF N DF#£0
i) VA €K, Y(u,v) € F2,u+X-vEF ou bren i) VA e K, V(u,v) € F2,u+veEFetA\-veEF

Proposition 2 Soit (F,+,-) un K-espace vectoriel. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction
des lois de E a F' conférent a (F,+,-) une structure d’espace vetoriel.

Exemples fondamentaux de sous-espaces vectoriels : ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogeéne
est un SEV des K™, ’ensemble des solutions d’une équations différentielle linéaire homogéne est un SEV de

Définition 3 Soit (1, ...,2,) une famille (finie) de vecteurs d’'un K-ev E.
L’ensemble des combinaisons linéaires de la famille (z1,...,x,) est noté Vect(z1,...,z,).

Vect(z1,...,xn) = {1214+ + X2/ (A1, ., ) €K}

Proposition 3 Vect(zy,...,x,) est un sous-espace vectoriel de E.
On dit que Vect(z1,...,x,) est le sous-espace engendré par la famille (z1,...,z,).
Tout sous-espace vectoriel contenant les x; contient Vect(x;)e;r.

Remarque 2 Si u, € Vect(uy,...,u,—1) alors Vect(u,...,u,) = Vect(uy, ..., up_1).

I Proposition 4 L’intersection de sous-espaces vectoriels Fi,..., F, de E est un sous-espace vectoriel de F.

Par exemple si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F'N G aussi.

Proposition 5 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel . On définit alors la
somme de F et G par :
F+G={u+v/(u,v) € FxG}

La somme F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 3 En pratique : 2 € F + G <= J(u,v) e F X G/ =u+wv.

Définition 4 Soit F un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
La somme F' + G est directe et notée F'& G lorsque tout vecteur 7 de F +G s’écrit de maniére unique sous
laforme @ =W + ¥ otue FetveG.

_>
De maniére équivalente, '+ G = F & G lorsque utv=0p == {u =v= (ﬁ} .
ueF ved
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Proposition 6 Caractérisation d’une somme directe. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

(F+G=Fa&G)+ FNG={0s).

Définition 5 Soit F un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de F.
F et G sont dits supplémentaires dans E lorsque F @& G = F ( la somme F + G est directe et F+ G = E),
ce qui s’écrit :

Vee E, M u,v) e FxG/z=u+w.

Définition 6 Soit (z1,z9,...,z,) une famille de vecteurs. On dit que (z1,...,2,) est libre si pour tous
scalaires A1, Ao, ..., A,, Oon a :
ML+ Xxo+ 4+ Az, =0= A\ =X =---= ), =0.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Remarque 4

Si la famille (z1,...,2,) est libre on dit aussi que 1, ..., 2, sont linéairement indépendants.

Si 7 est un vecteur non nul, la famille (7) est libre.

La famille (z,y) est liée SSI: = 0 ou I\ € K tel que y = Az. Les vecteurs x et y sont alors dits « colinéaires ».
Toute famille contenant le vecteur nul Og est liée.

Toute "sous-famille" d’une famille libre est libre.

Toute "sur-famille" d’une famille liée est liée.

Proposition 7 Soit (z1, s, ...,z,) une famille de vecteurs. Alors :
(z1,...,2,) est liée si et seulement si un (au moins) des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Proposition 8 Soit (z1,...,z,) une famille libre et x,,41 un vecteur. Alors :

(1, ., Tn, Tna1) est libre <= x,11 & Vect(z1,...,x,).

Proposition 9 Liberté d’une famille de polynémes a degrés distincts :

Une famille finie de polynémes non nuls et de degrés échelonnés est libre.

Définition 7 Soit FE un K-espace vectoriel et (x1, 2, ..., x,) une famille de vecteurs de F.
On dit que (z1, .. .,x,) est génératrice de F si E = Vect(z1,...,z,), ¢’est-a-dire si tout = € E est combinaison
linéaire de la famille (z1,...,z,).

Remarque 5 Toute "sur-famille" d’une famille génératrice est génératrice.

Définition 8 Soit E un K-espace vectoriel. On dit que que la famille (eq,...,e,) est une base de E si
(e1,...,en) est libre et génératrice dans F.
Theoréme-Definition 1 Supposons que B = (e1,ea,...,e,) soit une base de E. Alors tout vecteur x de

se décompose de facon unique dans la base B :

Vee E, MA,...,\n) €K Jx =X e+ + A\pep.

Les scalaires A, ..., A, sont appelés les coordonnées de = dans la base B.

Exemples importants : bases canoniques des K-espaces vectoriels K", K,,[X] et M,, ,(K).

Proposition 10 Soit F un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces en somme directe.
Soit B; et By des bases respectives de F' et de G. Alors la famille B obtenue par concaténation des bases B
et By est une base de F' & G. On dit que cette base est adaptée a la somme directe F' & G.

En particulier si F' et G sont supplémentaires dans F alors B est une base de F.
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Proposition 11 Soit E un K-espace vectoriel et (e1,..., ek, €kt1,.-.,e,) une famille libre de E.
Posons F' = Vect(ey,...,e) et G = Vect(egy1,...,e,). Alors F et G sont en somme directe.

Remarque 6 En particulier, en reprenant les mémes notations : si (eq, ..., €k, €x41,.. ., €y,) est une base de F
alors F' et G sont supplémentaires dans F.

I Définition 9 Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie lorsqu’il admet une famille génératrice finie.

Théoréme 1 Théoréme de la base extraite Soit F un K-espace vectoriel non réduit a {0} et de dimension
finie. Alors de toute famille génératrice (finie) de E, on peut extraire une base.

Par conséquent tout K-espace vectoriel non réduit {0} et de dimension finie admet une base.

Proposition 12 Soit E un K-espace vectoriel engendré par une famille de n vecteurs.
Alors toute famille de n + 1 vecteurs de F est liée.

Proposition 13 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors :
1. Toutes les bases de F ont le méme cardinal, appelé dimension de F.
2. Toutes les familles libres de F ont un cardinal inférieur ou égal a dim(FE).

3. Toutes les familles génératrices de F ont un cardinal supérieur ou égal a dim(F).

Remarque 7 Dimension de K™ ?

Dimension de K,,[X]?

Dimension de M,, ,(K)? De L(E, F) si E et F sont de dimensions finies ?

Dimension de ’espace des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 17

Dimension de 'espace des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coefficients
constants 7

Dimension de I'espace des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire homogeéne d’ordre 2 & coefficients
constants ?

Théoréme 2 Théoréme de caractérisation des bases Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension finie
n € N* et F une famille de vecteurs de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. F est une base
2. F est libre et card(F) =n
3. F est génératrice et card(F) = n

Remarque 8 Bases de polyndmes a degrés échelonnés dans K,,[X] : si Py, -+, P, sont des polynémes non nuls
et de degrés échelonnés dans K, [X],c’est une famille libre de K, [X].
C’est de plus une famille de n + 1 polyndmes dans un espace de dimension n + 1, donc c’est une base de K,,[X].

Théoréme 3 Théoréme de la base incompléte Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Alors toute famille libre de E peut étre complétée en une base.

Autrement dit : si (eq, ..., ex) est une famille libre de F (avec k < n) alors il existe n — k vecteurs ex1,. .., e,
tels que B = (eq,...,e,) est une base de E.

Remarque 9 Les vecteurs ajoutés peuvent étre choisis parmi les vecteurs d’une famille génératrice donnée.

Définition 10 Soit E un K-espace vectoriel (z1,...,z;,) une famille de vecteurs de E. On définit le rang de
la famille (z1,...,z,) par :

rg(z1,. .., xp) = dim(Vect(z1, ..., 2p))

Proposition 14 Soit E un K-espace vectoriel et (z1,...,z,) une famille de vecteurs de E. Alors :

(x1,...,mp) est libre < rg(z1,...,2,) =D

Proposition 15 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
1. F est de dimension finie et dim(F') < dim(FE)
2. F=F < dim(F) =dim(E)
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Proposition 16 Existence de supplémentaires
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors il existe au moins
un sous-espace vectoriel G de F tel que : E = F ¢ G.

Remarque 10 En régle générale, si F # F et F # {0Og}, alors F' a une infinité de supplémentaires.

Proposition 17 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces de E.

F@GE@{FHG:{O} {F+G:E

dim(F) 4+ dim(G) = dim(FE) dim(F) + dim(G) = dim(FE)
En particulier : Si F, G sont supplémentaires dans E. Alors :

dim(E) = dim(F) + dim(Q)

Proposition 18 Formule de Grassman
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel F de dimension finie. Alors :

dim(F + Q) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

III Applications linéaires

Définition 11 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
On appelle application linéaire de E dans F' toute application f : E — F telle que :

VYA €K, Y(u,v) € E%, fu+X-v) = f(u) + X f(v).

On note L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Alors (L(E, F),+,-) est un K-espace vectoriel.

Définition 12 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'.

1. Si E = F alors on dit que f est un endomorphisme de E.
on note L£(FE) 'ensemble des endomorphismes de E.

2. Si f est une bijection de E dans F, on dit que f est un isomorphisme de F dans F'.

3. Si E = F et si f est une bijection de F dans F, on dit que f est un automorphisme de E.
On note GL(E) 'ensemble des automorphismes de E.

4. Si F =K, on dit que f est une forme linéaire sur E.

Proposition 19 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
Alors pour toute famille (21, ...,z,) de vecteurs de E et tout (A1,...,A,) € K" on a:

On a de plus f(Og) = Op.

Proposition 20 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F,G).
Alors go f € L(E,G). Généralisation a une composée de plusieurs applications linéaires.
En particulier une composée d’endomorphismes de E est un endomorphisme de F.

Proposition 21 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).

Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit H un sous-espace de F'.

Alors f(G) ={f(z), x € G}, image directe de G par f, est un sous-espace vectoriel de F'.

Et f~Y(H) = {x € E/f(x) € H}, image réciproque de H par f, est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 13 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(F, F).
1. On définit le noyau de f par :

Ker(f) = {x € E/ f(z) = 0p} = [~ ({0r}).

2. On définit 'image de f par :
Im(f) = {f(x), z € E} = f(E).

Alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.
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Remarque 11 En pratique : z € Ker(f) <= f(z) =0ety € Im(f) <= x € £ /y = f(z).

Proposition 22 Si f € L(E,F) et g € L(F,G) alors go f € L(E,G). De plus, dans ce cas, on a :

g0 f =0zp.c) < In(f) C Ker(g).
Im(g o f) C Im(g)

Ker(f) C Ker(go f).

VAEK, (\f)eg=Afog)=fo(Ag)

La loi o est associative, distributive & gauche et a droite par rapport a ’addition, posséde un élément neutre
Idg.

Notation f* = fo fo---of pour f € L(E) et n € N* et fO = Ig..

Proposition 23 Si (f,g) € (L(E))?, et si f et g commutent (c’est a dire go f = f o g) alors :

n

(f+9)" = Z (Z) f¥o g™ (formule du binome)
k=0

n—1
et 'identité remarquable : f* —¢g" = (f —g) o (Z fEognt=h)
k=0

En particulier, on peut appliquer la formule du binéme pour calculer (f 4+ Idg)™ ou bien (f + Aldg)™ (ou
AeK)etona f* —Idg = (f —Idg)o (Idg + f +---+ f*1)

Proposition 24 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
1. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.

2. f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Proposition 25 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f un isomorphisme de E dans F.
Alors f~! est un isomorphisme de F dans E. On dit alors que E et F sont isomorphes.

Remarque 12 En particulier si f est un automorphisme de E, alors f~! est un automorphisme de E.
L’ensemble GL(F) des automorphismes de F est un groupe pour la loi o : le groupe linéaire de E.

Proposition 26 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F).
Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Alors :

f est un isomorphisme de E dans F' si et seulement si (f(e1),..., f(en)) est une base de F'.

Remarque 13 Sous les mémes hypothéses, on a plus généralement :
1. f est injective <= (f(e1),..., f(en)) est libre
2. f est surjective <= (f(e1),..., f(en)) est génératrice

Proposition 27 Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie, soit u € L(FE, F')
et soit F = (x1,...,%,) famille génératrice de E.

Alors : Im(u) = Vect(u(xy),...,u(zy)).
Remarque 14 Propriété trés utile en pratique pour déterminer I’image d’une application linéaire en prenant
une base de F.

Théoréme 4 Caractérisation des isomorphismes
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et tels que dim(E) = dim(F).
On counsidére f € L(E, F). Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est un isomorphisme de E dans F

2. f est injective

3. f est surjective

Remarque 15 Important : cas particulier des endomorphismes sur un K-espace vectoriel de dimension
finie.
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Proposition 28 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors :

E et F sont isomorphes <= dim(E) = dim(F)

Théoréme 5 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels avec £ de dimension finie. On considére B =
(e1,...,en) une base de E et (uq,...,u,) une famille de vecteurs de F.

f(el) = U1

Alors il existe une et une seule application linéaire f € L(E, F') telle que :

f(en).: Un,

Théoréme 6 Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels et G, H deux sous-espaces vectoriels de F supplémen-
taires dans E. Alors une application linéaire de F dans F' est entiérement déterminée par ses restrictions a
GetaH.

Cela signifie si on considére g € L(G,F) et h € L(H, F) alors il existe une et une seule application linéaire

f e L(E,H) telle que : { }Zflzi

Des endomorphismes remarquables : Projecteurs et symeétries.

Définition 14 Projecteurs associés a4 deux sous-espaces supplémentaires dans F.
Soient E7 et Ey deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Alors on sait que

VT € F, EI!(x_{,fg)) € B x Ey tel que?::r—1>+:?2>.

On appelle : projecteur sur Fy parallélement a E5 'application p: F — E, x — x7 On dit aussi que p; est le
projecteur de base F; et de direction Es.

De méme, on appelle projecteur sur Fo parallélement a E; application q: £ — E, x — 5.

p et q sont les projecteurs associés a Ey et Fs.

Cas particuliers : si Fy = E alors p = et si By = {Og}, alors p =
Proposition 29 Soient F; et Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.
Soient p et q les projecteurs associés a Fy et Ey. Alors
e Pourtout z € E, @ zp(7) + q(?) c’est & dire p +q = Idg.
e Pour tout z € E, x = p(z) + = — p(z)
~  ——
€k S
® pogq= et gop=

Proposition 30 Soient F; et F5 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.
Soit p le projecteur sur E; parallelement a Fs. Alors :

e p est un endomorphisme de F.
o Ker(p) = et Im(p) =
e x € Fy < p(z)=1a Cclest adire: Ey =Ker(Idg —p).

e Pour tout z € E, p(p(z)) = c’est & dire : pop =

Remarque 16 Si p est un projecteur de F, alors Im(p) ¢ Ker(p) = E.

Supposons que E soit de dimension finie et que p n’est pas un projecteur « dégénéré ».

Prenons (eq,...,er) une base de Im(p) et (egxy1,-..,e,) une base de Ker(p) (en supposant que ce n’est pas un
projecteur « dégénéré »).

Alors B = (eq,...,e,) est une base de E dans laquelle la matrice de p est est :
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Théoréme 7 Caractérisation des projecteurs.
Soit p un endomorphisme de E. Alors p est un projecteur de F si et seulement si pop = p.
Dans ce cas, p est le projecteur sur Im(p) parallelement & Ker(p).

Définition 15 Symétries associées a4 deux sous-espaces supplémentaires dans F.
Soient E7 et Ey deux sous-espaces vectoriels de F tels que £ = E; & Es.

Soit p le projecteur sur E paralléelement a Fs et soit ¢ le projecteur sur FEo parallélement & F.
Alors on appelle symétrie par rapport a F; parallélement & F5 'application s = p — q.

On dit (parfois) aussi que s; est la symétrie de base Ep et de direction Es.

Autrement dit, si 7 = 11 + o alors s(?) =77 — 7.
~—

cEq c€E>
Remarque 17 e Comme p+ ¢ =1Idg, on a aussi s = 2p — Idg.

1
e On peut donc aussi écrire : p = 3 (s +Idg).

I Proposition 31 Une symétrie vectorielle est un endomorphisme de E.

Remarque 18 On a donc E = Ker(s — Id) @ Ker(s + Id). Supposons que E est de dimension finie. Alors il
existe une base de E dans laquelle la matrice de la symétrie s est :

Remarque 19 De maniére générale, une application f telle que f o f = Id est dite involutive. Elle est alors
bijective et =1 = f.

Proposition 32 Soit s une symétrie (vectorielle) de E.
Alors s € GL(E), c’est-a-dire que s est un automorphisme de E. De plus : s7! = s.

Théoréme 8 Caractérisation des symétries (vectorielles).
Soit s un endomorphisme de E. Alors s est une symétrie de F si et seulement si s o s = Id.
Dans ce cas, s est la symétrie par rapport a Ker(s — Id) parallélement a Ker(s + Id).

Rang d’une application linéaire

Définition 16 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et v € L(E, F'). On dit que u est de rang fini si Im(u)
est de dimension finie. On définit alors le rang de u par :

rg(u) = dim(Im(w)).

Remarque 20 Si E est de dimension finie, et si B = (eq,...,ey) est une base de E alors :
rg(u) = dim(Vect(u(er), ..., ulen))).

Proposition 33 Soient F, F et G trois K-espaces vectoriels, u € L(E, F) et v € L(F,G) de rangs finis. Alors :
1. rg(vou) < min(rg(u), rg(v)).
2. Si v est un isomorphisme de F' dans G alors rg(v o u) = rg(u).
3. Si w est un isomorphisme de E dans F' alors rg(v o u) = rg(v).

Pour résumer les affirmations i) et #ii), on parle d’« invariance du rang par composition avec un
isomorphisme ».

Théoréme 9 Théoréme du rang
Siu € L(E,F) et siS est un supplémentaire de ker(u) dans E, alors u induit un isomorphisme de S sur Im(u).
Formule du rang : si E est de dimension finie et u € L(E, F'), alors dim(E) = dim(Ker(u)) + rg(u).

Proposition 34 Si dim(F) = dim(F'). Alors :

u est un isomorphisme de E dans F <= rg(u) = dim(E) <= Ker(u) = {0g}.

(Notamment pour un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel de dimension finie)
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Proposition 35 Un endomorphisme d’un espace de dimension finie inversible a gauche ou a droite est inver-
sible. Autrement dit :

Définition 17 Une équation linéaire est une équation d’inconnue x et de la forme

FE et F sont deux K-ev
fxy=boug feL(EF)
be F

Proposition 36 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et b€ F.
On considére ’équation linéaire f(z) =b (E). Alors :

1. (F) admet au moins une solution si et seulement si b € Im(f).

2. Dans ce cas, en notant xo une solution quelconque de (E), 'ensemble des solutions est :

S =xo + Ker(f) ={zo +z /2 € Ker(f)}.

Remarque 21 La solution zq est dite particuliére.
Exemples : systémes linéaires et équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2. Suites arithmético-géométriques.

Applications linéaires en dimensions finies et matrices

Définition 18 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p € N* et n € N*.
Soient B = (e, ...,ep) une base de E et B = (f1,..., fn) une base de F. Soit u € L(E, F).
Alors pour tout j € [[1,p]], u(e;) se décompose de maniére unique dans la base B’ :

Vi € [1,p], u(e;) = Zai,jfi~

On définit alors la matrice de application linéaire u relativement aux bases B et B’ par :

A=Mpp(u) = (@i3)q er15n1x1:p]"

Proposition 37 Soit F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p € N* et n € N*.
Soient B une base de E et B’ une base de F. Alors application ¢ : L(E, F) — M, ,(K)

U +— MB,B’ (u)
est un isomorphisme de K- espaces vectoriels.

En particulier dim(L(E, F)) = dim(M,, ,(K)) = np.

Remarque 22 Cas particulier et trés important des endomorphismes avec E = F et B = B'.
De méme dans ce qui suit.

Proposition 38 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p € N* et n € N*.
Soient B une base de E et B’ une base de F. Soit u € L(E,F) et z € E.

On note A = Mpp (u) et X = Mp(x).

En notant alors y = u(x) et Y = Mp/(y), on a: Y = AX. Autrement dit :

Mg (u(z)) = Mg g (u) Mp(z).

Proposition 39 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p € N* et n € N*.
Soient B une base de E et B’ une base de F. Soient (u,v) € (L(E, F))? et (\,u) € K2 Alors :

Mp(Au+pv) =AMpp (u) + pMpp (v).

Remarque 23 Généralisation & une combinaison linéaire d’applications linéaires.

Théoréme 10 Soit E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions respectives p, n, ¢ non nulles.
Soient B une base de E, B’ une base de F' et B” une base de G.

Soient u € L(E,F) et v € L(F,G). Alors : ’MBVB//(”U ou) = Mg gr(v) x Mg (u). ‘
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Remarque 24 Par conséquent on a « le méme type de »régles de calcul pour les matrices que pour les appli-
cations linéaires, notamment la formule du binéme pour des matrices qui commutent.

& Si A et B sont deux matrices, AB = 0 n’implique PAS que (A =0 ou B =0)!!!

Proposition 40 Soit F et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie non nulle.
Soient B une base de E et B’ une base de F. Soit u € L(E,F) et A = Mp g (u).

Alors u est un isomorphisme de E dans F si et seulement si A est inversible.

De plus, dans ce cas : A~ = Mg 5(u)

Remarque 25 Dans le cas particulier ou E = F' de dimension n et ot v € L(E), on a donc :
u€GL(E) <= A e GL,(K).

Définition 19 Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle.

Soient B = (eq,...,e,) et B = (f1,..., fn) deux bases de E.

Alors pour tout j € [1,n], f; se décompose de maniére unique dans la base B’ :

vjel,n], f; = Zpi,jei-
i=1

On définit alors la matrice de passage de B & B’ par :

P = Pg_ g = Mg(B') = Mp s(Idg) = (pi ;)

1<d, jsn

Proposition 41 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle.
Soient B = (ey,...,e,) et B/ =(f1,..., fn) deux bases de E et P la matrice de passage de B a 5.
Alors P est inversible et P~1 = Pg/_,5 = Mp/(B) la matrice de passage de B’ a B.

Remarque 26 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle.
Soient B = (eq,...,e,) une base de E et F = (f1,..., fn) une famille de vecteurs de E.
Alors F est une base de F si et seulement si Mp(F) est inversible.

Théoréme 11 Changement de base pour un vecteur
Soit E¥ un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle et soit x € E.
On considére deux bases B et B’ de E et note P la matrice de passage de B a B'.

Soit X = Mp(z) et X' = Mp/(z). On a alors :

Théoréme 12 Changement de base pour un endomorphisme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle et soit u € L(E).
On considére deux bases B et B’ de E et note P la matrice de passage de B a B’.

Soit M = Mp(u) et M’ = Mp/(u). On a alors : | M' = P~'MP

Proposition 42 Changement de base pour une application linéaire
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies respectives p et n non nulles.
Soient By et B} deux bases de E, B et B} deux bases F et u € L(E, F).

Posons A = Mg, 5,(u), B = Mp; g (u), P = Mp,(B}) et Q = Mp,(B3). Alors :

Définition 20 Soit A € M,, ,(K) une matrice & n lignes et p colonnes et a coeflicients dans K.
On définit f D'application linéaire canoniquement associée & la matrice A comme 'unique application f €
L(KP,K™) telle que Mp p(f) = A avec B et B’ les bases canoniques respectives de K” et de K.

Définition 21 Soit A € M,, ,(K) une matrice & n lignes et p colonnes et a coeflicients dans K.
On définit le noyau de A par :

Ker(A) = {X € M,1(K)/AX = 0}

On définit 'image de A par :

Im(A) = Vect(Ch, ..., C)p)

ou Cy,...,C), désignent les vecteurs colonnes de A.
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Ker(A) est un sous-espace vectoriel de M,, 1 (K) et Im(A) est un sous-espace vectoriel de M,, 1 (K).

Ainsi, en identifiant K? avec M, 1(K), K" avec M,, 1(K), et en notant f ’application linéaire canoniquement
associée & A, on a :
Ker(A) = Ker(f)

Im(4) = Im(f)

Définition 22 Soit A € M,, ,(K). On définit le rang de A par :

rg(A) = dim(Vect(C1, ..., Cp)) = dim(Im(A))

ou Cy,...,C), désigent les vecteurs colonnes de A.
Ainsi le rang de A est égal au rang de son application linéaire canoniquement associée.

Définition 23 Théoréme du rang
Soit A € M,, ,(K). Alors dim(Ker(4)) + rg(A) = dim(KP) = p.

Proposition 43 Soit A € M,,(K) une matrice carrée. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible

2. 1l existe B € M,,(K) telle que AB =1,
3. Il existe C € M, (K) telle que CA = I,
4. Ker(A) = {0}
5. Im(A) = K"
6. rg(A) =n
7. La famille (C1,...,C)) des vecteurs colonnes de A est une base de K"
8. La famille (Lq, ..., L,) des vecteurs lignes de A est une base de K"
9. det(A) #0
Remarque 27 Si la famille (C4,...,C,) des vecteurs colonnes de A est libre, alors c’est une base de K".

Proposition 44 Invariance du rang par multiplication par une matrice inversible.
Soit A € M,,(K) une matrice inversible.

1. Soit B € M,, ,(K). Alors rg(AB) = rg(B).
2. Soit C' € My, (K). Alors rg(CA) = rg(C).

Proposition 45 Soit A € M,, ,(K). On note AT sa transposée. Alors :
rg(A) = rg(A”)

Par conséquent rg(A) = dim(Vect(Ly,...,Ly,)) ot Lq,..., L, désigent les vecteurs lignes de A.

Remarque 28 1. Le rang d’un systéme est égal au rang de sa matrice.
2. Les opérations élémentaires sur les colonnes (resp. lignes) conservent I"image (resp. le noyau).

3. Deux matrices équivalentes par lignes ou par colonnes ont le méme rang.

Définition 24 On dit que deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables lorsque :
il existe P € G, (K) telle que B = P~'AP.



