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1 Systémes linéaires

* Exercice 1 Résoudre, en discutant suivant les valeurs de a € C, le systéme :

2r +y +z =3
r -y +3z =38
r +2y +2z =-3

r 4y 42z =a

x Exercice 2 Résoudre le systéme suivant (¥(q,,)), en fonction des paramétres a, b, c.

T +y -3z =a
(Z(a,b,c)) : x +3y =
- 42y 46z =c

2 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

x Exercice 3 Soit E = {(u,) € RY, telles que u est une suite convergente} I'espace vectoriel des suites réelles
convergentes. Montrer que les sous-espaces F', constitué des suites de limite nulle, et G, constitué des suites constantes,
sont supplémentaires dans F.

* xExercice 4 Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R, & valeurs réelles. On considére F' 1’ensemble
1

des fonctions f de F telles que / ft)dt = 0.
0
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F puis en donner un supplémentaire.

3 Familles libres, familles liées

* Exercice 5 Soit F les R-espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1. Montrer que les applications (z — |z|), (z — |z —1|), (z = |z + 1|) forment une famille libre dans E.

2. Pour tout o € R, on note f, la fonction définie par Vo € R, fo(x) = |z — a|.
Soit (a1, , ) € R™ tel que a1 < -+ - < .
Montrer que (fa,," ", fa, ) est une famille libre.

3. Soit (g, - ,a,) € R tel que a1 < -+ < .
Pour tout o € R, on note g, la fonction définie par Vz € R, g,(x) = exp(ax). Montrer que (go,,- -, Ja,,) €St
une famille libre.

* xExercice 6 Soit F un espace vectoriel sur R et soient uq,-- - ,u, des vecteurs de E.
i
Pour i € [1; n], on pose v; = g U
k=1

Montrer que : si la famille (uq, - - , Uy ) est libre, alors la famille (vq,--- ,v,) 'est aussi.

4 Bases

* Exercice 7
1. Dans E = R3, on considére F = {(z,y,2) € R}z +y+2=0et 2z —y + 2 = 0}.
Est-ce un sous-espace vectoriel de R*? Si oui, en donner une base.

2. Méme question avec G = {(x,y,2) € R3|2x + 3y — 42 = 0}.

* Exercice 8

1. Donner une base de chacun des espaces vectoriels suivants :
By = {(x,y,2) € R3, tels que x +y + z = 0}
By = {(x,y,2) € R3, tels que  + 3y + 2z = 0}
By = {(z,y,2) € R, tels que = + 2y = 0 et z + 3y = 0}
B3 ={(x,y,2,t) €R* telsque x +2y +t=0et z +y+ 2+ 2t =0}

2. Déterminer si les ensembles suivants sont des espaces vectoriels. Peut-on en donner des bases ?

F={fec*(0,1]), f"+f=0}
G={f:R—R, Ia,bc)cR® tel que : VxR, f(z)=acos(x)+ bsin(x) + c}
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* Exercice 9 Soit F I'ensemble des matices a coefficients complexes, de la forme A = ot (a,b,c) € C3,

o O
oo o
Qo o

E est-il un sous-espace vectoriel de M3(C)? Si oui,en donner une base et la dimension.

O xx Exercice 10 Soit F =R, [X] et soit a € R.
1. Montrer que la famille (1,(X —a), -, (X —a)™) est une base de R, [X).
2. Pour p < n, donner les coordonnées de X? dans cette base.

3. Exprimer les coordonnées dans cette base d’un polynéme quelconque en fonction de ses dérivées en a.

Ox Exercice 11 Donner la dimension de I'espace des matrices symétriques de M, (K), puis celle de 'espace des
matrices antisymétriques de M, (K).

* Exercice 12

), T
(1,0,0,0), z5 = (1,1,2,0)
3. Compléter en une base de R® la famille 77 = (1,2,3), 25 =(1,1,2)

2. Compléter en une base de R? la famille 7

)

1. Compléter en une base de R? la famille z{ = (1,1,1,1 75 = (1,1,2,2)
— —

5 Applications linéaires

Q x+ Exercice 13 Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que : u? — 3u + 2Idg = 0.
1. Trouver deux réels a et b tels que : u? — 3u + 2Idg = (u — aldg) o (u — bldg) = (u — bldg) o (u — aldg)

2. Montrer que les ensembles F) = {Z € FE |u(Z) = &} et Fy = {Z € E|u(Z¥) = 2&} sont des sous-espaces vectoriels
de E.

3. Montrer enfin que les sev F7 et Fy sont des sev supplémentaires de F.

*+ Exercice 14 Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Démontrer les équivalences :
1. Ker(go f) = Ker(f) <= Ker(g) NnIm(f) = {0};
2. Im(g o f) =Im(g) <= Ker(g) + Im(f) = E.

Ox Exercice 15 Soit f € L(E). On suppose que :

n—1

J(ag, - an_1) € K" tel que :ag # 0 et f"Jran_lf"’l+--«+a1f+aold:f"JrZakfk:OL(E)
k=0

Montrer que : f est un automorphisme de E expliciter f~! en fonction de f et de ses puissances successives.

O x xExercice 16 Soit un entier n > 1, et E = R, [X], 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et de
degré inférieur ou égal a n. On définit Popérateur dérivation D par : VP € E, D(P) = P'.
1. Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.
2. Calculer (Idg — D)o (Idg + D + D* 4 --- + D™).
3. Justifier que D est un endomorphisme nilpotent de E, c’est a dire qu'il existe un entier p tel que D¥ = 0, (g).
4

. Montrer que Idg — D est un isomorphisme de E.

x n

Résoudre alors, dans E puis C* (R, R), 'équation différentielle suivante : y/(x) — y(x) = —
n!

O x* Exercice 17 Soit F l'espace des suites réelles.

1. On considére I'application ¢ définie sur £ de la maniére suivante : ¢(u) = v avec :Vn € N, v, = ty11.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Justifier que ¢ — 3Idg est aussi un endormphisme de E. Exprimer le terme général de (¢ — 3Idg) (u).

3. Dans cette question, on cherche toutes les suites satisfaisant la relation de récurrence suivante :
Vn €N, upy1 = 3u, + 2™,

(a) Chercher si il existe une suite géométrique satisfaisant cette récurrence.

(b) Déterminer ’ensemble S des suites réelles u = (up)nen satisfaisant a la relation de récurrence ci-dessus.
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6 Applications linéaires en dimension finie

OxExercice 18 Soit n € N et (ag, a1, - - ., a,) des nombres complexes distincts deux a deux.
Soit par ailleurs f : C,[X] — C"*' P+ (P(ao), P(ay),..., P(a,)).

1. Montrer que f est un isomorphisme de C,[X] dans C™**.

2. Soit (e, ...,en) la base canonique de C"*.
Que peut-on dire de la famille (™ (eg), f~ (e1), ..., f  (en))?

3. Donner une forme factorisée de f~'(e;) pour tout i € [0; n].

1 2

Ox Exercice 19 Soit la matrice A = ( 9 4

) et f endomorphisme de My (R) défini par :  f (M) = AM.

1. Déterminer une base de Kerf.
2. f est-il surjectif ?

3. Déterminer une base de Imf.
4

. A-t-on My (R) =Kerf & Imf?

O x xExercice 20 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n # 0 et soit f € L(F).
Pour p entier naturel, on pose K, =Ker(f?) et I, =Im(f?).

1. Question préliminaire : montrer que :
Y(u,v) € L(E)?, Ker(vou)=Ker(u) <= Ker(v)NIm(u) = {0g}.

2. Montrer qu'’il existe un entier r tel que : I, = I, et K, = K, 4.
Montrer qu’on a alors : Vs > r, I, = I et K, = K.

3. Montrer que : Vs >r, F =1, ® K.

7 Matrices

Q x xExercice 21

1. Soit A = <1 1> = I+ J. Calculer J, J?, J2... puis A" a Iaide de la formule du binéme.
1
0 et J = T + I5. Calculer J?, puis par récurrence J". Ensuite appliquer la formule du
1

0
2. Soit T' = 1
1

O~

bindéme pour calculer T en écrivant T = J — I3.

3. Soit J € M, (R) la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients valent 1.
Que vaut J* pour k € N?
Donner le rang de J et une base de Ker(J).

OxExercice 22 On note J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1. Calculer J" pour tout entier n.
2. On pose A = 2I 4+ 3J. Calculer les puissances de A.

3. Généralisation : calculer les puissances de B = al + bJ.

xExercice 23 On considére la matrice réelle définie par : M =

OO =
(e R
— =

1. Calculer M™ pour n € N*.
2. Déterminer ’espace vectoriel F' engendré par les puissances entiéres de M. En trouver une base.
3. xx Trouver ’ensemble des matrices de M3(R) commutant avec M
o 1 -1
xExercice 24 Soit A = | -1 2 —1]. Calculer A2 — 34 4 2I5. Si existence, donner A~!. Calculer A™ pour
1 -1 2
n € N.
OxExercice 25
1. Montrer que : si la matrice carrée A vérifie A2 + A 4 21I,, = 0, alors elle est inversible.

2. Montrer que : si A" +a,_1 A" '+ a1 A+ agl, = 0 avec ag # 0, alors A est inversible et le calcul de A™! se
fait aisément.
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QU«Exercice 26 Soit B = {E; ;, (1,7) € {1,..,n}?} la base canonique de M,,(K).
Montrer que E; ;E,; =0sij# ket E; ;B =FE;;sij=k.

0 0 al
1 1 1 a 0
xExercice 27 Calculer 'inversede A= | 1 2 3 | etde B= 2
1 3 4 0o ---
a, O 0
xExercice 28 Déterminer le rang des matrices suivantes :
a 0 0 b 1 1 0 1 3 1 1
b a 0 0 3 2 -1 3 11 A
AiObaO B= A3 =20 ¢= -4 4 —4
0 0 b a -1 0 -4 3 6 4 0
1 2 -1 1
xExercice 29 Déterminer rang, noyau et Imagede A= 1 0 -1 -1
-1 1 1 2
2 1 00
. . 10 2 0 O
O xx+Exercice 30 Soit A= | , o |
0 0 2 3

Déterminer A™ pour n € N. La formule reste-t-elle valable pour les entiers négatifs ?

OxExercice 31 On dit qu'une matrice Mest nilpotente si il existe un entier naturel non nul k tel que M* = O.
Soient A et B deux matrices qui commutent, c’est a dire que AB = BA.

Montrer que si : A est nilpotente, alors AB ’est aussi et I,, — A est inversible.

Montrer que si A et B sont toutes les deux nilpotentes, alors A + B l'est aussi.

*+xExercice 32 Matrices a diagonale strictement dominante :
Soit A = (a; ;) une matrice de M,,(C). On suppose que :

Vi € {1,2,...,77,}, \am-

> ai )

J#i
1. Donner un exemple de matrice non diagonale de M5(R) qui soit a diagonale strictement dominante.

1
T2
2. On suppose qu’il existe X = | . | tel que X #0, AX =0et (Vi € {1,2,....,n}, |z1] = |zi]).

Ty
Aboutir & une contradiction en utilisant la premiére ligne du systéme AX = 0.
L1
3. Montrer qu’il n’existe pas de X = | 2 | tel que X # 0, AX = 0.
Ty,

4. En déduire que A est inversible.

8 Matrices et applications linéaires

xExercice 33 Soit F = R3[X] et soit u 'application définie par u(P) = P' + 2P.
Montrer que u est un endomorphisme de E et donner sa matrice relativement & la base canonique de E.

-1 7 0 3
OxExercice 34 Soit f Papplication linéaire de R* dans R canoniquement associé a la matrice M = 0 1 11 2
1 0 7 1

Déterminer le rang de f ainsi que des bases de son noyau et de son image. Donner une équation de 'image.

OxExercice 35 Dans E = R?, on pose u; = (1,2,1), uz = (2,3,3) et uz = (3,7,1).

Vérifier que (u1, ug, us) est une base de E.

Soit f = (z,y,2) € R? et soit (2,9, 2) le triplet de coordonnées de f dans la base (u1,us,us). Quelle est la relation
entre (x,y,2) et (2',y',2")?

»«Exercice 36 Soit £ = R,[X] et B la base canonique de E. A tout polynome P de E, on associe :
®(P) =3XP + (X*-1)P"
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1. Montrer que ® € £(E). Ecrire la matrice de ® dans la base B.
2. ® est-il un automorphisme de E 7
3. On considére ici n = 3. Déterminer une base de Im(®) et une base de Ker(®) a laide de Mp(®).
0 1 -1
OxExercice 37 Soit A= 0 2 —1 | et ul’endomorphisme de R* canoniquement associé a A.
1 0 1

On note B la base canonique de R3.

1. On pose f; = (0,1,1), fo = (1,1,0) et f3 = (0,1,0). Montrer que B’ = (f1, fo, f3) est une base de R?.
2.
3.

4. En utilisant la formule de changement de base, déterminer Mp/(u) et vérifier le résultat obtenu.

«+ Exercice 38 Soit E = M3(R) et soit A = (

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de F.
2.

Déterminer la matrice de passage de la base B & la base B'.
Déterminer la matrice de passage de la base B’ a la base B.

1 3
-1 1

Déterminer le rang et le noyau de ¢.

xExercice 39 On considére les endomorphismes f et g de C,,[X] définis par :

1.

VP e Cu[X], f(P)=P+P et gP)=P—P +P"...

Montrer que f et g sont des isomorphismes réciproques I'un de l'autre.

2. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de C,,[X] et déterminer son inverse.

1 0 00
. ... |1 0 0 O
+Exercice 40 Soit A = 100 0
1 1 1 1
1. Déteminer le rang de A ainsi que Ker(A) et Im(A).
1 0 00
1 00
- A B = ?
2. A est-elle semblable & B 000 ol
0 0 0O
3 -3 -1 2
s+xExercice 41 Montrer que les matrices A= | 1 1 0 JeteT=1|0
-1 -3 0 0

Déterminer une matrice P inversible telle que A = P~'TP
Calculer T", puis en déduire A™.

O = O

_ = O

sont semblables.

). Soit ¢ application de E dans F définie par ¢(X) = AX.

*xExercice 42 Soit E = R, [X] l'espace des polyndomes de degré inférieur ou égal & n, oit n est un entier naturel
supérieur ou égal & 2.
Soit f : R,[X] — R[X] I'application définie par : VP € R, [X], f(P)= P+ P'.

Ll e

> o

Justifier rapidement que f réalise un endomorphisme de R, [X].
Donner la matrice de f dans la base canonique B = (1, X, X2 0 XM,

f est-elle bijective 7
n! n!
Onpose QOZI, Ql :X7 7Qk: EXky"' 5 ana

Justifier (trés rapidement) que (Qo, - - : ,Qn) est une base de R, [X].
Quelle est la matrice de f dans cette nouvelle base de R,,[X]?

. On considére les matrices suivantes :

1 1 0o ... 0 1 1
0o 1 2 : 0 1
1 3
A= et B=
1 n—-1 0
: i 1 n :
0 ... ... . 0 1 0

Ces matrices sont-elles semblables 7
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9 Projecteurs et symétries

UxExercice 43 Soit E = R3. Soient F; =vect{¢] = (1,0,0), ¢3 = (1,1,0)}, et
E; =Vect{ez = (1,2,3)}. Montrer que E; et E5 sont supplémentaires dans E. Donner I’expression du projecteur sur
E parallelement a FEs puis I'expression du projecteur sur Fy parallélement a E;. Que vaut p+ ¢ ?

+xExercice 44 : Pour chacune des applications définies ci -dessous, on dira si ce sont des projecteurs et si c’est le cas,
on précisera leur base et leur direction.

a) f: R® = R3, définie par f(z,y,2) = (z,y,0). b) g : R® — R3, définie par g(z,v,2) = (z + 2,y + 2,0).
OxExercice 45

Soit P le plan d’équation x +y + z = 0 et D la droite d’équation z = % = g

1. Vérifier que R* = P @ D.
2. Soit p la projection vectorielle de R® sur P parallelement & D.

Soit u = (x,y,2) € R,

Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de RR3.
3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

-2 4 2
O« Exercice 46 Soit f € £L(R?) canoniquement associée 4 A= [ —4 8 4
5 —10 =5

Montrer que f est un projecteur. Déterminer des bases B et C de son image et de son noyau.

* Exercice 47 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0 et soit p un projecteur de E.

Montrer que rg(p)=Tr(p). Quels sont le rang et la trace de la symétrie associée a p?

*xExercice 48 Soit F un K-espace vectoriel. Soient p et ¢ deux projecteurs de E.

a) Montrer que p et ¢ ont méme image si et seulement si (pog=gqet gop=p.)

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que p et ¢ aient la méme direction, c’est a dire le méme noyau.
(On pourra poser p’ =Id—p, ¢ =Id—gq, puis montrer que p’ et ¢’ sont des projecteurs, dont on identifiera les noyaux
et images. Puis utiliser la question précédente.)

¢) Montrer que l'endomorphisme p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=gop=0.

* Exercice 49 Soit f, un endomorphisme d’un K-ev vérifiant f = ap + (¢, ou p et ¢ sont des projecteurs de E tels
que poqg=gqop=0 et a, B des scalaires. Déterminer, pour tout n € N* une expression simple de f".

10 Hyperplans

* Exercice 50 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie supérieure ou égale a 2.
Soient Hy et Hy deux hyperplans de F, dictincts. Déterminer la dimension de Hy; N Ho.
+ Exercice 51

1. Soit H un hyperplan d’'un K-espace vectoriel F, de dimension finie n > 2.
Soit a un vecteur de E qui n’appartient pas & H. Montrer que H®Vect(a) = F

2. Soit E un espace vectoriel de dimension infinie. Soit H un sous-espace vectoriel tel qu’il existe une droite
vectoriel D vérifiant : £ = H @ D (notion d’hyperplan généralisée a un espace de dimension infinie).

Montrer que H®Vect(a) = F

Sous-espaces stables

* Exercice 52 Soient u et v deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.
On suppose que u et v commutent, ¢’est-a-dire que v o v = v o u. Montrer que Im(u) et Ker(u) sont stables par v.

*+ Exercice 53 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et « un endomorphisme de E vérifiant :
ud 4 u = 0.

1. Montrer que l'espace Im(u) est stable par w.
2. Pour x € Im(u), calculer u?(x).
3. Soit v 'endomorphisme induit par « sur Im(u). Montrer que v est un automorphisme de Im(u).

Trace

OxExercice 54 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et p un projecteur de E.
1. Montrer que rg(p) =tr(p). (Utiliser une base de E dans laquelle la matrice de p permet de conclure).
2. Quels sont le rang et la trace de la symétrie associée a p?



