Révisions et compléments sur les séries (numériques)

Dans tout ce qui suit, K désigne R ou C.
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IV BILAN DES OUTILS

I Rappels

I.1 Généralités

n
Définition 1 Soit (up)nen € K" et soit (Sy) la suite de terme général S,, = Zuk.
k=0
Le couple ((tn)nen), (Sn),ey) est appelée « série de terme général u,, ».
La suite (Sy)nen est appelée suite des sommes partielles de la série.
uy, est le « terme général »de la série.
La série est notée : Z uy, (ou parfois Z Up).
neN

n
Le réel S,, = Z uy, est appelé somme partielle de rang n de la série Z Uy -
k=0
On dit que la série Zun converge (ou : est convergente) lorsque la suite (.S, ),en converge.
Si la suite (S, )nen diverge, on dit que la série diverge (ou : est divergente).

Etudier la nature de la série, c’est dire si elle est convergente ou divergente.
On dit que deux séries Z Uy, et Z v, sont de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes ou bien toutes
les deux divergentes.
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Définition 2 Somme et restes d’une série convergente.

n
Soit E U, une série convergente et soit S,, = E Uk

k=0
n +o00
La limite S = lim Zuk est appelée somme de la série et notée S = Zuk.
"0 k=0

“+o00
On appelle reste (partiel) d’ordre n de la série Zun leréel R, =5 —S,. Ainsi : R, = Z U-

k=n+1
+oo
Proposition 1 Soit Zuk une série convergente de somme S et soit R, = Z uy. Alors :
k=n-+1
+o0
e pour tout n € N, on a : Zuk =5, + R,.
k=0

—+oo
e Ilim R, =0 : «la suite des restes partiels d’ordre n tend vers 0 ».Ceci s’écrit : lim E up =0
n——+00 n——+00 & e
=n

Remarque 1 Il arrive que u, ne soit défini qu’a partir d’un certain rang ng, et dans ce cas, on note la série
n

E ug et en cas de convergence, la somme de la série est S = lim E U

n—oo
k>ng k=ngo
+oo 2
- 1 , 1 T
Par exemple, on peut considérer E — et on peut démontrer que E 26
k>1 k=1

Remarque 2 La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes.

Si (un)n>n, est une suite & valeurs dans K et si ny > ng alors Z Uy, €t Z u, sont de méme nature.
n>ng n>ni
Par ailleurs, si a,, = b, pour n > N, alors Z an et Z b, sont de méme nature. Mais si elles convergent, leurs sommes ne
sont, pas nécessairement égales !
Remarque 3 Si Zun est une série & terme complexes, la convergence de Zun équivaut a la convergence des séries

> "Re(un)) et > Im(uy))

Remarque 4 Soit Z u, une série et S, la somme partielle de rang n. Alors u,, =

Proposition 2 Si Zun converge, alors limu,, = 0.

Par contraposition : si (u,) ne tend pas vers 0, alors Zun diverge.

Définition 3 Si u, /4 0, on dit que la série Z u, diverge grossiérement.

n2

E le 1 Déterminer ] ture de la série de t énéral up, = ———.
zemple éterminer la nature de la série de terme général u,, =2+ 1)

3 ATTENTION : en revanche : u, - 0 % Zun converge ! !'!

1 1
Ezxemple 2 Série harmonique : Pour u, = — : u,, — 0, mais Z — diverge
n n

Proposition 3 Soient Z U, et Z v, deux séries et soit A € K.

+o00 +oo 00
Alors la série Z(un + A\vy,,) converge et Z (up + Avp) = Z Uy, + A Z Uy,
n=ng n=ng n=ng

L’ensemble des séries convergentes est un K-espace vectoriel.
L’application qui, & une série convergente, associe sa somme, est linéaire.
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Remarque 5 Soient Zun et Zvn deux séries.
e Si Z Uy, converge et Z vy, diverge, alors Z(un + vp)
e Si Zun et Zvn divergent, alors Z(un + vp)

1.2 Séries particuliéres

Proposition 4 Séries télescopiques. Soit (u,)n>n, une suite & valeurs réelles ou complexes.

Alors la série E (Un+1 — uy) converge si et seulement si la suite (u, ), converge.

n>ngo

Théoréme 1 Séries géométriques.

+o0o
. . . 1
Sir e C, la série Zr" converge si et seulement si : | |[r| < 1. | Dans ce cas, on a Z rt = 1 )
n=0 -r
Remarque 6 . & Attention : confusion courante entre les conditions |z| < 1 et = # 1.
i e 1—antt
e Pour tout = # 1, la somme partielle de la série géométrique Z " vaut : S, = Z =g
n>0 k=0 -t
+oo +oo no
e Sous la condition |z| < 1 on a par exemple Z " = ou plus généralement : Z "t = .
1-— 1—x
n=1 n=no
+o0 InJrl
e Si|z| < 1, le reste d’ordre n de la série géométrique de terme général =" vaut : R, = Z zk = 1
k=n-+1 x
e Application classique : calcul de sommes faisant intervenir des cosinus ou des sinus.
cos(n .
Exemple : Montrer que Z QEL ) est une série convergente et calculer sa somme.

Proposition 5 (Série exponentielle) Soit z € C
Lk
K

z

zZ" >
La série Z —7 converge pour tout z € C et sa somme vaut : Z =e
n!

k=0

Remarque 7 Rappeler comment est défini e* pour z € C.
Rappeler 'idée de la démonstration.

1.3 Séries a termes réels positifs

Définition 4 On dit que Z Uy, est une série & termes réels positifs si le terme général de Zun est réel positif, c’est
a dire si: Vn > ng, u, € RT.

n
Théoréme 2 Soit Zun une série a termes . Soit S,, = Z uy. Alors :

e (S,) est croissante. P
+oo

. Zun converge si et seulement si (5,,) est majorée. Dans ce cas : Z u, = sup{Sp, n € N}.

k:no

“+o0
° Zun diverge si et seulement si lim S,, = +0c0. On peut alors noter Z U = +00
n—-+oo

k:’no

o0 o0
e Dans tous les cas : (Vne N, 0 <u, <wv,) = <0 < Zuk < ka>
k=0 k=0
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N.B. : On peut adapter le 3 premiers items de ce théoréme au cas ol la série est & termes réels mais positifs a partir d’un
certain rang seulement, c’est a dire si : 3p > ng| Vn > p, u, € RT. Dans ce cas, (S,) est seulement croissante & partir
d’un certain rang...

Théoréme 3 Comparaison des séries a termes a Paide d’inégalités.
Soient (uy,) et (v,) des suites de nombres réels positifs telles que : ¥n € N, 0 < u,, < v,,. Alors :

(Z vy, converge ) = (Z Uy, converge vn) et (Z u, diverge ) = (Z v, diverge )

Remarque 8 Les résultats concernant la nature des séries restent valable si on a seulement 0 < u,, < v, a partir d’un
certain rang.

Théoréme 4 Comparaison des séries a termes | positifs | & ’aide d’équivalents.

Soient (uy) et (v,) deux suites de nombres réels positifs telles que w,, ~ . Une
. n——+00o

Alors les séries E Uy, €t E v, sont de méme nature.

Remarque 9 o 11 suffit en fait qu’une des deux séries soit & termes positifs, car si elles sont équivalentes, & partir
d’un certain rang, elle seront de méme signe.

e Le critére d’équivalence reste valable si les deux séries sont a termes négatifs. Mais le résultat est faux si les

termes généraux des séries ne sont pas de Signe constant.
FE: pl 30 pose = ( )n = ( )n -
xremptie n pose u et v + -

Vérifier que u,, ~ v,. Quelle est la nature de chaque série?

1.4 Technique de comparaison série-intégrale

Cette technique permet d’établir des convergences et des divergences de séries, d’estimer des sommes partielles de séries
divergentes dans le cas d’une fonction monotone.

Théoréme 5 Séries de Riemann.

. . 1 . .
Soit a € R. La série E — converge si et seulement si
n

—+oo 2 n
) . 0 1 . .
Remarque 10 Résultats classiques : ,}_1 =il et ,;_1 Ty In(n) (Voir plus loin exemple 4)

Proposition 6 (Exercice) Soit f : [a,+00[— R (‘avec a > 0 ) une fonction continue, positive et décroissante ; Alors
n

la série Z f(n) et la suite (/ f(t)dt) sont de méme nature

a

n

Exemple 4 Pour n > 1, on pose H,, = Z
k=1

1
s

k+1
2. En déduire que Vn > 2, In(n) < S, <1+ In(n).

1 Mlae 1
1. Justifier que : Vk € N*, —— < / — < T
k

n—-+oo

"1
3. Montrer que : —  ~ In(n).
q ; - (n)
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Ezxzemple 5 Soit ng € N. Soit f une fonction positive, continue et décroissante sur [ng, +0ol.

n n+1
Montrer que : si Zf(n) diverge, alors Z fk) ~ / f(®)dt.

n——+4oo o

k:no

n

Donner un équivalent des sommes partielles de Riemann Z T pour « €]0,1].

k=1
+oo
e Donner un équivalent des restes partiels de Riemann Z T pour o > 1.
k=n-+1
+00 400
e Montrer que : si Z f(n) converge, alors R,, = Z f (k) n’est pas forcément équivalent & / f(t)dt. (Penser aux
n+1 n
séries géométriques)
+oo
e On considére la série de terme général a,, = Z T ou « > 1. Etudier la nature de la série Z G-
k=n

1.5 Séries absolument convergentes a termes réels ou complexes, suites sommables

Définition 5 (Séries absolument convergentes, suites sommables)
On dit que la série E u,, est absolument convergente ou converge absolument lorsque la série E |un| converge.

On dit aussi que la suite (u,) est sommable.
+oo
Notation : Z [tn| < 400

n=0

Remarque 11 Si u,, > 0 pour tout n, alors : (Z U, converge) = (Z uy, converge absolument)
Ezxemple 6 Donner un exemple de série convergente mais pas absolument convergente.

Théoréme 6 Si la série Z u, est absolument convergente, alors elle est convergente.

+oo +oo
De plus, dans ce cas : E Up| < g ||
n=0 n=0

Preuve On suppose que E Uy, est absolument convergente.
ler cas : u, € R. On sait que —|u,| < uy, < |uy| donc 0 < uy, + |uy| < 2luy|. Donc si on pose v, = uy, + |uy, Cest le
terme général d’une série & termes positifs, majoré par le terme général 2|u,| d’une série convergente & termes positifs,

donc Z(un + |uy|) converge. Or Z |un,| converge, donc Z ((un + un]) — |unl) = Zun converge.

2e cas : u, = a, +ib, € C. On sait que 0 < |a,| = /a2 < /a2 + b2 = |u,|. Or on a supposé que Z |un| converge. Donc
d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, Z |ar| converge, c’est a dire que Z an est absolument
convergente. D’aprés le ler cas étudié, on en déduit que Zan converge. De la méme maniére, an converge. Donc

Z u, converge (cf Remarque 3).
On a montré que : (Z [t | converge) = (Z Up converge).
n

n
On pose : S,, = Zuk et S;, = Z lug|. On a alors pour tout n : [S,| < S;, ().
k=0 k=0

D’apreés les hypothéses, (S),) converge, et d’aprés ce qui préceéde on en déduit que (S,,) converge. On peut donc passer a
la limite dans I'inégalité (x). CQFD

ATTENTION : d’aprés ’exemple 6 ci-dessus, la réciproque est fausse, a savoir :

(Z u, converge) (Z u, converge absolument)

Ezxemple 7 Montrer que : une combinaison linéaire de séries absolument convergentes est elle-méme absolument conver-
gente. Autrement dit, montrer que :
si Z Uy, et Z vy, sont absolument convergentes alors : VA € K, Z(un + Avyp,) est absolument convergente.
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Théoréme 7 Soit (u,,) une suite complexe, et soit (v,,) une suite d’éléments de R*.

Si u, = O(vy,) et si E vy, converge, alors E Uy, est absolument convergente donc convergente.

In(n) Ona 2o = In(n) — 0 donc uy, = o(vy,).

Un n
Or E vp, est absolument convergente (somme de Riemann usuelle). Donc E u, converge.

1
Ezxzemple 8 Soient u, = et v, = —.

n3

1 1
Exzemple 9 1. v, = ——— et u,, = —. Comparer u,, et v,, et indiquer la nature de Un-
p "= e O p n €t Un, q > vn
sin(n 1 .1
2. Soit u,, = % et v, = —. Comparer u, et v,, et indiquer la nature de Zun
n n

IT Compléments sur les séries 4 termes réels

II.1 Séries alternées

Définition 6 Une série i termes réels Zun est dite alternée lorsque, pour tout entier naturel n, u,, et u,41 sont de
signes contraires. Cela revient a dire que : (—1)"u,, est de signe constant.

Proposition 7 (Critére spécial des séries alternées) Soit Z(—l)"an une série alternée.
On suppose que (a,) est une suite positive décroissante et qui tend vers 0.
n

On note S,, = Z(—l)kak. Alors :

k=0
o La série E (—=1)"a,, converge.

e Plus précisement, les suites (S2,) et (S2,41) sont adjacentes.

o0
o Lereste R,, = Z (—=1)*ay est du signe de son premier terme et lui est inférieur :
k=n-+1
oo
signe(R,)= (—1)"! et Z (=) ar| < ant
k=n-+1

1" 1"
Exemple 10 Donner la nature des séries suivantes : Z (=1 , Z (1 ) .

11.2 Reégle de D’Alembert

Théoréme 8 Régle de d’Alembert
An 41

Qn

On suppose que pour tout n # 0, a, # 0 et que la suite (‘ ) a une limite ¢ (finie ou infinie).

e Si0</{<1,la série Z a, converge absolument.
e Si /> 1,la série Z ay,, diverge (grossiérement).

e Si /=1, on ne peut pas conclure sur la nature de la série Z an par cette méthode.

371
Ezxzemple 11 Nature de la série de terme général u,, = —5—7

()
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II.3 Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

Définition 7 Soient (ay) et (b,) deux suites de nombres réels ou complexes.
On appelle produit de Cauchy des séries Z an et Z b, la séries de terme général c,, oi

n n
Vn € N, Cp = Zakbn,k = Zbkan,k.
k=0 k=0

1
t b, = —. Déterminer c,.

Exemple 12 a, = on e 3
oo oo o0

Comparer Z A, Z b,, et Z Cn
n=0 n=0 n=0

Théoréme 9 Si Z an et Z b, sont des séries absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy Z cp, est une
série absolument convergente, et de plus :

Y B3] = () (22

n=0 \k=0

Ezemple 13 Soit x un réel tel que |z| < 1. On pose a,, = b,, = z". Illustrer la proposition précédente avec cet exemple.
= 2 . . - —~ 1 o

Exemple 14 On admet que Z A Justifier que la série de terme général ¢, = Z T2on—h converge, puis déter-
k=1 k=1

miner sa somme.

III Approfondissements

III.1 Utilisation des développements limités

1" 1
Exemple 15 Soit u,, = # On peut remarquer que |u,| ~ — et donc Z u, n’est pas absolument convergente.
CENEE Jn

Un petit calcul de DL donne :

e S () G () S st )

~ _ =y, B B 1
801entan_7,5n_Qn\/ﬁet%_un_an_/jn_o —7 )

On peut montrer que Z o, converge ... Comment le fait-on 7?7

E Br est une série de Riemann convergente. Enfin E |7 | est une série convergente d’aprés le théoréme 7. Or toute série
absolument convergente est convergente donc E Yn converge.

En conclusion : E Uy est convergente comme somme de 3 séries convergentes.

I11.2 Utilisation de séries téléscopiques pour étudier des suites

Proposition 8 La suite (u,) converge si et seulement si la serie E (Upt+1 — up) converge.

Application : Soit (u,) une suite réelle. Pour savoir si la suite (u,) converge, on peut donc introduire la série de terme
général v, = up41 — Uy, puis déterminer & ’aide des outils sur les séries, si Z vy, est convergente....

n

1

Exemple 16 : On pose, pour tout n de N* : h,, = Z T On considére les deux suites (v, )n>1 et (vn)n>1 définies par :

k=1
pour tout n € N*, ~,, = h,, — In(n) et v, = Ynt1 — Vn.
Montrer que la série de terme général v,, est convergente. En déduire la convergence de la suite (y;,),>1; on note v sa
limite (constante v d’Euler).
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. nle” a
Exemple 17 : On pose, pour tout entier n > 0, a,, = —— et U,, = In( ntl ).
n"./n an,

a) Montrer que la série de terme général U,, converge.
b) En déduire que (a,,) converge vers une limite ¢ # 0.

¢) En déduire alors que : n! ~ (g) Vn x L.

Théoréme 10 Formule de Stirling : n! ~V2mn (E>
e

III.3 Comparaison avec une série de Riemann ou « régle du n“u, »

1
Exemple 18 Soit u,, = n(g) On a u, > 0 pour tout n > 1.
n
. 3 1
Par ailleurs : n2 x u,, — 0, donc u,, = o <n(3/2)) .

Or si Z Up €t Z v, sont des séries A termes positifs telles que u,, = o(vy,,) et qun converge, alors Z uy, converge. Ici,

la série E ——— est une série de Riemann convergente, et G/2)
n

n(3/2) > 0. Donc Zun converge.

Exemple 19 Soit u, 5 On a u, > 0 pour tout n > 2.

_ 1
(In(n)) |
Par ailleurs lim nu,, = +o0o. Donc : AN € N tel que : Vn > N, nu, > 1. Donc : Vn > N, u, > — > 0.
n
1
Par ailleurs Z — diverge (série harmonique). Or : si Z Uy, €t Z v, sont des séries & termes positifs telles que u,, > v,
n
& partir d’un certain rang avec Z vy, divergente, alors Z uy, diverge.
On peut donc conclure ici que : Z uy, diverge.
La démarche utilisée dans les deux exemples ci-dessus peut étre résumée dans la propriété ci-dessous, qui n’est pas a

retenir absolument car elle est hors-programme. Cette démarche ne doit pas non plus étre utilisée sans justification.
Cela étant dit, on peut chercher un réel « tel que n®u,, ait une limite intéressante quand n — +oco...

Proposition 9 Soit Z U, une séries & termes positifs.

e Si il existe a > 1 tel que la suite (n®uy,) est bornée, alors la série Zun converge.
e Si il existe a < 1 tel que la suite (n®u,) converge vers un réel ¢ non nul ou diverge vers +oco, alors la série

Z u, diverge.

Preuve On se donne E u, une séries & termes positifs.

e Supposons que : il existe a > 1 tel que Vn € N, |n%u,| < K, c’est a dire :

Unp
<K.
()

- 1 .
Ainsi : u, = O(n—a) Par ailleurs Z o converge absolument car a > 1. Donc Z U, converge.

e Supposons que : il existe @ < 1 tel que lim n%u, = ¢ > 0. Alors n®u,, ~ £ (car £ #0). Donc u,, ~ —.

li
n—-+o00 n——+oo n—+oo N

¢ ¢
Par ailleurs — >0 et Y — di <1.D . diverge.
ar atlleurs e = e Z ne verge car & < onc Z u iverge

e Supposons que lim n%u, = +oo avec a < 1. Alors & partir d’un certain rang, on a n“u, > 1, donc u, > —.
n—-+oo n<«

1
Comme o < 1, on sait que Z — diverge et donc Z uy, diverge.
n
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IV BILAN DES OUTILS

e Etude de la nature d’une série.

1.
2.
3.

Si u,, ne tend pas vers 0, la série est grossiérement divergente.
On essaie de reconnaitre une série de référence ou une combinaison linéaire de séries de référence.

Si u, € R, on regarde si u,, est de signe constant ; si u,, n’est pas de signe constant ou u,, € C, on sait qu’on
peut étudier |u,| car si E |u, | converge, alors on a convergence (absolue) de E Up.

Si u,, € R est de signe constant, on cherche un équivalent de u,. Sinon, on cherche un équivalent de |u,]|.

Un+1
Un

Critére de d’Alembert : calcul de lim . Condition pour pouvoir appliquer ce critére? ?

Si u, > 0 pour tout n : on calcule n®u,, et on cherche « de telle sorte que n®u,, ait une limite ou soit bornée.

1
Cas le plus simple : n%u,, — ¢ # 0 car alors Z Uy, et Z v sont de méme nature (régle du n®u,, ou comparaison

avec une série de Riemann).

7. On utilise les développements limités/généralisés.

8. On applique le critére de comparaison : si 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang, alors

10.

11.

E v, converge —> E u, converge, et par contraposée, E uy, diverge = E vy, diverge. Donc, on essaie de
majorer/minorer u, (ou |u,|).

On cherche & trouver v, tel que Zvn est absolument convergente et u,, =o(v,) ou bien u,, =0(v,).
Si le terme général est de la forme a,, = f(n), ol f est continue; positive, monotone, on peut encadrer les

sommes partielles par des intégrales.

n
On peut expliciter les sommes partielles S,, = Z U
k=0

C’est particuliérement intéressant en cas de série téléscopique.
Si les uy sont positifs, on peut appliquer le théoréme fondamental : Zuk converge si et seulement si la suite
(Sn) est majorée.

e Calcul de la somme d’une série convergente.

1.

2.

On reconnait des séries de références, ou on s’y raméne.

n
On revient aux sommes partielles : on écrit S,, = Z U, et on étudie la suite (Sy,).
k=ng
Si le terme général est de la forme a,, = f(n), ou f est continue; positive, monotone, on peut encadrer les
sommes partielles par des intégrales.

L’énoncé vous guide....



