PC A. Briand Révisions : Intégration sur un segment ~1/4-

On considere pour commencer des fonctions a valeurs réelles.

Définition 1 Soit [a,b] un segment et a = ag < a; < -+ < ap_1 < a, = b un nombre fini de réels. On dit que

(ag,ai1,...,an—1,0a,) est une subdivision du segment [a, b].

Définition 2 Soit [a,b] un segment (a < b). On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est en escalier §’il existe une

subdivision (ag,...,ay) de [a,b] et des réels by, ...,b,—1 tels que : Vi € [0,n — 1], V& €]a;, a;11], f(x) = b;.

On notera Fsc([a,b],R) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Remarque 1 Esc([a,b],R) est un R-espace vectoriel

Theoreme-Definition 1 Soit f € Esc([a,b],R) (ot a < b), soit s = (a;)i—o...n, adaptée & f. On a donc :

o, yan—1) €ER™ tel que Vn € {0, ,n — 1}, V& €la;, ait1[, f(z) = .
n—1
Alors le réel I = Z(aH_l — a;) - oy; ne dépend pas de la subdivision choisie. On V'appelle intégrale de la fonction f
i=0

b b
sur [a, b] et il est noté : /f ou f ou encore / f ou / f(x)dx.
I la,b a a

]

Theoréme-Definition 2 Soit f € C%([a,b],R), ot a < b. On considere :
E; = {¢ € Esc([a,b],R) telles que ¢ < f} et Fy = {¢ € Esc([a,b],R) telles que f <}

b
L’ensemble [} = / p, ol @ € Fy » est non vide et majoré. Il admet donc une borne supérieure notée I~ (f).
a

b
L’ensemble I, = / 1, ol ¢ € By p est non vide et minoré. Il admet donc une borne inférieure notée I (f).
a

b b
De plus I7(f) =I7(f) cest a dire sup{/ %) oilgerl}:inf{/ P, ofupeEQ}.
le réel I~ (f) = IT(f) est noté :
b b
/fou/ f(z)dx ou encore f
a a [a,b]

Notation : I'intégrale d’une fonction f continue sur un segment [a,b] peut étre notée indifféremment :

/abf(t)dt ou /[mb]f ou /abf

b
On définit ensuite / f(t)dt pour a > b en posant :
a

Proposition 1 1. Linéarité

Soient f et g deux fonctions continues sur I, soit (a,b) € I?, et soit (A, 1) € R2. Alors :

b b b
[ os+u@ae=x [ seyaern [ ga

2. Positivité. On suppose a < b.

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors : f; fit)ydt =0

3. Croissance. On suppose a < b. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et telles que :
Vz € [a,b], f(z) < g(z). Alors : fab ft)dt < fabg(t) dt

Remarque 2 Pour l'item 3 de la proposition précédente : Réciproque fausse!

/ab £(t) dt

Proposition 2 Soit f une fonction continue sur [a,d] (avec a < b). Alors :

b
< / ()] dt
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Proposition 3 Relation de Chasles
b c b
Soient f une fonction continue sur [a,b] et ¢ € [a,b]. Alors : / f¥)dt = / f(t)dt —l—/ f()dt

Théoreme 1 Stricte positivité

b
i) Soit f continue et positive sur [a, b] telle que / f(t)dt =0. Alors : Vz € [a,b], f(x) =0.

b
ii) Soit f continue, positive sur [a,b] et différente de la fonction nulle sur [a,b]. Alors : / f(t)dt > 0.

Remarque 3 ii) est la contraposée de 1).

b a
Définition 3 Soient f une fonction continue sur I et soit (a,b) € I2. Si a > b on pose / fdt = —/ ft)dt.
a b

Proposition 4 Relation de Chasles
b c b
Soient f une fonction continue sur I et soit (a,b,c) € I3. Alors : / f()dt = / f(t)dt +/ f(t)dt

n—1 b
b— b—
Proposition 5 Sommes de Riemann. Si f € C%([a,b],R), alors : lim a E (a +k a> = / ft)dt.
n—+oo N P n a

n—1 1
1 k
Remarque 4 1. Tres souvent a =0 et b =1, ce qui donne : lim — E f (> = / f(t)dt.
n 0

n—+oco n
k=0

2. Le résultat reste valable méme si 'indice k£ varie entre 1 et n ou entre 1 et n — 1.

Théoreme 2 Théoréme fondamental de 1’intégration

Soit f une fonction continue sur un intervalle réel I et soit a € I. Alors la fonction

F:xi—)/zf(t)dt

est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a. Ainsi F' est de classe C! sur I et F’ = f.

Remarque 5 Ce théoreme est parfois appelé théoréme fondamental de ’analyse.

Corollaire 1 1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] admet des primitives sur [a, b].

b
2. Soit f une fonction continue sur [a,b] et F' une primitive de f sur [a,b]. Alors : / ft)dt = F(b) — F(a).

b
Remarque 6 Si f est de classe C! sur [a, b] alors / F@)dt= f() — f(a).

Remarque 7 Soit f une fonction continue sur I. Soient u et v deux fonctions dérivables sur J et & valeurs dans 1.
v(x)
Alors la fonction G définie par G(x) = / f(t)dt est dérivable et sa dérivée vaut :

zt ot

Quel est le domaine de définition de la fonction G définie par : G(z) = / %dt? Justifier sa dérivabilité et calculer
2
G ().

x

z2 42
e
Méme question pour la fonction H définie par H(x) = / —dt.

" t
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Primitives usuelles

f(x) F(x)
f(x) F(x)
1
" 1 — 22
1
14 a2
1 1
o V1—2x2
sin(x)
xz° cos(x)
1 1
7 cos?(x)
exp(x) 1+ (tan(z))?
ch(z)
¢ sh(z)

Si on a une expression de la forme g(z) = v/ (x) - f(u(x)) (avec F’ = f), une primitive de g est

Donner par exemple des primitives des fonctions f définies par :

eZz

f(z) = 2xsin(z?), f(z) = \/ﬁ’ f(z) = sin(z) - exp(cos(z))...

On doit aussi savoir qu’une primitive de

Attention : cela suppose que la fonction u ne s’annule pas sur I, donc que u est de signe constant (car continue)

Trouver par exemple des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes :

x 2z +1
hw) =7 W= 5 v

T —
Peut-on faire de mé = 5 3,19
eut-on faire de méme pour f3(x) 22— 3z +2

Trouver des primitives de : tan, cotan en précisant bien les intervalles sur lesquels on travaille.
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Théoréme 3 Intégration par parties
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b
Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a, b]. Alors : / o (t)v(t)dt

Remarque 8 Cela s’applique

b
e aux intégrales de la forme / e P(t)dt ol p est une fonction polynomiale
a

b b
e au calcul de/ In(t)dt ou de/ arctan(t)dt....

Théoréme 4 Soient I et J deux intervalles. Soit f € C%(J,K) et soit ¢ une fonction de classe C! sur I telle que

o(I) C J. Alors f o ¢ est bien définie et continue sur I. De plus :

b b »(b)
v(a,weﬂ,/ f(w(t))w’(t)dt:/ fw(t)-w’(t)dt:/() f (u) du.

Remarque 9 Calcul a savoir faire absolument : Trouver une primitive de ———— ou de ——— ou de
>+ x 2> +a
1 4 x2
——— oude ———
2 4+2x+9 2 4+2x+9

Attention : vous avez vu cette formule en PTSI. Elle sera au programme de la PT*. Vous devez la
connaityre en en connaitre la démonstration. Si vous souhaitez qu’elle soit revue en cours, il faut le

dire....

Théoréme 5 Formule de Taylor avec reste intégral Soit f € C"*1(I) et soit a € I. Alors :

Pour tout z € I, f(z) = E": f(kk)'(a) (x —a)k + /l (xgilt)" FOH () dt.
k=0 ' e '

Généralisation pour des fonctions a valeurs complexes : on définit I'intégrale d’une fonction continue a ’aide des

parties réelles et imaginaires. Les propriétés suivantes sont notamment conservées : linéarité, majoration en module,

intégration par parties, changement de variable, formule de Taylor avec reste intégral.



