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Pour le jeudi 22 janvier 2026

Travail à faire :

• si vous êtes en difficulté (régulièrement moins de 8 aux DS) : exercice n°1.

• si vous n’êtes pas en difficulté, mais pas très à l’aise (entre 8 et 14 à la plupart des DS) : exercice n°2.

• si vous êtes à l’aise (plus de 14 à la plupart des DS) : exercice n°3.

Exercice n°1 Mesure de coefficients de frottements
On rappelle ci-dessous les lois de Coulomb, en notant fs et fg les coefficients statiques et dynamiques du

frottement et −→T et −→N les composantes tangentielle et normale de la réaction.
• En mode statique (absence de glissement donc adhérence), la norme de la composante tangentielle ‖−→T ‖ est

inférieure à la quantité fs‖
−→
N ‖ dans laquelle ‖−→N ‖ représente la norme de la composante normale −→N de la

réaction : ‖−→T ‖ ≤ fs‖
−→
N ‖.

• En mode dynamique (présence de glissement), on a alors l’égalité ‖−→T ‖ = fg‖
−→
N ‖ avec une composante

tangentielle toujours opposée à la vitesse de glissement : −→T ·−→vg < 0 et −→T ∧ −→vg = 0.

Partie A Mesure du coefficient de frottement dynamique
On souhaite mesurer le coefficient de frottement dynamique d’une trousse sur une table horizontale. On

communique une vitesse v0 à la trousse à l’instant t = 0. Elle se trouve à l’origine du repère cartésien choisi. On
choisit l’axe (Ox) dans la direction et le mouvement de la trousse.

Il est assez aisé de mesurer la distance D parcourue par la trousse avant de s’arrêter.
R1. Effectuer la rédaction complète d’un exercice de mécanique.

Solution:
Système : trousse T (m)
Référentiel : terrestre galiléen, lié à la table.
Bilan des actions mécaniques :
— poids
— la réaction du support −→R = −→N +−→T .

Opierre à t = 0 x

z

m−→g

−→
N

−→
T

Sens du mouvement

R2. Établir l’expression de ‖−→N ‖, puis de ‖−→T ‖. En déduire −→T en justifiant le signe.

Solution: Le PFD à la trousse dans le référentiel terrestre galiléen s’écrit m−→a = m−→g +−→RN +−→RT

On projette selon les deux axes :

mẍ = 0− ‖−→T ‖
0 = −mg +N
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Soit N = mg

La loi de Coulomb sur le frottement solide nous donne ‖−→T ‖ = fmg

La trousse glisse selon +−→ux, donc
−→
T est de sens opposé à −→ux, donc

−→
T = −T−→ux = −fdmg

−→ux

R3. En déduire que la composante de l’accélération s’écrit ẍ = −fdg.

Solution: Ainsi l’équation du mouvement devient mẍ = −fdmg, soit ẍ = −fdg

R4. Établir l’équation horaire de la trousse.

Solution: On intègre deux fois :

ẋ(t) = −fdgt+ C

or x(0) = C = v0

ẋ(t) = −fdgt+ v0

x(t) = −1
2fdgt

2 + v0t+K

or x(0) = K = 0

Ainsi x(t)− 1
2fdgt

2 + v0t

R5. Déterminer l’expression de l’instant tf d’arrêt de la trousse en fonction de v0, fd et g. En déduire la distance
en fonction des mêmes données.

Solution: On cherche l’instant auquel la trousse s’arrête, c’est-à-dire tf tel que ẋ(tf ) = 0, soit tf = v0

fdg

La position à tf , qui correspond à la distance d’arrêt de la pierre est

D = x(tf ) = −fdg

2 ×
v2

0
(fdg)2 + v0 ×

v0

fdg
, ainsi D = v2

0
2fdg

R6. En déduire l’expression de fd compte tenu des données de l’énoncé.

Solution: fd = v2
0

2Dg

R7. L’expérience est effectuée 10 fois et on obtient les 10 valeurs de fd suivantes :
n° 1 2 3 4 5
fd 0.66616418 0.63335882 0.6397244 0.6222114 0.63639974
n° 6 7 8 9 10
fd 0.61419986 0.60191961 0.65060754 0.67982929 0.68657665

En déduire le résultat de l’expérience : valeur et incertitude de fd.
Indications :
— L’utilisation de python est encouragée.
— Écrire sur votre copie les étapes / calculs nécessaires.
— Recopier sur votre copie les lignes de codes saisies sur python.
— Faire attention aux nombres de chiffres significatifs du résultat.
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Solution:

1 >>> np.mean(fd)
2 0.6430991498859593
3 >>> np.std(fd ,ddof =1)
4 0.027781159848522197
5 >>> np.std(fd ,ddof =1)/np.sqrt(len(fd))
6 0.00878517411625485

Conclusion : fd = 0, 6431;u(fd) = 0, 0088

Partie B Mesure du coefficient de frottement statique
Traiter la question R10 la partie C de l’exercice n°2.

Exercice n°2 Mesure de coefficients de frottements (D’après CCINP MP 2020)
Partie A Lois de Coulomb relatives au glissement

On rappelle ci-dessous les lois de Coulomb, en notant fs et fg les coefficients statiques et dynamiques du
frottement et −→T et −→N les composantes tangentielle et normale de la réaction.
• En mode statique (absence de glissement donc adhérence), la norme de la composante tangentielle ‖−→T ‖ est

inférieure à la quantité fs‖
−→
N ‖ dans laquelle ‖−→N ‖ représente la norme de la composante normale −→N de la

réaction : ‖−→T ‖ ≤ fs‖
−→
N ‖.

• En mode dynamique (présence de glissement), on a alors l’égalité ‖−→T ‖ = fg‖
−→
N ‖ avec une composante

tangentielle toujours opposée à la vitesse de glissement : −→T ·−→vg < 0 et −→T ∧ −→vg = 0.
R1. Définir ce qu’on appelle la vitesse de glissement −→vg d’un solide par rapport à un autre en un point de

contact.

Solution: Vitesse de glissement : −→vg (S2/S1) = −→v (S1/R)−−→v (S2/R)

R2. Expliquer à quelle condition on passe de l’adhérence au glissement.

Solution: Le solide passe de l’adhérence au glissement lorsque ‖−→T ‖ atteint fs‖
−→
N ‖.

R3. Expliquer à quelle condition on passe du glissement à l’adhérence.

Solution: Le solide passe du glissement à l’adhérence lorsque la vitesse de glissement s’annule.
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Partie B Mesure du coefficient de frottement dynamique
On utilise le dispositif représenté sur la figure 1. Un solide 1 de masseM est lié, par un fil inextensible et supposé
sans masse, à un solide 2 de masse αM (α > 1 > fs). Le fil sans masse de longueur L passe sur la gorge d’une
poulie idéale. Le solide 1 se déplace sur un support fixe S horizontal. On appelle H l’altitude du centre de masse
du solide 2 au-dessus d’un support horizontal S′.

2/13 
 

Supports : adhérence ou pas ?

Le sujet s’intéresse à différents cas de frottements secs qui induisent des types de mouvement relatif 
possible dans certaines conditions pour un couple solide1-solide2. Ces propriétés viennent du choix 
du support pour un mobile donné. 

La partie I est une question de cours à propos des lois de Coulomb dont les réponses attendues 
permettront aux candidats de mieux exploiter les parties II, III et IV qui peuvent néanmoins être
traitées de manière indépendante.
Les parties II et III présentent des exemples de mesures de coefficients de frottement solide.
La partie IV développe une modélisation simple du phénomène de « slip-stick ».
La partie V s’intéresse à un support particulier : la glace. 
La partie VI étudie la fabrication d’un support routier : le béton.
La partie VII s’intéresse à la modification bénéfique des propriétés de ce support : les routes 
chauffantes.

Partie I - Lois de Coulomb relatives au glissement

On rappelle ci-dessous les lois de Coulomb, en notant sf et gf les coefficients statiques et 

dynamiques du frottement et T


et N


les composantes tangentielle et normale de la réaction.
– En mode statique (absence de glissement donc adhérence), la norme de la composante 

tangentielle T


est inférieure à la quantité sf N


dans laquelle N


représente la norme de la 

composante normale N


de la réaction : sT f N≤
 

.

– En mode dynamique (présence de glissement), on a alors l’égalité gT f N=
 

avec une 

composante tangentielle toujours opposée à la vitesse de glissement : 0gT v⋅ <
 

et 0.gT v∧ =
 

Q1. a) Définir ce qu’on appelle la vitesse de glissement gv


d’un solide par rapport à un autre en un 
point de contact.

b) Doit-on préciser dans quel référentiel elle est exprimée ?

Q2. Expliquer à quelle condition on passe de l’adhérence au glissement.

Q3. Expliquer à quelle condition on passe du glissement à l’adhérence. 

Partie II - Mesure du coefficient de frottement dynamique

On utilise le dispositif représenté sur la figure 1. Un solide 1 de masse M est lié, par un fil inextensible 
et supposé sans masse, à un solide 2 de masse αM (α > 1 > fs). Le fil sans masse de longueur L passe 
sur la gorge d’une poulie idéale. Le solide 1 se déplace sur un support fixe S horizontal. On appelle 
H l’altitude du centre de masse du solide 2 au-dessus d’un support horizontal S’. 
À l’état initial, les solides sont tous immobiles, le solide 1 est à l’abscisse X (t = 0) = X0 et le solide 2 
est à l’altitude 0( 0) .H t H= =
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On veut dans cette expérience déterminer la valeur du coefficient gf de frottement relatif au 
glissement entre le matériau constitutif de S et celui du solide 1. On mesure la distance D parcourue 
par le solide 1 sur le support S, sachant que le solide 2 touche S’avant que le solide 1 ne s’arrête.

Consignes : on note g l’accélération de la pesanteur. On notera systématiquement T et N les normes 
des composantes tangentielle et normale de la réaction du support S sur le solide 1 (figure 1), avec 

gf le coefficient de frottement dynamique. On supposera l’appui du solide 1 uniformément réparti 
avec une même valeur du coefficient de frottement en tout point de la surface de contact.

Q4. Décrire qualitativement les deux phases successives du mouvement de l’ensemble en précisant 
pour chacune d’elles si le fil est tendu ou non tendu. 

Q5. La nature « idéale » de la poulie et du fil permet de considérer que la norme F de la tension du 
fil est conservée tout le long du fil. En appliquant le théorème de la résultante cinétique au 
solide 1 et au solide 2, écrire les 3 relations qui lient N, T, F, g, α, M, l’accélération horizontale
X du solide 1 et l’accélération verticale Z du solide 2.

Q6. Traduire la loi de Coulomb pour exprimer T


.

Q7. On s’intéresse à la première phase du mouvement.
a) Exprimer le lien entre X et Z en le justifiant dans cette première phase.
b) Établir dans cette phase la vitesse ( )X t en fonction de α, gf et g.
c) Quelle est la durée t1 de cette première phase ?
d) Quelle est la vitesse correspondante atteinte V1 ?

Q8. On s’intéresse à la deuxième phase du mouvement.
a) Exprimer ( )X t dans cette phase en fonction de t, t1, V1, X0, H0, g et gf .
b) Exprimer gf en fonction de α, H0 et D.

Q9. Retrouver ce résultat en appliquant le théorème de l’énergie cinétique à chacune des deux 
phases du mouvement. 

Figure 1 - Premier dispositif : mesure du coefficient de frottement dynamique.

H(t)

P

Supports fixes 

   S
z

x

S’

Solide 1

Solide 2

Figure 1 – Premier dispositif : mesure du coefficient de frottement dynamique.

À l’état initial, les solides sont tous immobiles, le solide 1 est à l’abscisse X(t = 0) = X0 et le solide 2 est à
l’altitude H(t = 0) = H0.
On veut dans cette expérience déterminer la valeur du coefficient fg de frottement relatif au glissement entre le
matériau constitutif de S et celui du solide 1. On mesure la distance D parcourue par le solide 1 sur le support
S, sachant que le solide 2 touche S ′ avant que le solide 1 ne s’arrête.
Consignes : on note g l’accélération de la pesanteur. On notera systématiquement T et N les normes des
composantes tangentielle et normale de la réaction du support S sur le solide 1 (figure 1), avec fg le coefficient
de frottement dynamique. On supposera l’appui du solide 1 uniformément réparti avec une même valeur du
coefficient de frottement en tout point de la surface de contact.
On décrit les deux phases du mouvement :
• Phase 1 : S1 glisse sur S et accélère. Le fil est tendu. Elle s’arrête lorsque S2 atteint S ′.
• Phase 2 : Le fil n’est plus tendu, la tension du fil n’agit plus sur S1 et le solide S1 freine jusqu’à s’arrêter.

.

Partie B.a) Phase 1

R4. La nature « idéale » de la poulie et du fil permet de considérer que la norme F de la tension du fil est
conservée tout le long du fil.
(a) Appliquer le théorème de la résultante cinétique (= le principe fondamental de la dynamique) au solide

1 pour écrire deux relations : l’une reliant N , M , g ; l’autre reliant l’accélération horizontale Ẍ du
solide 1, T et F .

Solution:
Système : S1

Référentiel : terrestre considéré galiléen à l’échelle de l’expérience
Bilan des actions mécaniques :
— poids M−→g = Mg−→uz

— réaction du support : −→N +−→T = −N−→uz − T−→ux (le solide glisse selon +−→ux, donc
−→
T selon −−→ux.

— tension du fil −→F1 = +F−→ux

Page 4
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D’après le principe fondamental de la dynamique (PFD) :

m−→a = M−→g +−→N +−→T +−→F1

m

(
Ẍ
0

)
=

(
0
Mg

)
+
(

0
−N

)
+
(
−T
0

)
+
(
F
0

)

Soit MẌ = −T + F (1) et N = Mg (2)

(b) Appliquer le théorème de la résultante cinétique au solide 2 pour écrire une relation qui lie F , M , g, α
et l’accélération verticale Z̈ du solide 2.

Solution: Système : S2

Référentiel : terrestre considéré galiléen à l’échelle de l’expérience
Bilan des actions mécaniques :
— poids αM−→g = αMg−→uz

— tension du fil −→F2 = −F−→uz

D’après le principe fondamental de la dynamique (PFD) : αM−→a = αM−→g +−→F2

Tout se passe selon −→uz : αMZ̈ = αMg − F (3)

(c) Traduire la loi de Coulomb pour exprimer −→T .

Solution: Durant cette phase, le solide S1 glisse, donc T = fgN , donc T = fgMg, soit −→T = −fgMg−→ux

R5. (a) Exprimer le lien entre Ẍ et Z̈ en le justifiant dans cette première phase.

Solution: Le fil étant inextensible, Ẋ = Ż, donc Ẍ = Z̈

(b) Établir dans cette phase la vitesse Ẋ(t) en fonction de α, fg et g.

Solution: D’après (3) : F = αMg − αMZ̈ = αMg − αMẌ

Dans (1) :

MẌ = −T + F

MẌ = −fgMg + αMg − αMẌ

(α + 1)Ẍ = (α− fg)g

Ẍ = (α− fg)g
α + 1

Ẋ(t) = (α− fg)g
α + 1 t+ C

or Ẋ(0) = 0 = C

Soit Ẋ(t) = (α− fg)
α + 1 gt

(c) Établir dans cette phase l’équation horaire X(t) en fonction de X0, α, fg et g.

Solution: En primitivant une deuxième fois : X(t) = 1
2

(α− fg)
α + 1 gt2 +X0
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R6. Fin de la phase
(a) En exploitant le fait que S2 atteint S ′ à la fin de la phase 1 (à l’instant noté t1) et que le fil est

inextensible, déterminer la relation entre X(t1), H0 et X0. Un schéma à t = 0 et t1 complété avec les
différentes distances permettra de trouver la relation.

Solution: La première phase s’arrête une fois que S2 a touché S ′, donc lorsque Z(t1) = 0.
Le fil étant de longueur constante, d’après le schéma complété :X(t1)−X0 = H0, soit X(t1) = X0 +H0

(b) Quelle est la durée t1 de cette première phase ?

Solution: Résolvons :

X(t1) = X0 +H0

1
2

(α− fg)
α + 1 gt21 +X0 = X0 +H0

1
2

(α− fg)
α + 1 gt21 = +H0

Soit t1 =
√

2H0

g
× α + 1
α− fg

(c) Quelle est la vitesse correspondante atteinte V1 ?

Solution: V1 = Ẋ(t1) =
√

2H0g
α− fg

α + 1

Partie B.b) Phase 2

R7. Exprimer X(t) dans cette phase en fonction de t, t1, V1, X0, H0, g et fg.
On l’écrira astucieusement sous la forme d’un polynôme en (t− t1).

Solution: Durant cette phase, la force F n’agit pas mais S1 continue de glisser, donc MẌ = −fgMg

On primitive : Ẋ(t) = −fggt+ C, or Ẋ(t1) = −fggt1 + C = V1, soit C = V1 + fggt1
Ẋ(t) = −fgg(t− t1) + V1

Par primitive : X(t) = −fgg

2 (t− t1)2 + V1t+ A

Or X(t1) = V1t1 + A = X0 +H0, donc A = X0 +H0 − V1t1

Ainsi X(t) = −fgg

2 (t− t1)2 + V1(t− t1) +X0 +H0

R8. La phase 2 prend fin à l’instant t2 auquel le solide 2 s’arrête en ayant parcouru une distance D.
(a) Relier X(t2), D et X0.

Solution: S1 parcourt la distance D au total, donc X(t2)−X0 = D .

(b) Déterminer l’instant t2 en fonction de t1, V1, fg et g.

Solution: La phase 2 se termine à l’instant t2 tel que : Ẋ(t2) = −fgg(t2 − t1) + V1 = 0, soit

t2 = t1 + V1

fgg

Page 6
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(c) En exploitant les réponses précédentes, établir l’expression de fg en fonction de α, H0 et D.

Solution: Exprimons X(t2) à l’aide de t2, et égalisons avec D +X0 :

X(t2) = −fgg

2 (t2 − t1)2 + V1(t2 − t1) +X0 +H0

D +X0 = −fgg

2
V 2

1
(fgg)2 + V1

V1

fgg
+X0 +H0

D = V 2
1

2fgg
+H0

D = H0 + 1
2fgg

× 2H0g
α− fg

α + 1

D = H0 + H0

fg

α− fg

α + 1
(D −H0)fg(α + 1) = H0(α− fg)

fg

(
(D −H0)(α + 1) +H0) = H0α

fg = H0α

(D −H0)(α + 1) +H0

fg = H0α

D(α + 1)−H0

R9. On réalise l’expérience plusieurs fois de suite, en partant toujours de la valeur de H0 = 40, 0 cm. La masse
du solide 1 vautM = 50 g et celle du solide 2 vaut αM = 60 g. Calculer la valeur du coefficient de frottement
fg sachant qu’on a trouvé une valeur moyenne de la distance D égale à 〈D〉 = 1, 50 m.

Solution:

Partie C Mesure du coefficient de frottement statique
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Q10. On réalise l’expérience plusieurs fois de suite, en partant toujours de la valeur de 0 40,0cm.H =
La masse du solide 1 vaut M = 50 g et celle du solide 2 vaut αM = 60 g. Calculer la valeur du 
coefficient de frottement gf sachant qu’on a trouvé une valeur moyenne de la distance D égale 

à 1,50 m.D =

Partie III - Mesure du coefficient de frottement statique

Q11. On pose maintenant le solide 1 sur le support S qui fait un angle 𝜃𝜃𝜃𝜃 avec le plan horizontal. Le 
dispositif est représenté sur la figure 2. On fait augmenter, à partir d’une valeur faible, l’angle
𝜃𝜃𝜃𝜃 en déplaçant lentement un coin et on mesure pour quelle valeur limθ θ= le solide 1 se met à 
glisser. Montrer que cette expérience permet de mesurer le coefficient de frottement sf .

Figure 2 - Second dispositif : mesure du coefficient de frottement statique. 

Q12. On réalise plusieurs essais successifs de décrochement et la valeur moyenne de limθ est de 
l’ordre de 29,5°. En déduire l’ordre de grandeur du coefficient de frottement mesuré.

Partie IV - Phénomène de « slip-stick »

Données : accélération de la pesanteur 210 m sg −= ⋅ .
Le domaine des ondes sonores, perceptibles par l’oreille humaine, va d’une fréquence de 20 Hz à une 
fréquence de 20 kHz. Une grande fréquence correspond à un son aigu.

Consignes : on notera systématiquement N et T les normes des composantes normale et tangentielle 
de la réaction d’un support. On supposera l’appui du solide 1 uniformément réparti avec une même 
valeur du coefficient de frottement en tout point de la surface de contact.

   𝜃𝜃𝜃𝜃  mesuré au 
rapporteur par rapport 
au fil à plomb 

coin

Figure 2 – Second dispositif : mesure du coefficient de frottement statique.

R10. On pose maintenant le solide 1 sur le support S qui fait un angle θ avec le plan horizontal. Le dispositif est
représenté sur la figure 2. On fait augmenter, à partir d’une valeur faible, l’angle θ en déplaçant lentement
un coin et on mesure pour quelle valeur θ = θlim le solide 1 se met à glisser. Montrer que cette expérience
permet de mesurer le coefficient de frottement fs.
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Solution: Système : solide 1
Référentiel : terrestre galiléen
Bilan des actions mécaniques :
— poids M−→g = Mg−→uz

— réaction du support : −→N +−→T = N−→uy + Tx
−→ux

À l’équilibre :
−→0 = M−→g +−→N +−→T(
0
0

)
=

(
−Mg sin(θ)
−Mg cos(θ)

)
+
(

0
N

)
+
(
Tx

0

)

On en déduit qu’à l’équilibre : Tx = Mg sin(θ) et N = Mg cos(θ).
Le solide 1 ne glisse pas, tant que |Tx| < fsN , soit si tan(θ) < fs

Le solide 1 se met à glisser, pour θlim tel que tan(θlim) = fs

La mesure de θlim permet donc de connaître fs.

R11. On réalise plusieurs essais successifs de décrochement :
n° expérience 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
θlim (°) 28.9 29.7 28.6 31.2 29.0 28.5 29.2 28.9 30.0 27.6

En déduire la valeur du coefficient de frottement mesuré, associé à son incertitude.
Indications :
— L’utilisation de python est encouragée.
— Écrire sur votre copie les étapes / calculs nécessaires.
— Recopier sur votre copie les lignes de codes saisies sur python.
— Faire attention aux nombres de chiffres significatifs du résultat.

Solution:

1 theta_lim = np.array ([28.9 , 29.7 , 28.6 , 31.2 , 29.0 , 28.5 , 29.2 , 28.9
, 30.0 , 27.6])*np.pi /180

2 fs = np.arctan( theta_lim )
3 >>> np.mean(fs) # moyenne
4 0.47068918630848955
5 >>> np.std(fs ,ddof =1) # écart -type
6 0.013420030477654896
7 >>> np.std(fs ,ddof =1)/np.sqrt(len(fs)) # incertitude -type
8 0.004243786257826686

Conclusion : fs = 0, 4707;u(fs) = 0, 0042

Exercice n°3 Le crissement de la craie (D’après Concours Mines-Pont MPI 2024)
Les crissements et grincements qui caractérisent certains frottements sont des oscillations de relaxation.

La fréquence des relaxations est aussi celle de l’onde sonore émise, qui est souvent désagréable à entendre,
notamment à cause de sa position dans la gamme des sons aigus.

Partie A Les lois de Coulomb
Partie B Le modèle de crissement

Lorsqu’on appuie une craie sur un tableau noir avant de la déplacer, on entend parfois distinctement le bruit
du crissement lors du déplacement de la craie.
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Pour étudier cette situation, on modélise (figure 3) la craie et son appui par un solide rectangulaire (Σ) de
masse M attaché à un ressort ; le tableau noir par un support fixe (F ) confondu avec le plan horizontal (Oxy) ;
le déplacement, par le mouvement à vitesse constante v0 de l’extrémité A du ressort élastique de raideur k et
de longueur à vide `0.

Le ressort reste constamment parallèle à l’axe (Ox), à t = 0 il est à sa longueur naturelle `0. L’autre extrémité
du ressort, notée H, est liée au mobile (Σ) ; c’est sa vitesse que l’on souhaite étudier. À l’instant t = 0, on a
xH(0) = −`0.

On note enfin fs > fd les coefficients de frottement statique et dynamique de la craie sur le tableau et
g = ‖−→g ‖ l’accélération de la pesanteur.

Physique II, année 2024 — filière MPI

Figure 8 – Un modèle pour le crissement

o – 18. Exprimer la force de traction exercée par le ressort sur le mobile en fonction de k, v0, t
et de XH(t) = xH(t) + `0.

Exprimer aussi la composante normale ~RN de la force de contact exercée sur la craie.

o – 19. En déduire qu’à partir de t = 0 la craie reste immobile jusqu’à l’instant t = t0 que l’on

déterminera en fonction de fs, M , g, k et v0.

o – 20. On pose ⌧ = t�t0. Préciser les valeurs de xA, de XH et de sa dérivée VH = dXH

d⌧
à l’instant

⌧ = 0 avant d’expliciter l’équation différentielle vérifiée par XH(⌧) sous la forme :

d2XH

d⌧ 2
+ !2XH = !2v0⌧ + �

où l’on exprimera les constantes ! et � en fonction de k, M , g, fs et fd.

III.C Étude du mouvement de crissement
La suite du mouvement du mobile se poursuit en alternant les étapes d’immobilité et de glisse-

ment ; le mouvement ainsi observé est périodique de pulsation ⌦ et il est la cause du bruit de

crissement, par exemple, de la craie sur un tableau.

On pourra se reporter au formulaire donné à la fin de cette partie.

o – 21. Déterminer les expressions de XH(⌧) et VH(⌧) en fonction de ⌧ , v0, ! et ↵ =
�

!v0

.

On note ⌧max le premier instant où VH atteint sa valeur maximale Vmax et ✓max = !⌧max.

o – 22. Sans nécessairement exprimer ⌧max, déterminer les expressions de cos(✓max) et sin(✓max)

en fonction de ↵. En déduire que Vmax = v0

⇣
1 +

p
1 + ↵2

⌘
.

Tracer l’allure de la courbe donnant VH(⌧) puis montrer alors que cette vitesse s’annule

à nouveau à un instant ⌧1 > 0 correspondant à l’angle ✓1 = !⌧1 dont on exprimera le

cosinus et le sinus en fonction de ↵. On admettra dans la suite que 0 < ↵ < 1.

La première mise en mouvement du mobile (⌃) correspond à l’intervalle 0 6 ⌧ 6 ⌧1. À l’issue

de cette phase, il s’immobilise alors pendant un laps de temps avant de rédémarrer par la suite.

On rappelle que longueur du ressort est donnée à chaque instant par ` = xA � xH .

o – 23. Déterminer l’expression de `(⌧) et en déduire la longueur du ressort `(0) à l’instant ⌧ = 0.

Montrer qu’à l’instant ⌧1 elle est devenue `(⌧1) = `(0) � 2↵v0/!.

En déduire la durée ⌧2 qui devra alors s’écouler avant que le mobile se remette en mou-

vement. Compléter alors le tracé de la question précédente en faisant apparaître une

période T complète du mouvement du mobile ; préciser sur ce schéma dans quelle phase

du mouvement il y a augmentation continue d’une contrainte et dans quelle phase il y a

relâchement subit de celle-ci.
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Figure 3 – Un modèle pour le crissement

R1. Exprimer la force de traction exercée par le ressort sur le mobile en fonction de k, v0, t et de XH(t) =
xH(t) + `0.
Exprimer aussi la composante normale −→RN de la force de contact exercée sur la craie.

Solution: Système : Solide (Σ)
Référentiel : terrestre, lié au support fixe (F )
Bilan des actions mécaniques :
— poids M−→g = −Mg−→uz

— réaction normale : −→RN = RN
−→uz , avec RN > 0

— réaction tangentielle : −→RT = RT,x
−→ux, avec RT,x algébrique

— force de rappel élastique :
−→
fél = −k(`(t)− `0) −−→uext︸︷︷︸

=−−→ux

= +k(xA(t)− xH(t)− `0)−→ux

= k(v0t− (xH + `0))−→ux

= k(v0t−XH(t))−→ux

D’après le principe fondamental de la dynamique : M−→a (Σ) = M−→g +−→RN +−→RT +−→fél

Selon −→uz , où il n’y a pas de mouvement : RN = Mg, donc −→RN = Mg−→uz

R2. En déduire qu’à partir de t = 0 la craie reste immobile jusqu’à l’instant t = t0 que l’on déterminera en
fonction de fs, M , g, k et v0.

Solution: À t = 0, −→fél = −→0 , donc −→RT = −→0 , donc |RT,x| < fsMg : la craie ne glisse pas.
Pour t ∈ [0, t0], la craie ne glisse pas, donc à xH(t) = xH(t = 0) = −`0.
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D’après le PFD selon −→ux :

0 = RT,x + k(v0t−XH(t))
0 = RT,x + k(v0t− xH(t)− `0)

RT,x = −k(v0t− 0)

La craie glisse à t0 :

|RT,x|(t0) = fsMg

kv0t0 = fsMg

Soit t0 = fsMg

kv0

R3. On pose t′ = t − t0. Préciser les valeurs de xA, de XH et de sa dérivée VH = dXH

dt′ à l’instant t′ = 0 avant
d’expliciter l’équation différentielle vérifiée par XH(t′) sous la forme :

d2XH

dt′2 + ω2XH = ω2v0t
′ + γ

où l’on exprimera les constantes ω et γ en fonction de k, M , g, fs et fd.

Solution: À t′ = 0, soit t = t0 = fsMg

kv0
:

• xA(t′ = 0) = xA(t0) = v0t0 = fsMg

k
• XH(t′ = 0) = XH(t0) = 0, puisque c’est l’instant auquel la craie commence à glisser, elle n’a donc pas

encore glissé.
• VH(t′ = 0) = VH(t0) = 0, la craie ne bougeant pas encore.
Pour t > t0, soit t′ > 0, la craie glisse, donc |RT,x| = fdRN = fdMg. Or fél > 0, donc la craie va glisser
selon +−→ux, donc RT,x < 0, soit RT,x = −fdMg.
D’après le PFD :

MẌH = −fdMg + k(v0t−XH(t))
MẌH + kXH = −fdMg + kv0t

d2XH

dt′2 + k

M
XH = −fdg + kv0

M
t

d2XH

dt′2 + k

M
XH = −fdg + k

M
v0(t′ + t0)

d2XH

dt′2 + k

M
XH = −fdg + k

M
v0t
′ + k

M
v0t0

d2XH

dt′2 + k

M
XH = k

M
v0t
′ − fdg + fsg

On identifie : ω =
√
k

M
et γ = (fs − fd)g > 0
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Partie C Étude du mouvement de crissement
La suite du mouvement du mobile se poursuit en alternant les étapes d’immobilité et de glissement ; le mouve-
ment ainsi observé est périodique de pulsation Ω et il est la cause du bruit de crissement, par exemple, de la
craie sur un tableau.
On pourra se reporter au formulaire donné à la fin de cette partie.
R4. Déterminer les expressions de XH(t′) et VH(t′) en fonction de t′, v0, ω et α = γ

ωv0
.

Solution: Solution générale : XH(t′) = A cos(ωt′)+B sin(ωt′)+fP (t′), avec fP (t′) la solution particulier
de la forme du second membre qui est affine : fP (t′) = Ct′ +D

fP (t′) vérifie l’équation précédente : 0 + ω2(Ct′ +D) = ω2v0t
′ + γ, soit C = v0 et D = γ

ω2

Ainsi la solution générale s’écrit : XH(t′) = A cos(ωt′) +B sin(ωt′) + v0t
′ + γ

ω2

XH(t′ = 0) = 0 = A+ γ

ω2 , donc A = − γ

ω2

VH(t′ = 0) = Bω + v0 = 0, donc B = −v0

ω

Ainsi XH(t′) = − γ

ω2 cos(ωt′)− v0

ω
sin(ωt′) + v0t

′ + γ

ω2

Avec α = γ

ωv0
, soit γ = αωv0

XH(t′) = −αv0

ω
cos(ωt′)− v0

ω
sin(ωt′) + v0t

′ + αv0

ω

Vitesse : VH(t′) = αv0 sin(ωt′)− v0 cos(ωt′) + v0 = v0
(
1 + α sin(ωt′)− cos(ωt′)

)

R5. Montrer que VH peut s’écrire sous la forme VH(t′) = v0(1 +A cos(ωt′+ϕ)), on exprimera A, tan(ϕ), cos(ϕ),
sin(ϕ) en fonction de α. À quel intervalle appartient ϕ ? En déduire que ϕ = arctan(α)− π.

Solution: Réécrivons A cos(ωt′ + ϕ) = A cos(ϕ) cos(ωt′)− A sin(ϕ) sin(ωt′) = 1 + α sin(ωt′)− cos(ωt′)

On en déduire : A =
√

1 + α2 ; tan(ϕ) = − α

−1 = α ; cos(ϕ) = − 1√
1 + α2

< 0 ; sin(ϕ) = − α√
1 + α2

< 0

Ainsi ϕ ∈ [−π,−π/2], soit ϕ = arctan(α)− π

On note t′max le premier instant où VH atteint sa valeur maximale Vmax et θmax = ωt′max .
R6. Sans nécessairement exprimer t′max , montrer que Vmax = v0

(
1 +
√

1 + α2
)
.

Tracer l’allure de la courbe donnant VH(t′).

Solution: VH(t′) = v0
(
1 +
√

1 + α2 cos(ωt′ + ϕ)
)
est maximal à t′max tel que cos(ωt′max + ϕ) = +1

Alors Vmax = v0(1 +
√

1 + α2)
VH est une fonction cosinusoïdale qui oscille autour de v0 avec l’amplitude v0

√
1 + α2 > v0 et de pulsation

ω.

R7. (Question plus difficile, peut être admise) Montrer alors que cette vitesse s’annule à nouveau à un instant
t′1 > 0 correspondant à l’angle θ1 = ωt′1, montrer que θ1 = 2π − 2 arctan(α). On admettra dans la suite que
0 < α < 1.
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Solution: Elle s’annule à l’instant t′1 tel que 1+
√

1 + α2 cos(ωt′1+ϕ) = 0, soit cos(θ1+ϕ) = − 1√
1 + α2

=
cos(ϕ)
ce qui donne θ1 + ϕ = ϕ[2π] ou θ1 + ϕ = −ϕ[2π]
Soit θ1 = −2ϕ[2π] = −2 arctan(α)− 2π[2π]
Or θ1 > 0 et la première annulation : θ1 = 2π − 2 arctan(α)

La première mise en mouvement du mobile (Σ) correspond à l’intervalle 0 6 t′ 6 t′1. À l’issue de cette phase,
il s’immobilise alors pendant un laps de temps avant de redémarrer par la suite. On rappelle que longueur du
ressort est donnée à chaque instant par ` = xA − xH .
On peut montrer qu’à l’instant t′1 : ` (t′1) = `(t′ = 0)− 2αv0/ω.
R8. (Question plus difficile, peut être admise) Montrer que la durée t′2 qui devra alors s’écouler avant que le

mobile se remette en mouvement vaut t′2 = 2α
ω

Solution: On se retrouve à l’instant t′1 dans le même état qu’à l’instant t = 0, mais avec le système qui
s’est déplacé.
La durée t′2 donne ainsi : `(t′1 + t′2) = `(t′1) + v0t

′
2 (puisqu’entre t′1 et t′1 + t′2, (Σ) ne bouge pas).

(Σ) recommence à glisser :

k(`(t′1 + t′2 − `0) = fsMg

k`(t′1) + kv0t
′
2 − k`0 = fsMg

k`(t′ = 0)− k2αv0

ω
+ kv0t

′
2 − k`0 = fsMg

k (`0 + v0t0)− k2αv0

ω
+ kv0t

′
2 − k`0 = fsMg

−k2αv0

ω
+ kv0t

′
2 = 0

t′2 = 2α
ω

R9. Compléter le tracé de la question précédente en faisant apparaître une période T complète du mouvement
du mobile ; préciser sur ce schéma dans quelle phase du mouvement il y a augmentation continue d’une
contrainte et dans quelle phase il y a relâchement subit de celle-ci.
Exprimer Ω en fonction de t′1 et t′2 puis en fonction de ω, α et θ1.

Solution: Période : T = t′1 + t′2 = 2π
ω
− 2 arctan(α)

ω
+ 2α

ω

Pulsation : Ω = 2π
T

= 2π
t′1 + t′2

= ω

1− arctan(α)
π

+ α

π

R10. Pour estimer les ordres de grandeur du phénomène, on prend α = π/6 avec un frottement caractérisé par
fs ' 1 et fd ' 0, 6 pour une vitesse de traction du ressort v0 = 1 cm/s.
On prendra g ' 10 m/s2. En déduire la valeur de Ω.
Quel lien existe-t-il entre cette pulsation et celle du son émis ?
Préciser et justifier le domaine fréquentiel du crissement.
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Solution: Alors Ω ≈ ω

Or ω = γ

αv0
= (fs − fd)g

αv0
≈ 800 rad · s−1, soit une fréquence de f = 100 Hz : ce qui est bien dans le

domaine de l’audible.
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