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? A rendre jeudi 04 juin 2026

Devoir Maison n°21 — Induction & Dichotomie —
Corrigé

Exercice n°1  Gravimetre

On étudie le pendule ci-contre, constitué d’une tige homogene de longueur L accrochée a sa base a un ressort
spirale exercant un couple I' = —C#, de constante de torsion C' > 0.

Le moment d’inertie de la tige est noté J.

Tous les frottements seront négligés.

Partie A Mise en équation
R1. Donner les expressions de I’énergie potentielle de pesanteur et de I'énergie potentielle de torsion.
En déduire I'expression de 1’énergie potentielle totale.

Solution:
2
Systeme : tige de masse m et de moment d’inertie J Aﬁ_ 7
Référentiel : terrestre considéré galiléen a ’échelle de I'expérience JAVE
Bilan des actions mécaniques :
A,
— poids m?, s’exerce en (G, au centre de la tige
— action du ressort de torsion de moment I' = —C'0 d ={£ X\n(0)

fRemarque —

| Exprimer les énergies potentielles ne nécessitent pas d'établir I'intégrale premiére du mouvement.

, L . .
Energie potentielle de pesanteur : &, = +mgzq + K1 = mgo cos(f) + K; Attention aux signes !

, 1
Energie potentielle de torsion : &, 5092 + K,

no|

, 1
Energie potentielle totale | &, = mg— cos(f) + 5092 + K

R2. Comment caractérise-t-on une position d’équilibre en terme d’énergie potentielle ?
2C

—0..

mglL

L’écrire sous la forme h(6.) = 0, on donnera l'expression de la fonction h.

En déduire I’équation vérifiée par 0, : sin(6,) =

Solution:
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fRemarque —

a 0, puis évaluer chercher son annulation pour déterminer I'équation vérifiée par 0.

En une position d'équilibre, la fonction &, : 6 — &,(0) est extrémale, donc, il faut dériver par rapport

dé,

En une position d’équilibre 6, : @(06) =0
dé, L .
Or 0 - M9y sin(d) + C6

L
Ainsi, en 6, : —mg sin(f.) + CH. =0

L
Soit mgs sin(f.) = C0.

2C

On identifie la fonction h telle que | A : 0, — sin(6,) — o
mg

Partie B Résolution numérique

L’équation de la question R2 ne peut étre résolue analytiquement. On utilise pour cela ’algorithme de dichotomie.

R3. Ecrire la fonction h(theta) définie R2 sur capytale.

Solution:

def h(theta):
> return np.sin(theta) -2xC/(m*g*L) *theta

fRemarque — Parentheses

.. . 2C
2xC/m*g*L est équivalent a — X gL
m

R4. A partir du graphique de h(#), déterminer I'intervalle sur lequel appliquer la fonction dichotomie.

Solution:

fRemarque — Cadre de la dichotomie

s’annule.
A\ L'intervalle [0, 7] ne respecte pas la monotonie.

L'algorithme de dichotomie doit étre appliqué sur un intervalle ol h est strictement monotone et

L’algorithme de dichotomie s’applique a une fonction strictement monotome sur un intervalle ot

elle s’annule, on peut choisir l'intervalle [2, 7] (ou [2.5, 7],...) sur lequel h est strictement monotone, et
s’annule.
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0.8 1

0.6 1

0.4 +

h(theta)

0.2

0.0

—0.2 1

T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
theta (rad)

R5. Compléter la fonction dichotomie sur le fichier capytale

Solution:

fRemarque — Algorithme de dichotomie a connaitre.
| 1l faut connaitre I'algorithme, savoir I'expliquer, et savoir écrire le code.

|def dichotomie(f,a,b,eps):

> while abs(b-a)>eps : # tant que |b-al| est supérieur & eps
3 c = (a+b)/2 # centre de 1l’intervalle

4 if f(a)*f(c)<0 # f(a) et f(c) sont de signes opposés

5 b=c # f s’annule sur 1l’intervalle [a,c]

6 else:

i a=c # sinon, f s’annule sur [c,b]

s return c

R6. Ecrire sur votre copie la ligne de code qui permet d’obtenir la valeur approchée de 6, & 1072 prés en utilisant
la fonction dichotomie.
Ecrire cette ligne de code sur le fichier python, et I'exécuter.

Ecrire sur votre copie la valeur de 6, obtenue.

Solution:

>>> dichotomie(h,2,np.pi,10**-2)
2.9543001088602177

=

[

0. = 2,95 rad |

Ainsi

Exercice n°2 Puce RFID

Un systeme RFID utilise un couplage inductif entre une antenne lectrice (circuit primaire) et une étiquette
RFID (circuit secondaire). L’étiquette est passive : elle n’a pas de batterie et tire son énergie du champ magné-
tique de 'antenne lectrice. Le systeme est modélisé par :

1. Circuit primaire : Antenne lectrice alimentée par une tension sinusoidale u;(t) = U; cos(wt).
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N

au primaire par une induction mutuelle M.

Données numériques :

. Circuit secondaire : Etiquette RFID modélisée par une boucle de résistance Ry et d’inductance Lo, couplée

Fréquence d’alimentation : f = 125kHz (typique pour les RFID basses fréquences).

U =10V; Ry =1,0Q (résistance de I'antenne lectrice); L; = 100 pH (inductance propre de l'antenne).
Ry =50 Q (résistance de I'étiquette) ; Ly = 1,0 uH (inductance propre de I’étiquette).

M = 5,0 uH (inductance mutuelle)

M
Antenne lectrice /—\V Puce RFID
/5000 /5000
L1 L2

ul(t)T®

Ry

Ry

R1. Rappeler les définitions de I'inductance propre et de I'inductance mutuelle.

Solution: L’inductance propre L est le coefficient de proportionnalité entre le flux propre et 'intensité
qui circule dans le circuit qui lui a donné naissance : pp = L1t
L’inductance mutuelle entre deux circuits couplés est le coefficient de proportionnalité entre le flux du
champ magnétique créé par le circuit 1 a travers le circuit 2 et 'intensité i1 : 10 = M1y et wo_y1 = Mis.

R2. Exprimer les forces électromotrices induites (incluant tous les phénomeénes d’induction) dans chaque circuit.

Solution:
e1(t)
e Fem induite dans le circuit 1 :
e1(t)
N L diq
De méme , dans le circuit 2 : ey = —Lza —

e Le flux a travers le circuit 1 est la somme du flux propre (flux du champ magnétique créé par 1 a

travers lui-méme) et du flux du champ magnétique By a travers le circuit 1 :

1p(t) + a1 (t)
= Lyiy(t) + Miy(t)

_dy
dt
_d%0P1 _ dSD2—>1
dt dt
B diy dis
gy =My
diy
dt

R3. Représenter les circuits électriques équivalents et établir les deux équations différentielles couplées vérifiées

par i1 et io.

Solution:

Ul(t)T

le (t)l

via(t)

(Diesor(Deatt
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Soit

Soit

e Loi des mailles dans le circuit 1 : uy(t) — ur; +e; =0

di
ul(t) = Rlil + Lli -+ M—

dt

e Loi des mailles dans le circuit 2 : —ups +e9 =0

0= Raia + Ly

di

dt

L’alimentation u; étant sinusoidale, et le phénomene étant linéaire, toutes les grandeurs électriques sont sinu-
soidales a la méme pulsation w : 1(t) = I} cos(wt + 1) et iy(t) = Iy cos(wt + 1by).

R4. Donner les représentations complexes de i; et i3 et introduire les amplitudes complexes [; et Ip.

Solution: i1(t) = I; cos(wt + ;) — iy = L;Z@H¥) = [1e%! avec I} = [;67¥1
in(t) = Iy cos(wt + 1g) — iy = Le?@H¥2) = LIt avec Iy = [e/¥

R5. A partir des deux équations différentielles couplées, obtenir un systéme de deux équations vérifiées par I

et Ip.

Solution: En passant en complexe :

w = Ry + Lyjwiy + Mjwiy
Uy = (Bi+ Lyw)h + Mjwl, (1)
= Ryig + Lojwis + M jwiy
0 = (Re+ Lyjw)lz + Mjwl  (2)

R6. En déduire les expressions suivantes :

(Ro + Lojw)Us
RiRy + (M? — L1 Ly)w? + (Ry Lo + RoLy ) jw
—JjwMU;
RiRy + (M? — Ly Ly)w? + (Ry Lo + RoLy ) jw

Solution:

dans (1)

dans (2')

Ui

W g ()
Ry + Lojw—

—Mjw
-5
Ry + Lojw—
(R1 + Lyjw)(Rs + Lojw) + (Mw)?

Rz + szw
R2 + ngw
R1R2 + M2w2 — L1L2w2 + (R1L2 + Rng)jw

—Mjw % R2 + ngw

RQ + ngw RlRQ + M?2w? — L1L2w2 + (R1L2 + Rng)jw
—jwMUl
R1R2 + (M2 - Lng)WQ + (RlLQ + Rng)jw

(R + Lijw)l; + M jw X

I

U

Ui

R7. En déduire les expressions des amplitudes Iy et I5.
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Solution: Les amplitudes s’obtiennent par le calcule du module :

R% + (LQUJ)zUl
\/(RlRQ -+ <M2 - L1L2)w2)2 -+ (R1L2 + R2L1)2w2
M2w2U1
V(RiRy + (M2 — Ly Ly)w?)? + (Ry Ly + RoL1)*w?

I, =

[2 -

I
R8. Calculer numériquement le rapport x = I—Q
1

[ 2,,2
Solution: AN.: =2 = Mw =0,31
L R2 4 (Low)?

R9. A partir des équations différentielles obtenues R3, établir le bilan de puissance global, puis I’écrire sous la

démag
dt

forme P, = + Z;. Identifier les différents termes.

Solution: On repart des lois des mailles que 'on multiplie par I'intensité du courant dans la maille

considérée :
Circuit 1 :
di di
wi(t) X ir(t) = Riin(t)?+ Llﬁ X i1 (t) + M% X i1 (t)
) d /1. diy
w(t) < i) = R0+ <2le1( ) ) + M2 ()
Circuit 2 :
ds ) ds
0 = RQ’ZQ( ) + L2d7t2 X ’lg(t) -+ Mditl X Zg(t)
) d /1 . ds )
0 = R222<t>2 + & <2L212(t)2> + ]\4(17751 X Zg(t)

On somme les deux bilans énergétiques :

w(t) x () = Riir(t)? + ;s <2Lm( ) ) + MC:; X i1 (£) + Raia(£)® + jt (QLQZQ( ) ) + Mit X i(t)
dZQ dZ

. . . d /1 1.
ul(t) X Zl(t) = Rﬂ% + RQZ% a ( L121( ) + 2L222(t)2) + M <dt21 + = dt 2>

. . . d /1_ . 1. .
Uy (t) X Zl(t) = RlZ% + RQZ% + & <2L121(t)2 + §L222(t)2 + MZlZQ)

e Puissance fournie par le générateur de tension : wuy(t) X i1(¢);

e Puissance dissipée par effet Joule dans les deux résistances : Ryi% + Roi3

d /1 1 déina
e Puissance magnétique recue par le systéme : T (2L1i1(t)2 + ELQig(t)Q + Mz'yzé) == g avec
1
Enag = iLlil(t)z + §L2i2(t)2 + Miyiy qui est I'énergie stockée par le systéme sous forme magnétique,

ou | Miyiy | est I’énergie de couplage magnétique entre les deux circuits.

A2

T d
Pour un signal y T-périodique, <dt> T / ydt =0 et (A% cos®(wt + 1)) = <"
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R10. Montrer que le bilan de puissance en moyenne sur une période s’écrit : () = (Ryi3) + (Rai3)

Solution: En moyenne :

mag

dt
(i) = (Rai?) + (Roid) + <d<5"mag>

dt
(uriy) = (Ryi}) + (Rai3)

. ) )
U1ty = Rlll + R222 +

R11. En déduire le rendement du transfert défini comme le rapport de la puissance électrique moyenne recue
par la puce sur la puissance moyenne fournie par le générateur, en fonction de Ry, Ry et x.

Faire 'application numérique.

Solution: Rendement :
= (Rsi3)
(uiy)
n = (Rai3)
(Rqi7) + (Rai3)
_ Ry
- 2 2
R\IR,2
. RQIQ
N R1 + R2£E2
= 0,83
Exercice n°3 Bobines de Ruhmkorff
Solution: .
Expérience 1 : le circuit secondaire est ouvert, donc i, = 0. , R,
On étudie le circuit primaire seul qui est donc un simple circuit RL. “
La loi des mailles donne :
le . RQ
Ly + (B4 Ry + Ro)ia = e(t),
— gL
it diy i e(t)
soit | — + — = —=~ |,
dt T1 Ly e(t)T Ug
Ly ]
avec |13 = ————————
"7 Ri+ R, + Ry Ry

L’évolution tracée sur la figure A est obtenue pour ¢ < t; = 110 ps pour e(t) = E (une constante) et pour
t > 110 us pour e(t) =0

Pour ¢ > 110 us, I’évolution de 4;(t) s’écrit i, (t) = Ke~ ¢/,

soit |ug = Roiq(t) = RoKe (t—t)/n
La tension aux bornes d’une résistance suit exactement la méme allure.

On peut alors déterminer 71, en notant qu’a Uinstant 7y : i1(t = t; + 71) = 0,371 (¢1)
On lit uy(t1) = 0,92 V, donc ug(t; +7) =0,37x0,92=0,34 V

Graphiquement on lit 'instant ¢; 4+ 77 auquel ug vaut 0,34 V : t; + 7 = 140 us

s

Soit | Ly =11 X (R1 + Ro + R,) =4, 5.1073 H|: ce qui correspond a des valeurs d’inductance habituelles.
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Expérience 2 : le circuit primaire est ouvert, nous pouvons donc v
étudier le circuit secondaire seul. )
En RSF, on utilise la notation complexe. R, Lo
Pont diviseur de tension pour Ly : us = Lajw + Ity e

P 22T Lojw +RRa + Ry e(t)T@ Uz
Pont diviseur de tension pour R, : u, = : = e R

P =47 Lyjw+ Re+ Ry

..Uy Lojw+ Ry
Ainsi = = ———~
Ug R,

On peut donc déterminer L, en lisant les amplitudes des tensions us et u, :

Uy, L3w>+R3 1 2U22 5
a:R—a7SOlt LQ:; Ra@_RQ

2
On lit la période T'= 0,05 s, soit w = % =407 rad - s7!
On lit les amplitudes Us/q = 4,9V et Uy = 1,9V (le graphe ne précise pas qui est qui).
On obtient | Ly = 190 H | pour Uy = 4,9V et U, = 1,9 V (autre combinaison est impossible).

Expérience 3

7 Rl M ) R2 ?:1 Rl

I — b2 Kl

— | > [ A_'Z '7
2 R2

QO g ng Lo Qol Or Oro

e 1 bobine. Flux magnétique : ¢ = Lyt + Miy

) ) diq dis
F duite : ¢, = —Lij— — M—
€11 1nauite : e 1 dt dt
. . . . diy diy .
Loi des mailles : e; +u; — Ryi; = 0, soit |ug = ng + ME + Rty

En notation complexe u; = (Ry + Lijw)iy + M jwis
e 2° bobine. Flux magnétique : o = Lots + Miy

. . dis diy

F duite : g = —Lo— — M —

em induite : ey 2 g T
. . . . diy diy .
Loi des mailles : es 4+ ugy — Rais = 0, soit |uy = Lga + Ma + Raio

En notation complexe uy = (Ry + Lojw)is + M jwiy
Or le voltmetre branché aux bornes de la deuxieme bobine est de tres grande impédance, donc iy &= 0
Dot uy = (Ry + Lyjw)iy et ug = Mjwiy
ug  Mjw
£ L Jw+ Ry

Ainsi

Mw
R% + (Llw)2

On peut négliger R, devant Liw a haute fréquence, ce qui est confirmé sur le diagramme fourni ou le gain

Ainsi le gain vaut |G =

en décibels est constant a haute fréquence : G =~ I
1

M
On lit Gyg = 42 dB, avec Gy ~ 20log (L)

1

Soit | M = Ly x 10%5/2 =, 6 H
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