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Outils mathématiques

Systemes de coordonnées

Systéme cartésien

Systéme cylindrique

z
dg L \\\‘.
\\?M
Définition o
VA
Y !
// Fy : ydy
/LT> \\V\\ E z // y
de/
x
L
Coordonnées de M (x,y,2) (r,6,2)
Base (uz, w), us) FIXE (ur, up, ul) LOCALE
—— —
Vecteur position OM = x'LT; + szZ + zzT; OM = TET) + zzT;

Vecteur  déplacement | 153} _ 4072 4 dyi) + dow dOM = driz! + rdfu, + d=i!
élémentaire v
Vecteurs surfaces d? = dxdszZ d? =dr x 'r’d@@TZ
45 = daed=it] 48 = dr x d=}
43 = dydzi
Elément de volume dr = dedydz dr =r x rdf x dz

Vecteur vitesse

U (M/Z,t) = &y + ju, + 5,

V(M) R, t) = i, + rbup + i,

Vecteur accélération

@ (M)Z,t) = i + i, + 5u)

A (M) R, t) = (7 — r0?)w, + (270 + rb)ug + Zul
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Systéme sphérique

Définition

Coordonnées de M (r,0, )

Base (ur, up, ) LOCALE
s

Vecteur position OM =ru;

, 4 .
Vecteur déplacement élé AOM = drie” + rd0TT, + 1 sin(@)dgp@

mentaire
Vecteur surface 48 =rdd x rsin(f)deu;
Elément de volume dr =dr x rdf x rsin(f)de

Vecteur vitesse

Vecteur accélération
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Surfaces et volumes fondamentaux 3 connaitre €Y

'A retenir —

Périmetre d’un cercle de rayon R : 27 R
Périmetre d'un arc de cercle de rayon R d’angle 6 : R6
Surface d'un disque de rayon R : S = 7 R?

Surface d’'une sphére de rayon R : S = 47 R?

4
Volume d’une boule de rayon R : V = §7TR3

Section droite d’'un cylindre de rayon R et de hauteur H : S = 7 R?
Surface latérale d'un cylindre de rayon R et de hauteur H : S = 2rRH
Volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur H : V = tR*H

Surfaces et volumes de tranches élémentaires

vA retenir —

Volume de la pellicule cylindrique entre les cylindres de rayons r et r+dr, de hauteur H : V = 2xrdrH
Section de la pellicule cylindrique entre les cylindres de rayons r et r + dr, de hauteur H : V = 2xrdr

Volume de la pellicule sphérique entre les sphéres de rayons r et 7 + dr : V = 4xr2dr
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Outils mathématiques

Calcul différentiel

Notions et contenus Capacités exigibles

Fonctions de plusieurs variables | Relier la différentielle et les dérivées partielles premieres. Utiliser le théoréme
a valeurs réelles. Dérivées par- | de Schwarz (admis).

tielles. Différentielle. Théoreme de
Schwarz.

Intégration de 'expression d’'une dé- | Intégrer une expression de la forme 0f/0x = g(z,y) a y fixé en introduisant
rivée partielle. une fonction ¢(y) inconnue comme « constante d’intégration ».

Dans toute cette partie, on considere des fonctions de deux variables réelles a valeurs réelles.

|  Dérivées partielles
Soit f, une fonction de R x R ou d’une partie de R x R dans R. La dérivée partielle de f par rapport a x,

. 0f . . .
notée ——, est obtenue en dérivant f(x,y) par rapport a x en considérant y comme constant.

ox
flx+h,y)— f(x,y)

Cette définition revient a écrire : %(:p, y) = illlir(l) h

[l Développement limité

'A retenir —
Soit dx une variation infinitésimale de . Au premier ordre en dz :
0 0
flx+dz,y) =~ f(x) + O_j: xdr < flr+dz,y) — flx) =~ 8_£ x dz

En choisissant dx tres petit devant les échelles caractéristiques de variation de f (c’est-a-dire f varie trés peu
sur dz) :

Courbe tracée a y fixé

f(x07y

0
f(xo +dx,y Tangente en xy de pente af(xo) d’équa-
T

tion g(x) = f(r0) + o2 (o) x (x  70)

I
I
I
I
I
I
I
I
:
T

0 xg+ dx x
Le point M’ d’abscisse xy + dx sur la tangente a la courbe de f en z( est d’ordonnée (d’apres équation de
0 0
la droite) : g(xo + dz) = f(xo) + 8_£(x0) X (zo +da — x0) = f(xo) + 8—£(x0) x dx
f évoluant treés peu sur dx, on confond le point en zy + dz sur la courbe de f a celui sur la tangente, donc

f(ZC() + d:v,y) ~ g(.’EO + CLT) = f(.To) + g-i(.fo) x dx
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Il Théoreme de Schwarz

VA retenir — Théoréme de Schwarz

Pour une fonction dont les dérivées partielles par rapport & x et y sont de classe C'! par rapport a chacune
des deux variables, il est équivalent de la dériver d’abord par rapport a x puis par rapport a y et de la

- . . . o (of d (of
dériver par rapport & y puis par rapport a z : — | =— | = — | ==
dy \ Oz Ox \ Oy

IV Différentielle

'A retenir — Différentielle
La différentielle df de fonction f : (x,y) — f(x,y) s’écrit :

df = flx +dx,y + dy) — f(z,y) = (%) - dx + (%) ~dy

Qualitativement, la différentielle df correspond a la variation infinitésimale (ou élémentaire) de grandeur f
quand on fait varier simultanément les variables x, y de facon infinitésimale de dz, dy

V Intégration d'une équation 0f/0x = g(x,y)

Py = pa)

Ziw,y) = ey ()

Pour résoudre un systéme couplé de deux équations aux dérivées partielles couplées :

0
1. Primitiver (1) af(x,y) = p(z,y) par rapport & x en gardant lautre variable comme constante, on note
x
P(z,y) cette primitive.
Il faut ajouter une constante d’intégration qui est une fonction de y (constante vis-a-vis de z) : ¢(y).

f(z,y) = P(z,y) + »(y)

2. Injecter cette solution dans l'autre équation aux dérivées partielles (2).

Primitiver cette équation par rapport a y pour en déduire ¢(y), & une constante A additive preés (une vraie
constante réelle).

3. Conclure sur I'expression de f et déterminer la constante d’intégration A.
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Analyse vectorielle

Notions et contenus

Capacités exigibles

Gradient. Relier le gradient a la différentielle d’un champ scalaire & une date fixée. Exprimer
les composantes du gradient en coordonnées cartésiennes.

Divergence. Citer et utiliser le théoreme d’Ostrogradski. Exprimer la divergence en coordonnées
cartésiennes.

Rotationnel. Citer et utiliser le théoreme de Stokes. Exprimer le rotationnel en coordonnées car-

tésiennes.

Opérateur b.grad.

Exprimer la différentielle d’'un champ de vecteurs a une date fixée.
Exprimer les composantes de (b.grad)a en coordonnées cartésiennes.

Laplacien d’un champ sca-
laire.

Définir le laplacien a ’aide de la divergence et du gradient. Exprimer le laplacien en
coordonnées cartésiennes.

Laplacien d’un champ de vec-
teurs.

Exprimer le laplacien d’un champ de vecteurs en coordonnées cartésiennes.

Cas des champs proportion-

EXprimer_l;action des opérateurs d’analyse vectorielle sur un tel champ a 'aide du

nels & exp(iwt — ik - 7) ou | vecteur ik .
7 .
exp(i kK - 7 —iwt).
Gradient

L'opérateur gradient s'applique a un scalaire et donne un vecteur.

Définition — Vecteur gradient

e Le vecteur gradient d’un champ scalaire f est défini par :

ou df est la différentielle totale de la fonction f
e Le vecteur gradient est perpendiculaire aux surfaces iso-f.

e Le vecteur gradient est dirigée des zones ou f est faible vers les zones ou f est élevé.

df = grad (f) - dOM

'A retenir — Gradient en cartésien

Le vecteur gradient de la fonction scalaire f en coordonnées cartésiennes s’exprime selon :

amd (1) = (57

af of
— (91 — (9T —
2+(5).%+ )0

)
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En coordonnées cylindriques, I’expression du vecteur gradient devra vous étes fournie :

e Le vecteur gradient de la fonction scalaire f en coordonnées cylindriques (7,0, z) s’exprime selon :

— o _ (O —  L(of\ —  [(Of\ —
et 0= (5r), 73 () 7+ (5), 7

e Le vecteur gradient de la fonction scalaire f en coordonnées sphériques (7,6, ¢) s’exprime selon :

— o g — 1 % u ! g a
grad (f) = <8T>97@ ur + , <89>r,gp ue + rsin(6) <890> !

©
r,0

Il Divergence

L'opérateur divergence s'applique a un vecteur et donne un scalaire.

'A retenir — Théoreme d'Ostrogradski

surface fermée .
Soit Z un champ vectoriel défini dans tout ’espace. \
Il existe un unique champ scalaire appelé divergence de

, noté div (A) tel que, pour tout volume ¥ limité par
une surface fermée . orientée par sa normale sortant :

{f A(P) - dSpoy = ///MGV div (4 (M))dm

Pey

dSP,ext

volume V

'A retenir — Expression en coordonnées cartésiennes
Soit le champ vectoriel X(M) = Aoz, y, 2)us + Ay(z,y, 2)u; + Az, y, 2)us, la divergence s'écrit :

, 04, 0A,  0A,
dlvz_ ox + dy + 0z

L opérateur divergence sera fourni si vous en avez besoin en coordonnées cylindriques ou sphériques.
e En cylindrique X(M) = A(r,0,2)u + Ag(r, 0, 2)uf + A.(r, 0, 2)ul -

o 10rA, 104, 0A,
de_; a Troe T os

e En sphérique Z(M) = A, (r, 0, 0)ur + Ag(r,0,0)ug + Ay(r, 0, cp)u_g; :

2 .
Ty g 1 0r*A, 1 0Apsin(0) 1 04,
div r2 oOr * rsin(fd) 00 N rsin(f) Oy
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Il  Rotationnel

| 'opérateur rotationnel s'applique a un vecteur et donne un vecteur.

Un champ de vecteurs dont le rotationnel est non nul en un point « effectue une rotation » autour de ce
point. Le rotationnel renseigne sur le caractere « tourbillonnaire » du champ.

WA retenir — Expression en coordonnées cartésiennes

Soit le champ vectoriel Z(M) = Aoz, y, 2)us + Ay(z,y, 2)u, + A.(z,y, 2)uy, le rotationnel s’écrit :
0 0404,
Ox “: dy 0z
ot (X> _ |2 1A 4l = 0A, 0A,
oy 4 0z Ox
ol o) |24 o
0z i ox Jy

L’opérateur rotationnel sera fourni st vous en avez besoin en coordonnées cylindriques ou sphériques.

104, 0Ay

r 00 Oz
0A, 0A,

0z or
1 (8(7"]%;) 8147«)

e En cylindrique 1"—()1>3(Z) =

r

or 00
1 0(A,sin(f))  0Ag
sin(f) ( 00 0g0>
1 04, 0(rf,)
(sin(@) do  or )
(3(7“f0) aAr)

e En sphérique r—o_t>(Z) =

or 00

Sl= 3= 3

VA retenir — Théoréme de Stokes

a8y

A un instant ¢ fixé, la circulation d’un champ de vecteur X le long

d’un contour orienté I' est égale au flux du rotationnel de a 54 P
travers une surface . s’appuyant sur I' et orientée selon la regle de
la main droite :
— —
#(A) :y{ APty - dlp= [ ot (A1) - d5p
Per
Mes r P

iy
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IV Laplaciens

V.1 Laplacien scalaire

| 'opérateur laplacien scalaire transforme un champ scalaire en un
champ scalaire.

Définition —

—
| Le laplacien d'un champ scalaire f est défini par Af = div ( grad (f))

WA retenir — Expression en coordonnées cartésiennes
Soit le champ scalaire f : (z,y,2) — f(x,y, z), le laplacien scalaire s’exprime :

I R

Af= ox?  0y*> 022

10
e Coordonnées cylindriques : Af = ——

aof 10%f O*f
r or (a) TR0 T a2
, L. ' 1o (,0f 1 o (. Of 1 0*f
e Coordonnées sphériques : Af = 29, (r (,97”) + 290 (sm 860) + = sin@@ToQ
2
e Coordonnées sphériques si f ne dépend que de r : Af(r) = 1d T2if = }M
r2 dr dr ro dr?

V.2 Laplacien vectoriel

| 'opérateur laplacien vectoriel transforme un champ vectoriel en un
champ vectoriel.

Laplacien d'un champ vectoriel (formule fournie)

Le laplacien d’un champ vectoriel Z est défini par :

KA = grad(div A) — rot(rot A)

'A retenir — Expression en coordonnées cartésiennes
Soit le champ vectoriel X(M) = Az, y, 2)us + Ay, y, 2)up + Az, y, 2)u] :

0?A, N 0*A, N A,
AA, Ox? oy? 022
—= s N . | 0%A, 0?4, 0*A
A4 = AAT + AT + AAT = | aa, | = s Wk e,
O0?A, N 0?A, N 0?A,
0x? oy? 072

AA,
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| J

V' Opérateur b - gr?xd

. - :
L'opérateur b - grad transforme un champ scalaire en champ

scalaire ou un champ vectoriel en champ vectoriel.

'A retenir — b - grad

— —
e Appliqué a un champ scalaire f : (b - grad)f = T (gradf) est un scalaire.

@i O"\L

-
e Appliqué & un champ vectoriel X grad)z est un vecteur qui s’exprime dans la base (71, 7y, 72)

de la maniére suivante :

0A 0A 0A
— E— T T T
b - (gradAz) bs ox by dy 0 0z
- T — 0A 0A 0A
(b - grad)z = ? ) (gradAy> =| », 8;’ +b, 3; +b, 8Zy

? ' (g—>ra 4 Az) 8A W 0A, s 0A,

m@ Y oy 0z

ou A,, A, et A, sont les composantes cartésiennes de X

Bien que nous I'ayons défini a partir de ses coordonnées cartésiennes, le vecteur (b - grad ) d est une
grandeur intrinseque, indépendante du systeme de coordonnées choisi.

VI Formulaire

o grad(UV) = vgr?i(U) + Ugrad(V) o rol(grad(U)) = O
.=
o div(Ud)="1d - grad( )+ U div(@) o div(rotd@) =0
— = —
o Q(Uﬁ) — gr—gl(U) A rot( )+ Uﬁ(ﬁ) e rot(rot(@)) = grad(div @) — A@
— 11— —
¢ div(TA D)= b - 10l(@) =@ - tob(D) o (@ - grad)d = Jgrad(a®) + rol(@) A T
VIl Cas des ondes planes progressives harmoniques
'A retenir — Opérateurs vectoriels en représentation complexe
Pour f(M,t) = foe'®!=* OM) Pour f(M,t) = foe OM—wt)
0
oa—f—zwi oa—{:—zwf
— —
o grad (f) =—ifk o grad (f) = +if K
o div(A)=—ik - 4 =
v (4)=—ik - 4 o div(A)=1ik - 4
— 5 2 _ 1.2
© AL=RST =R o« Af=(+iR)2f = kS
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