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4 Thermodynamique
TD TH2 Diffusion de particules — Corrigé

| Exercices d'application du cours

Exercice n°1  Calculs d'analyse vectorielle

R1. Exprimer le gradient des champs scalaires :

2
(@) V(e,y,2) =y + -+ 22
b a
2 2
Solution: gr—agl(V): <y+%>@>+ x—}-z——f—% u—>y+<+£+%>@>
a b a b a
0
(b) En cylindrique : V(r,6,z2) = Coig )
Solution: gﬁi (V) = _CO:’:EG)QTT _ Slf;ge)u—)e

c) En sphérique : V(1. 0, p) = r2e®
p q U, 9

—
Solution: grad (V) = 2re?u; + sinT(G) e

R2. Exprimer la divergence des champs vectoriels :
(a) U = zul + zug

Solution: div (7 =0

(b) En cylindrique ¥ = r

Solution: div () =0+0+0

(c) En sphérique ¥ = ru;

Solution: div (7)) = 3r

(d) En sphérique ¥ = rug

Solution: div (7) = Z?I?((z)) - taI;[(G)

R3. Exprimer le Laplacien des champs scalaires :
2

(a) V(z,y,2) =zy + %

PV PV PV 2
_|_

Solution: AV = 52 - oF o (04+0)+(0+0)+ >
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o cos(0)
(b) En cylindrique : V(r,0, z) = -
) 10 2 cos(0) 1 —cos(f) 1 4cos(f)) cos(f) 3cos(d)
Solution: AV—;E (TX_7“3>+7“2X7“2_7"X -
(c) En sphérique : V(r,0, @) = r?e?
10 1 e
lution: AV = ——— (42 x 2re?) + ——— x r%e¥ = Ge*
Solution: AV e (r* x 2re )+7’281n(9) X r?e? = Ge +sin(9)

Exercice n°2 Ordre de grandeur By

On dépose délicatement du sirop de menthe au fond d’un verre d’eau. Au bout de 18h, le sirop a diffusé sur
une épaisseur de 22 mm. Estimer le coefficient D de diffusion du sirop de menthe dans I'eau.

2

Solution: L? ~ 7D, soit D ~ — =7.10"? m? - s7! (attention aux unités)
T

Exercice n°3  Transpiration des feuilles By

Lorsque 'air ambiant n’est pas saturé en vapeur d’eau, ’eau de la seve s’évapore. Ce mécanisme participe
au refroidissement de la feuille. Lorsque la feuille est soumise a un courant d’air, il existe au voisinage de la
surface de la feuille une fine couche d’air d’épaisseur d appelée couche limite. Les échanges de particules entre
Pair « loin » de la feuille et I’air en contact avec la feuille ne se font que par diffusion. On suppose que seule la
surface supérieure de la feuille présente des pores a travers lesquelles ’évaporation a lieu, ce qui est le cas chez
de nombreuses especes.

Loin de la feuille, c’est-a-dire pour z > ¢, la pression partielle P, en eau et la ~ P., n?
densité volumique n, de molécules d’eau dans I'air sont supposées uniformes. T
On suppose aussi qu’a la surface de la feuille, Iair est saturé en eau : en z = 0,

la pression partielle en eau vaut P, et la densité volumique de molécules d’eau Peat, Nga

n

*

sat - feuille
On notera Ty la température uniforme.

La densité volumique de molécules d’eau dans I'air a une distance z de la feuille est notée n*(z).

*

R1. En régime permanent, a ’aide d’un bilan de particules entre les altitudes z et z + dz, montrer que ne

dépend pas de z.

Solution:

On étudie le systeme Y entre z et z + dz, de section S, entre les instants t et ¢ + dt.
En régime stationnaire, d(0 N) = 0.
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Nombre de particules entrant algébriquement dans le systéme :

5Next—>2 = 5Next—>2<z> + 5Next—>2(z + dZ)
= Jn(2) - ST+ iz +d2) - (—ST)dt
= j(2)Sdt — j(z + dz)Sdt
djn
= ———dz5dt
p zS

. odjw
A — =0
insi -~

R2. En déduire I'expression de n*(z), et représenter graphiquement son évolution pour z € [0; 24].

-

— dn*
Solution: D’apres la loi de Fick : jy = —D grad (n*) = —D iy

Uy
dz
2%

dz?

Or n*(0) = nk, et n*(§) = nl. Ainsi |n*(z) = nl, + (n) — n:at)g

Ainsi D

=0, soit n*(z) = Az + B

R3. Exprimer le flux ®5 de molécules d’eau dans la couche limite en fonction de D, n}, nk,, S et d.

Solution:

Oy — //ﬁ-d?:
- //—Dj:ds

dn
= —Di
s X S
Ne — MNgat
— _pg-e st
)

R4. En supposant que la vapeur d’eau dans l’air se comporte comme un gaz parfait, exprimer n} en fonction de
P., 4y, R etTy.

Solution: n _Ne _nAy PNy
YTV VT ORI

D A Psatt/VM
e Mméme Ngyy =
' RT,
DAN,S
R5. En déduire que le flux de particules d’eau s’écrit & = _(SR% (P — Paat)
0
e~ Ilsa D S
Solution: Ainsi ¢y = —DS% = — 52’{;0 (P — Paat)

R6. Exprimer la masse D,,. d’eau qui s’évapore par unité de temps en fonction de @y, 4, et de la masse
molaire de 'eau M,.
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Solution:

5mevap

dt
OMNevap M

dt
ONevap M

Mydt

= d)NxJ]\é

= _%(Pe—ljsm)xjé{
= _?Ré’éw\f<Pe_Psat)

M
Soit Dme:(DNXZ>O

R7. Rappeler la valeur de la masse volumique de I’eau liquide et proposer une estimation raisonnable pour la
surface S d’une feuille de chéne.

> D En déduire une estimation de 'ordre de grandeur du volume d’eau qui s’évapore, chaque jour, d'un
chéne mature dont le feuillage comporte environ 100 000 feuilles. On supposera que I’humidité relative
P./ Py de Dair est de Pordre de 75%. Commenter.

Solution: Masse volumique de I'eau liquide : p = 1000 kg - m~3

S ~ 40 cm?
éva; DmeAt .

Volume qui s’évapore pendant At =24 h : Vi, = Mévap _ , Soit
P P

DSM x 10°At
‘/éva:_ Pe_Psa :272 311
p 5RTOp ( t) m

Masse molaire de I'eau M, = 18 g - mol ™!

Pression de vapeur saturante de I'eau a 20 °C : P, = 2,3 kPa
-1

Coefficient de diffusion de la vapeur d’eau dans I'air D = 0,3 cm? - s
Constante des gaz parfaits R = 8,314 J - K=! - mol™!; Constante d’Avogadro .4, = 6,02.10%* mol~!
§=2,0mm; Ty = 20 °C

Exercice n°4 Réaction photochimique By

On étudie la diffusion de radicaux lors d’une réaction photochimique : la substitution radicalaire du chlore
sur un alcane. L’initiation photochimique produit p (constante) radicaux libres Cl par m?® et par seconde dans
tout le récipient réactionnel cylindrique d’axe Oz de hauteur h et de rayon R. La densité des radicaux Cl est
notée n et en négligeant les effets de bords : n = n(r,t).

On se place en régime stationnaire et on note D le coefficient de diffusion des radicaux CI.

— —
R1. Vérifier que le vecteur j s’écrit j :j(r)m).
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—
Solution: D’apres la loi de Fick : 7} = —D grad (n) = —Dd—ur =ji(r)u

R2. Effectuer un bilan de particules a un systéeme qu’on prendra soin de définir proprement et de représenter,

1 sy . ) dn
et en déduire I’équation suivante : — [r— | = ——.
dr D

Solution: On considére le systeme constitué de la pellicule cylindrique comprise entre r et r + dr.

En régime stationnaire, le nombre de particules comprises dans le systeme n’évolue pas donc d(6N) =0
Nombre de particules entrant dans le systeme entre ¢t et ¢ + dt :

ON, = ON(r)+ ON(r +dr)
_ // TrdSidt + // TS, s ardt
(1) S (r+dr)

= jn(r) x S(r)dt — jn(r +dr) x S(r + dr)dt

a0
_dGNS0)),
dr
djNT
= — 2mhdrdt
dr

= Di (Tdn) x 2mwhdrdt

dr dr

Nombre de particules produites entre ¢ et ¢ + dt dans le systeme : 0N, = p x (2nrhdr) x dt

d [ d
Ainsi, par conservation : 0 = D— (7“dn> X 2hdrdt +p x (2rrhdr) x dt

dr r
| d ( dn pr
Soit | - <d> )

R3. En déduire n(r), on notera ng = n(R).
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dn pr?
Solution: Par intégration : r— = —=— 4+ A
olution: Far integration rdr 5D +
d
Orenr =0, d—n ne peut pas diverger, donc 0 =0+ A
r
dn pr
Ainsi & _Pr
ST 2D
N ) pr?
Par deuxieme intégration : n(r) = ~o 7 B
2
pr
R) = donc B = —
n(R) = ng, donc 1D
. P 5o 2
t = L (R -
Soit |n(r) = ng + 4D<R r°)

Il Exercices d'approfondissement

Exercice n°5 Bulles de champagne PP

Une fois le champagne versé, on observe des chapelets de bulles au sein d'une flute de champagne. L’apparition
de ces bulles est principalement due a la présence de fibres de cellulose provenant de particules en suspension
dans ’air voire du chiffon utilisé pour essuyer la flite. Ces fibres de cellulose possedent une cavité qui renferme
de l'air. Les molécules de CO, dissous en phase aqueuse vont diffuser vers la poche d’air. Celle-ci va grossir
jusqu’a atteindre une extrémité de la poche et former alors une bulle.

La pression de 'air dans la poche d’air est prise égale a 1,0 bar dans une situation d’équilibre et on se place
a 20 °C

Une fois la bulle formée, elle se détache de la fibre et monte dans le liquide dans lequel elle va grossir. Nous
allons étudier cette augmentation de taille. Quand elle se détache de la fibre, la pression au sein de la bulle est
égale a 1 bar. La bulle est supposée sphérique de rayon Rj,.

On considere que la concentration en CO, dissous vaut c. loin de la bulle et ¢; pour r = Ry,. On suppose
dans un premier temps que R}, est constant et on se place en régime stationnaire.

Partie A En régime stationnaire g

R1. Justifier qu'un flux ®x de dioxyde de carbone se met en place au sein du champagne liquide et montrer
que ce flux se conserve.

Solution: La concentration loin en CO, de la bulle est c. plus faible que la concentration proche de la
bulle. Pour atteindre 1’équilibre, le CO, diffuse des zones les plus concentrées vers les zones les moins
concentrées. Le flux est donc dirigé vers la bulle.

On se place en régime permanent, et il n'y a pas de source interne de production de CO, dans le
champagne, par conséquent il y a conservation du flux de CO,.

R2. Donner la loi de Fick dans le contexte étudié en précisant la signification physique des différents termes
ainsi que leurs unités. On notera n*(r) la concentration particulaire du CO,, r étant la distance au centre
de la bulle avec r > Ry, et D, le coefficient de diffusion du dioxyde de carbone dans le champagne liquide.

e
Solution: Loi de Fick : j—>N = —D grad (n*)

R3. Donner la relation entre la concentration en masse de CO, en solution ¢, n*, .4,, et la masse molaire M du
dioxyde de carbone.



LYCEE-COLLEGE

Physique Lycée Carnot — Dijon

Thermodynamique — TD TH2 — Corrigé PC
Page 7/ 12 Année 2026-2027
Soluti C trati . m nM NM " n*M
olution: Concentration massique : ¢ = — = — ——, soit |c =
4 VoV VA Ny
. . o e ez . de A
R4. Montrer que la concentration en masse ¢(r) au sein du champagne liquide vérifie I’équation : e ou
rooor

A est une constante que I'on exprimera en fonction @y, A4, et M.

Solution:
d = jn(r) x dmr?
d *
= —-D dt X 4mr?
dn* B 0]
dr 47 Dr?
JVﬂ de . d
M dr 47 Dr?
de B dM
dr — 4AnDAN 12
dM
A= ——
avec D,

, R
R5. Etablir lexpression suivante de ¢(r) : ¢(r) = (¢; — ¢o) —2 + ¢ pour 7 > Ry,
r

A
Solution: Par intégration : ¢(r) = —— + B,
A
avec 1i_>n1 c(r)=c.=Betc(Ry) =c1 =c.— R soit A = (c. —c1)Ry
T o0 b

Ainsi |¢(r) = c.+ (¢ — cc)&
r

Partie B En régime non stationnaire DD

Nous utiliserons néanmoins I'expression trouvée dans la question R5 en prenant en compte le fait que le rayon
Ry(t) dépend du temps.
R6. En supposant que toutes les molécules de dioxyde de carbone arrivant a la surface de la bulle y pénetrent,

montrer que le flux moléculaire, qui s’identifie au taux de variation ® = —2 du nombre N, de molécules

dN, Pd
de dioxyde de carbone dans la bulle, admet comme expression d—tg = JEZ{T d‘t/’

et la température de la bulle supposées constantes, et r le taux de variation du volume.

ou P et T sont la pression

Solution: APy = —.
PV
Loi des gaz parfaits au CO, dans la bulle : N, = ng 45 = ﬁ,/@

R dN, P dVv
A P et T constantes : d—tg = ﬁ/i,{y X s

dR .—c1) DRT
R7. En déduire la relation : Ry, b= (cc = 1) dont on vérifiera I'homogénéité.

dt PM
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Solution: Or d—tg = —®y (le flux de molécules vers l'extérieur de la bulle)
dNg P dVv
=9 Ly w -
dt RT "
P dirR}
—dy = 377
NS R T
P dRy
—dy = — 4rRE—"
N RTJVQ/ X 7TRb dt
P dRy
ATAD Ny /M = — dm Ry ——
v JVM/ RTJVJ/ X 7I'Rb a
Dle.—c)Ry _ P udF
M RT™" dt
D(c. — c1) P dR,
e o Rp—t
M RT — dt
dR, DRT(c. — 1)
Ry =
dt MP

R8. On néglige le volume initial de la bulle, de sorte que Ry, (t = 0) ~ 0. En déduire R},(t).

R} DRT(c. —
Solution: Par intégration entre t =0 et ¢ : ?b - 0= Mt, soit | Ry = \/

2DRT(CC - Cl)t
MP

MP

R9. On donne en plus des valeurs numériques précédentes : D = 3.107? uSI. Calculer en millisecondes la durée
At mise par une bulle pour atteindre un rayon de 10 pm.

MPR?

Solution: Durée nécessaire : At = 2DRT(c. — c1)

= 2,8 ms

Exercice n°6  Diffusion du dioxygene dans un capillaire pulmonaire S

Soit un capillaire pulmonaire d’axe Ox, de longueur L et de rayon a contenant des particules qui diffusent
selon ’axe du cylindre avec un coefficient de diffusion D. On note ng = n(x = 0) et ne = n(z = L), les densités
volumiques de O, aux deux extrémités du capillaire, supposées constantes.

Les molécules O, peuvent entrer au travers de la surface latérale du tube cylindrique avec un flux en x :
0P1at = —h(n(x) — Next)dSat, avec dSpy = 2madr et nexy > ng

R1. Déterminer 'unité de h.

. [5(Dlat] 3_1 _
Solution: [h] = sl = g = M

1

R2. Faire un bilan de particules en régime stationnaire sur un systéme infinitésimal compris entre x et x + dz.

Solution: Systeme . : portion infinitésimale x et x + dx, entre ¢ et ¢ + dt.
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Variation du nombre de neutrons dans ¥ entre ¢ et t + dt : d(0N,) =0
Nombre de particules entrant algébriquement dans le systéme :

5Next%2 = (SNextHE(xa t) + 5Next%2 (-77 + de, t)
= Jn(@t) - STt + ju(x +du, t) - (—Sud)dt
Jn(z,t)Sdt — jn(x + dx, t)Sdt

N LAY
O
= —a‘y—NdxﬂaZdt
ox
on
. _ _pon
Or jn o
2
ONext—ys = D@dxﬁazdt
0x?

Nombre de particules entrant par la surface latérale : 0 N,y = h(n(x) — Nexy ) 2madxdt
2

Par conservation de la matiere : 0 = Dd—deﬂant + h(n(z) — Next)2madadt
T

d?n _ th(:v) o _thext

(|4 _
Soi dx aD aD

2
d*n om0 Nex

de? 82 52
Exprimer 0 en fonction de D, a et h. Faire I'application numérique pour 9, préciser son unité et donner un
sens physique a ce parametre. Que peut-on dire de la longueur L du capillaire par rapport a ¢ ?

Solution: On identifie : |§ = \/g

§=7,210""m< L
§ représente la distance caractéristique d’évolution de n : n(x) = Ae™5 + Bes + ...

R3. En déduire que n(z) vérifie I'équation différentielle :

Le capillaire peut étre considéré comme « infini » a 1’échelle de 9.

e Rayon typique d'un capillaire pulmonaire : a = 4,0 um
e Perméabilité de la membrane alvéolo-capillaire : A = 66.107% uSI

e Coefficient de diffusion de O, dans le sang : D = 1,7.1077 uSI

e Longueur typique d’'un capillaire L ~ 1 mm

R4. Déterminer I'expression de n(z) dans I'hypotheése ou L est trés grand soit lim n(x) = Next-
Tr—>00

Tracer son évolution n(x) et y faire apparaitre d.
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Solution: Solution : n(z) = Ae™5 + Bes + Ney
En Tinfini, lim n(x) = Neys, ce qui impose B = 0 (sinon Bes diverge).

n(0) =ng = A+ Next

Ainsi @ [n(x) = (ng — next)e_§ + Next

R5. Exprimer le nombre de particules qui s’échappent au travers de la surface latérale du tube cylindrique de
longueur L par unité de temps.

Solution:
Néchap L
— = 0D,
dt /3020 fat
L
= / h(n(z) — Next)2madx

=0
= 2mah(ng — Next) /Oo e sdx

0
= 2mah(ng — Next) X (—0) x (0 —1)

= 2mah(ng — Nex )0

Exercice n°7 Diffusion longitudinale de neutrons dans un barreau de plutonium > DD

On étudie la diffusion unidirectionnelle de neutrons dans un barreau de plutonium cylindrique d’axe (Ox)
et de section droite d’aire S s’étendant entre les abscisses = 0 et = L. On note n(z,t) la densité volumique
de neutron. Cette diffusion satisfait une loi de Fick avec un coefficient de diffusion D = 22 m? - s,

Par ailleurs, du fait de réactions nucléaires entre les neutrons et la matiére, des neutrons sont produits.

n(x,t)

caractéristique des réactions nucléaires dans le barreau.
On admettra en premiere approximation que n doit s’annuler a tout instant aux extrémités du cylindre (x = 0
et = L). En revanche n(z,t) # 0, Vz € [0, L].
on Pn  n
R1. Montrer que n(x,t) vérifie — = D— + —
d (z,1) ot ox? T

Il apparait oy(x,t) = neutrons par unité de temps et de volume ot 7 = 2,86.107° s est un temps

Solution: Systeme . : portion infinitésimale x et x + dx, entre ¢ et ¢ + dt.

S

Variation du nombre de neutrons dans X entre ¢t et ¢ + di :

d(6N.) = ON(t+dt) — ON(1)
n(z,t+dt)Sde — n(z,t)Sdx
on
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Nombre de particules entrant algébriquement dans le systéme :

6Next—>2 = 5Next—>2 (JI, t) + 6Next—>2 (LU + dl‘, t)
= Jn(@t) - STt + ja(z +de, t) - (—Sud)dt
jN(SE,t)Sdt - ]N(l' + d.’ﬂ,t)Sdt

_ Ojn
on
o _pot
Or Jx ox
0’n

5Next—>2 = DWdISdt
x
Nombre de neutrons produites : d N, = oy x Sdzdt

on _ pon  n
ot ox2 T

Par conservation de la matiere :

R2. Déterminer n(x) a une constante multiplicatif pres en régime stationnaire.

Montrer que ce régime n’est possible que pour une valeur particuliere L, de L que 'on déterminera.

d’n n

Solution: En régime permanent : — + — =0
da? 7

x x
Par intégration : n(z) = Acos ——— + Bsin ——

vor TP b

VDr VDr
s’annuler entre 0 et L, il faut que |L = L, = 7V DT

Ainsi |n(x) = Bsin (71'5)

S

L L
n(0) = A =0 et n(L) = Bsin —— = 0, soit —— = nm, soit L = nmv D7. Comme n ne doit pas

R3. En régime quelconque, on cherche une solution de la forme n(z,t) = h(z)e 7.

Déterminer la relation entre T', L, D et 7, ainsi que h(z) a une constante multiplicative pres.

Solution: En injectant dans I’équation de Q1 :

—hgﬂeﬁ~._ Dh%xk‘%%-h@ff%
_h(Tx) = DI'(z) + h(f)
1

B () + h(x)llj (i 4 T) _ 0

, . « , . , 1 1 /1 1
h vérifie la méme équation que précédemment en remplacant — par — ( + >

D D\r T

1 1
et~ (5

Avee 2 JL ] L 1_mD 1

veC —={|/ -+ 5 =T, solt — = —
\/E T T ’ T L2 T

R4. En déduire que n(x,t) diverge si L > L.
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Solution:
si WZ? > l, alors T' > 0 et le nombre de neutrons tend vers 0 apres quelques T, et le réacteur s’éteint.
7D . ,
si < —, alors T' < 0, et le nombre de neutrons divergent : le réacteur s’emballe.

12
2D

L2

1
Par conséquent, il faut que = —, soit L = L.
T
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