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CAPACITES & COMMENTAIRES

Univers, événements

Univers Q, tribu «f. Espace probabilisable (Q, 7).

On se limite a la définition et a la stabilité par les opéra-
tions ensemblistes finies ou dénombrables.

+00
Traduction de la réalisation des événements | J A, et
n=0
+00
(] A, al'aide des quantificateurs J et V.
n=0
Evénements. Généralisation du vocabulaire relatif aux événements in-
troduit en premiere année.
Probabilité

Probabilité sur (Q, «f), o-additivité.

Espace probabilisé (Q, <7, P).

Probabilité de la réunion ou de la différence de deux évé-
nements, de I'’événement contraire.

Croissance de la probabilité.

Continuité croissante, continuité décroissante.

+00o +00
Sous-additivité : P({J 4n) < Y P(4n),

n=0 n=0

Evénement presque sfir, événement négligeable.

Notation P(A).

Application : pour une suite (Ay) ,en d’ événements (non
nécessairement monotone), limites quand 7 tend vers
I'infini de

P(]QOAk) et P(ﬁAk).

k=0

En cas de divergence de la série a termes positifs ). P(A),
on rappelle que

+o00
Y P(Ap) = +oo.
n=0

Systéme quasi-complet d’événements.

Probabilités conditionnelles

Si P(B) > 0, la probabilité conditionnelle de A sachant B

P(ANnB
est définie par la relation P(A|B) = Pg(A) = (P(—B))

L'application Pg définit une probabilité.
Formule des probabilités composées.
Formule des probabilités totales.

Formule de Bayes.

Si (Ap)n=0 est un systeme complet ou quasi-complet
d’événements, alors

+00 +00
P(B)=)Y P(BNA,) =) P(BIA)P(Ay)
n=0 n=0
On rappelle la convention P(B|A;)P(A,) = 0 lorsque
P(Ap) =0.

Evénements indépendants

Indépendance de deux événements.

Indépendance d’'une famille finie d’événements.

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Si P(B) > 0, I'indépendance de A et B équivaut a
P(A|B) = P(A).

Lindépendance deux a deux n’entraine pas I'indépen-
dance.
Extension au cas de n événements.




Intégrale a parametre

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Continuité et limite aux bornes

Théoréme de continuité :
si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction
définie sur A x I, telle que :

— pourtout €I, x— f(x,1) est continue sur A;

— pour tout x € A, t — f(x,t) est continue par mor-
ceauxsur [;

- il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que
pour tout (x,t) € Ax I, on ait | f(x, )| < @(8);
alors la fonction x — f f(x,t)dt est définie et continue
I

sur A.

Théoreme de convergence dominée a parametre continu:
si A et I sont deux intervalles de R, a une borne de A et
f une fonction définie sur A x [ telle que :

— pourtout te€l, f(x,t) — 4(1);
X—a
— pour tout x € A, t — f(x,1) et t — £(f) sont conti-
nues par morceaux sur [;

— il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que
pour tout (x, £) € Ax I, onait | f(x, )| < p(8);

alors ¢ est intégrable sur [ et :

ff(x, t)dt—»f[(t)dt.
1 x—a Jr

En pratique, on vérifie I'hypothese de domination sur
tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés a
la situation.

On remarque qu'il s’agit d'une simple extension du théo-
réme relatif aux suites de fonctions.

Dérivation

Théoréeme de dérivation :
si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction
définie sur A x I, telle que :

pour tout ¢ € I, x — f(x, t) est de classe € sur A;

— pourtout x€ A, t — f(x,t) estintégrable sur I;

0 .
pourtout x€ A, t— G_f (x, t) est continue par mor-
X
ceauxsur [;

il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que

pour tout (x, £) € Ax I, on ait

0
—f(x,t)‘sqo(t);
0x

alors la fonction g : x — f f(x, 1) dt est de classe € sur A
I

et vérifie :

VxeA, g =faf(x, 1) dr.

1 0x

Extension a la classe €% d’'une intégrale a parametre, sous
k

0
hypothése de domination de ¢ — 6_]’: (x, ) et d’intégrabi-
X

ol f

lité des t — —
ox/

(x,t) pour0<j<k.

La démonstration n’est pas exigible.

En pratique, on vérifie I'hypothése de domination sur
tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés a
la situation.

Exemples d’études de fonctions définies comme inté-
grales a parametre : régularité, étude asymptotique,
exploitation d’'une équation différentielle élémentaire.
L'unicité de la solution d'un probleme de Cauchy adapté
sera explicitement admise.




Durant la colle, des questions de cours pourront étre posées.

Questions de cours possibles

— La démonstration d'une propriété parmi les suivantes :

> Stabilité par intersection dénombrable et intersection finie d'une tribu.

> Continuité croissante d'une probabilité.

> Formule des probabilités totales pour un systéme complet d’événements.
> Théoréme de continuité sous le signe [

— Un énoncé d’'une proposition, d'un théoreme ou d'une définition.

Prochain programme

Intégrale a parametre et séries entieres.
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