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Espaces vectoriels

Exercice 1. (©)-(V0)
1) Soit a € C. Montrer que la famille ((X — a)¥)o<r<n est une base de R,,[X].
2) On pose pour tout k € [1,n], fx : 2 — |z — i|. Montrer que la famille (f1,..., f,) est libre.

3) Soient ay, ..., a, des réels deux a deux distincts. On pose pour tout k € [0,n], fi : © — e**®.
Montrer que la famille (f1,..., fn) est libre.

Exercice 2. (©) On note S,,(K) I’ensemble des matrices symétriques et A, (K) I’ensemble des matrices antisymétriques

de M,,(K).
1) Montrer que A, (K) et S, (K) sont des sev de M,,(K). Déterminer leur dimension.

2) Montrer alors qu’ils sont supplémentaires dans M, (K).

Applications linéaires

Exercice 3. (VQ0) Soit n € N, n > 2. On note E = R[X] et on définit 'application f par
VP e E, f(P)=P(X+1)- P(X).

1) Vérifier que f est un endomorphisme de FE.
2) Déterminer le degré de f(X*) pour k € N.
3) Déterminer le noyau de f.
4) Soit n € N*.

-a- Montrer que R,,[X] est stable paar f.
On note f,, Pendomorphisme induit par f sur R,[X].

-b- Déterminer le rang puis 'image de R,,[X].

5) Montrer que f est surjectif.

Exercice 4. (V) Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F), g € L(F,G).
Montrer que go f = 0z (g, si et seulement si Im f C Ker g.

Exercice 5. (O) Soit £ un K-espace vectoriel. Soit (f,g) € (L(E))2.
1) Montrer que Ker f C Ker(go f) et Im(go f) C Img.
2) On suppose ici que f o g =Idg. Montrer que Ker f = Ker(go f) et Im(go f) =Img.

Exercice 6. (V0) Soit E un espace vectoriel sur K. Soient (f,g) € (L(E))? tels que fog = go f (ie. fetg
commutent). Montrer que le noyau et 'image de f sont stables par g.

Exercice 7. (x) Soit E un K espace vectoriel, p un projecteur et f un endomorphisme de E. Montrer que p et f
commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par f.

Exercice 8. (V) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que f2 = f. Montrer que E =
Ker f & Im f.




Exercice 9. (V) Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension finie E tel que rg(f) = rg(f?).
1) Montrer que Im f2 = Im f. En déduire que Ker f = Ker f2.

2) Déduire de ce qui précéde que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

Exercice 10. Noyaux et images des itérés
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour k € N, on pose Nj, = Kerf* et I}, = Imf*.

1) (©)Montrer que la suite (N )ren est croissante : pour tout k € N; N C Niyq.

2) (©OQ)Démontrer que, s'il existe un entier p tel que N, = N,11, alors pour tout entier ¢ supérieur ou égal a p,
Ny = Nyy1 puis Ny = N,,.
(*)On suppose maintenant que E est dimension finie n.

3) Montrer que la suite (Ng)ken est constante a partir d’un certain rang p inférieur ou égal a n.
Dans la suite p désigne le plus petit entier tel que N, = Np41.

4) Que peut-on dire de la suite (Ix)gen?

5) Montrer que N, ® I, = E.

Exercice 11. (%) Soit E un espace vectoriel de dimension n. Montrer que n est pair si et seulement si il existe
f € L(E) tel que Im f = Ker f.

Applications linéaires et matrices

Exercice 12 Soit E un K-ev de dimension 3. Soit f € £(F) non nul tel que f? = 0z(E)-

1) Montrer que rg(f) = 1.

2) En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle f a pour matrice

o O O
o OO
O O =

Exercice 13. (x) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et « un endomorphisme nilpotent, i.e. il existe

p € N* tel que u? = Oz (gy. Soit ¢ le plus petit entier vérifiant la relation précédente (on I’appelle indice de nilpotence
de u).

1) Montrer qu'il existe z € E tel que u¢~1(z) # 0g et que la famille B = (z, u(z), u?(z),...,ud"1(x)) est libre.

2) Comparer q et n.

3) Déduire finalement que u™ = 0. (g).
)

4) Cas n = p. Montrer que B est une base et déterminer la matrice de f relativement a cette base B.

Exercice 14. (x) Soient f et g deux endomorphismes d’un K-ev de dimension finie. L’objectif de l'exercice est de
prouver :

rg(g o f) < min(rg f,rg g) c’est-a-dire rg(go f) <rgf et rg(gof) <rgg.
1) A T’aide d’une inclusion entre Im(g o f) et Im g obtenir une des deux inégalités.

2) On pose h la restriction de g & Im f, h = g| 1, y. Montrer que Im(go f) = Imh. En déduire & 'aide du théoréme
du rang l'autre inégalité voulue.

3) Application. Soient (4, B) € (M,,(K))?. Montrer que rg(AB) < min(rg A, 1g B).




Exercice 15. (©)

1 2 -1
1) Onpose A= (2 4 —2| et f 'endomorphisme canoniquement associé a A.
3 6 -3
Déterminer le rang de f, une base de Im f et une base de Ker f.
1 2 0 =2
2) Onpose B=|—-1 1 =3 2 | et g lapplication linéaire canoniquement associée a B.
2 3 1 -4

Déterminer le rang de g une base de Im g et une base de Ker g.

-2 3 3
Exercice 16. (©) Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A = | -1 2 1
1) Montrer que f est un projecteur. -2
2) Déterminer ses éléments caractéristiques. Lo o
3) Déterminer une base B’ = (u,v,w) telle que Matg (f)=[0 1 0
0 00
Une telle base est appelée une base adaptée a f.
. (1 -1 e I p: Ma(R) — My[R)
Exercice 17. (O) On pose A = (_1 1 > et on considére 1'application X o AX
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ms(R).
2) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de Ms(R).
3) Déterminer noyau et image de ¢.
5 4 -1
Exercice 18. (O0)- Diagonalisation Soit A= [2 0 —2| et soit f 'endomorphisme de R? canoniquement associé.
7 4 -3

On note B la base canonique de R3.
1) Déterminer une base de chacun des noyaux suivants Ker f, Ker(f — 41d), Ker(f + 21d).
2) En déduire une base B’ ou la matrice de f est diagonale. On notera D cette matrice.

)
)
3) Ecrire la matrice de passage P de B a B'.
)
)

4) En déduire A™, pour n € N.
5) Application : déterminer le terme général des suites définies par
Upt+1 = DUy + 40y — Wy ug =1
Vn €N, vy = 2u, — 2wy, vg =0
Wpt1 = Uy + 4v, — 3w, wo = —1

Exercice 19. (©) Déterminer les matrices de M,,(R) semblables & I,,.

2 -3 6 1 00
Exercice 20. (O) Montrer que les matrices A= |1 4 —=5],B= [0 2 0| nesont pas semblables.
2 =3 1 0 0 3



Exercice 21. (©) Montrer que les matrices suivantes sont semblables et déterminer la matrice inversible P telle que
B = P~'AP. Puis calculer A™.

3 -1 1 210 1 1 -1 01 0
))A=11 2 0],B=[(0 2 1]. 2) A=(-3 -3 3 |,B={(0 0 0
0 1 1 0 0 2 -2 -2 2 0 0 0

Exercice 22. (*) Soit la matrice M € M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la premiére ligne et la
premiére colonne qui valent 1.
Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a M. Déterminer une base de Im f et Ker f.

| Exercice 23. () Soit A € M,,(K) telle que rg(A) = Tr(A) = 1. Montrer que A% = A.
| Exercice 24. (OQ) Soit p un projecteur d’un espace vectoriel de dimension finie E. Montrer que rg(p) = Tr(p).
| Exercice 25. () Soient (4, B) € M,,(K)?. Résoudre I'équation X + Tr(X)A = B d’inconnue X € M, (K)

Exercice 26. (%) Soit A € M,,(R). On pose B = (161 i) € M, (R).

1) Calculer rg(B) en fonction de rg(A).

2) On suppose que A est inversible. Montrer que B est inversible et déterminer B~!.

Déterminants

Exercice 27. (V0) Soit (a,b,c) € R3. Calculer et déterminer une forme factorisée des déterminants suivants:

1 1 1 1 1 1 a®> ab b?
1) jla b ¢ 2) la b ¢ 3) |b? a* ab
a? b P a® v A ab b2 a?
a b ... b
b a

Exercice 28. (V0) Soit (a,b) € R?. Calculer pour n € N*, D,, =

[n]

Exercice 29. (x) Soit (a,b) € R%. Soit A, le déterminant de format (2n,2n) avec des a sur la diagonale principale et
des b sur 'autre diagonale. Calculer A,,.

a —a? 0 0
2 a —a?
Exercice 30. (V0) Soit a € R} et D,, = | 9 a .0 . Calculer D,, en fonction de n.
a2
0 0 2 a

Exercice 31. (x)

1) Calculer le déterminant de la matrice blocs ( Z?‘ Z‘;” )

2) Soit M € M,,(K). Calculer le déterminant de la matrice < LCZ% Z]\]\f[ > € M3, (C)




