CHAPITRE

RAPPELS ET COMPLEMENTS
D’ALGEBRE LINEAIRE

Ce long chapitre est pour la grande majorité un chapitre de révision de toute ’algébre linéaire de PCSI, il y a
cependant quelques compléments de PC qui sont clairement mentionnés comme nouveauté :

e I1.8. Somme de n sous espaces vectoriels

Dans III.1. Dimension de F; X --- x B,

e II1.3. Somme de de n sous espaces vectoriels
e V. Sous-espaces stables

e VIII. Trace

e X. Interpolation de Lagrange
Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou C.

I Espaces vectoriels et applications linéaires

I.1 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

/—[Déﬁnition (Espace vectoriel)} <

Un ensemble E est un K-espace vectoriel s’il est muni d’une loi notée + et d’une loi notée - telles que :
e + est associative : V(z,y,2) € B3, (z+y)+z=z+ (y +2)
e + est commutative : V(z,y) € B2, x +y=y+x

e + admet un neutre noté Og : Vx € E, x +0g =0g +x

tout z € F admet un opposé, noté —z vérifiant : = + (—z) = (—z) + = =0g

Pour tout (z,y) € E?, (A, u) € K2

A+p)z=X atup-x A(z+y) =Az+ Ay A(p-z) = (Ap)-x 1-z = z ou 1 neutre de K

L’espace vectoriel est alors noté (E, +, ). Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K sont
appelés scalaires.
Le neutre 0 de + est appelé le vecteur nul

| J

Construction d’espaces vectoriels :

e Produit cartésien d’espaces vectoriels.
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On munit I’ensemble F x F' de deux lois:

(z1,91) + (22, 92) = (21 + 22,91 + ¥2) A1, 1) = (Az1, Ay).
Alors (E x F, +, -) est un K-espace vectoriel, d’élément neutre (0g,0r) et 'opposé de (z,y) € E x F est (—z, —y).

Notation : les lois sont toutes notées + ou - qu’elles soient envisagées sur E, F' ou E x F.

Plus généralement, si E1,..., F, sont des K-espaces vectoriels on munit F; x --- x E,, de deux lois

(1, Zn) + W1y yn) = (@1 + Y1,y T + Yn) Mz, .. xn) = (A1, ..., ATp).
Alors (Ey X -+ X By, +,-) est un K-espace vectoriel, d’élément neutre (Og,,...,0g,) et 'opposé de
(T1,...,2n) € B1 X -+ X Ey est (—x1,...,—xy).



e Espace vectoriel EX.

Soit X un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel. On munit 'ensemble EX = F(X, E) de deux lois en

posant, pour tout (f,g) € (EX)2, A € K:

f+g: X — E AM: X - E
z = f(x)+g() z = Af(x)

Alors EX est un K-espace vectoriel, d’élément neutre Ogx : @ € X — Og (I'application nulle) et 'opposé de

fEEX est —f:z e X — —f(x) € E.

Exemples K - espaces vectoriels usuels & connaitre :

1) K® =K x --- x K que I'on confondra parfois avec M,1(K), autrement dit, on confondra le vecteur (z1,...
Z1

et la matrice-colonne

Lp
2) K ou I est un intervalle
3) T’ensemble des suites KN

)
)
4) Pensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K

5) Pensemble des matrices & coefficients dans K, M,, ,(K)

Pour prouver qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel de E on utilise le plus souvent le résultat suivant :

f—[Théoréme (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)}

Soit E' un K-espace vectoriel. F' est un sous-espace vectoriel de E (sev de E) si et seulement si :
1) F est une partie de E
2) F#0 (0g € F)
3) Stabilité par combinaisons linéaires

Y(z,y) € F?, VA€K, Xz +y € F.

(S

Exemples K-espaces vectoriels usuels qui sont sev d’ev usuel :
1) CK(I,R)
2) K,[X]
3) T’ensemble solution d’une équation différentielle du premier ordre ou du second ordre linéaire homogéne
4) Pensemble solution d’un systéme linéaire homogene
)

5) E et {Og} sont des sous-espaces vectoriels de F appelés sous-espaces vectoriels triviaux.

Exercice.
1) Montrer que F = {(x,y,z) € R? / 22 + 5y + 7z = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.

2) Montrer que F = {(x,y,2) € R® / 32 + 2y + 42 = 5} n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

3) Montrer que ¢y(N) = {(un) eC"/u, — 0} est un sous espace vectoriel de CV.

n — +4oo

4) Mountrer que F' = {P eR[X]/P(1) = P(2) = 0} est un sous espace vectoriel de R[X].

5) Soit I un intervalle centré en 0. Les ensembles Z = {f € R! / f impaire} et P = {f € R! / f paire} sont des

sous-espaces vectoriels de RY.



Théoréme (Intersection de sous-espaces vectoriels)}

Soit E un K-espace vectoriel. Toute intersection (finie ou infinie) de sous-espaces vectoriels de E est un
sous-espace vectoriel de E.

& Attention & La réunion de sous-espaces vectoriels n’est en général pas un sous-espace vectoriel. Contre-
exemple :

1.2 Applications linéaires

f—[Déﬁnition (Application linéaire)} <

e On appelle application linéaire de E dans F' toute application f : E — F telle que:

V(z,y) € B2, VAEK, f(ha+y)=A\f(z)+ f(y)
L’ensemble des applications linéaires de F dans F' est noté L(E, F'), c’est un espace vectoriel.

e On appelle endomorphisme linéaire de F toute application linéaire de E dans E est . Leur
ensemble est noté L(E).

e On appelle isomorphisme toute application linéaire de E dans F' et bijective.

e On appelle automorphisme de E tout endomorphisme bijectif de E dans E. Leur ensemble est noté

GL(E).

e On appelle forme linéaire toute application linéaire de E dans K. Leur ensemble est noté L(E, K).

(. J
Exercice.
2 2
1) Montrer que I’application ! (iRy) : (@ ;liL V) est un automorphisme de R2.
. 2
2) Montrer que 'application f (iRy) : . +IS+ 1 n’est pas linéaire.
. f RZ = R? L
3) Mont I'applicat ‘est, 1 .
) Montrer que 'application (@y) = (2 +zz+y) n’est pas linéaire
. ol 0
4) Montrer que Papplication LI (? R) : ¢ (;,’ R) est linéaire.
¢: C%a,b,R) — R

5) Montrer que I'application est une forme linéaire.

f = Y at

/—[Théoréme (Une application linéaire est déterminée par ’image d’une base.)} ~

Soit (eq,...,en) une base de E et (uq,...,u,) une famille de vecteurs de F.

Il existe une unique application linéaire f € L(E, F) tel que : Vi € [1,n], f(e;) = u;.

Autrement dit, une application linéaire est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’une base
de ’ensemble de départ.




,—[Théoréme-Déﬁnition (Noyau/Image - Caractérisation de ’injectivité/ surjectivité)%

Soit f € L(E, F).

e Lenoyau de fest Kerf={zxe€ FE/ f(x)=0p}. Clest un sous-espace vectoriel de E.
‘f est injective <= Ker f = {0g} ‘

e I’image de fest Imf = f(F)={f(z)/x € E}. Cest un sous-espace vectoriel de F.
Famille génératrice de Im f.

Si E = Vect((e1,...,e,)) alors Im f = Vect(f(e1),..., f(en)).

‘f est surjective <= Im f = F ‘

(S

Exercice.
. . . , .. f: R3 — R3
1) Déterminer le noyau et I'image de lapplication (@,9,2) — (242y—2 20 +y,—3y+22) "
i} . ) , . f: RX] — R[X]
2) Déterminer le noyau et 'image de application P = P
Ro[X] — R2
3) Déterminer le noyau et I'image de Papplication 21[3 ) o (ﬁ(()), F(l)) .
4) Des inclusions classiques. Soient (f,g) € (L(E))2.
-a- Montrer que :Im(f?) C Im f Ker f C Ker(f?) ot f2=fo f

-b- On suppose que go f = 0z (p). Etablir une inclusion entre Im f et Kerg.

IT Famille de vecteurs

IT1.1 Famille libre

~(Définition (Famille libre)]

e Une famille (ay,...,a,) est dite libre si :

V()q,...,)\n) EK", Aia; =0 = Vi € [[1,71]], A =0.

e Si F n’est pas libre on dit que la famille est liée., dans ce cas 'un des vecteurs a; est combinaison

linéaire des autres vecteurs.
|\

,—[% Meéthode pratique S\ (Montrer qu’une famille finie est libre)}

Pour montrer que la famille (z1,...,x,) est libre :

n
» prendre (A1,...,A\,) € K" tel que Z Xix; = 0g (cela méne souvent a un systéme)
i=1

» puis déduire que \y = ... =\, =0

|

Exercice.

1) Dans R? on pose &1 = (1,—1,1), &2 = (0,1,2), €3 = (2,0,3). La famille (g1, &2, 3) est-elle libre?
2) Dans R? on pose €1 = (2,1,0), e2 = (4,5, —2), e3 = (1,—1,1). La famille (g1, &2, €3) est-elle libre?
3) Dans Ry[X], on pose P =2X? — X +1, P, = X, Py = X? — 3. La famille (P, P, P3) est-elle libre?
)

4) Dans R® on pose fi : x+ |z — 1|, fi : x> ||, f1 : 2+ |z + 1]. La famille (f1, fo, f3) est-elle libre?



On retiendra ce résultat utile pour les familles de polyndmes

Propriétés (Liberté de famille de polyn(”)mes)}

1) Toute famille de polynémes non nuls échelonnée en degrés est libre.

2) Toute famille de polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts est libre.

I1.2 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

f—[Théoréme-Déﬁnition (Sev engendré par une famille de vecteurs.)}

Soient E un K-espace vectoriel et A = {aq,...,a,} une partie de E.
L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de A

n
Zmi ot (Ar,...,\,) € K"
i=1

est un sous-espace vectoriel de E, que 'on note Vect(A) ou Vect(aq,...,an). Cest le sous-espace vectoriel
engendré par A.

NB : Vect(A) est le plus petit, au sens de I'inclusion, sev de E contenant A.

I1.3 Bases

f—[Théoréme-Déﬁnition (Base)]

Soit (617 ° 00

,€r) une famille de vecteurs de E.

e On dit que (e, ..

., en) est une base de FE si la famille (eq, ..

., en) est libre et génératrice.

e De manicre équivalente (eq,..

.,€e,) est une base de E si et seulement si tout vecteur x € E se

décompose de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs (e, ..., ey,).
n

,An) € K™ de x dans la base B telles que z = Z A;€e; sont notées en colonnes

i=1
A1

Les coordonnées (A1, .. .

Matg(z) = : matrice des coordonnées de = dans la base B .

An

|

Exemples A connaitre : bases canoniques.

1) La base canonique de C (comme R-ev) : (comme C-ev) :
2) La base canonique de K" :
3) La base canonique de K,[X] :

4) La base canonique de M,, ,(K) :

Exercice.
1) Donner une base de F = {(z,y) € R? / 22 — 3y = 0}.
2) Donner une base de F' = {(x,y,2) € R3 /22 — y + 32 = 0}.

3) Donner une base de F = {P € R3[X]/ P(3) = 0}
4) Donner une base de F' = {M € My(R) / AM =05} ou A = (11 11)

5) Donner une base de F' = {f € C}(R) / f' +3f = 0}.
6) Donner une base de F' = {f € C3(R) / f"" — 3f' +2f = 0}.



IT.4 Matrice d’une famille de vecteurs

,—(Déﬁnition (Matrice d’une famille de vecteurs)} <
Soit B = (ey,...,e,) une base d'un K-ev E.
Soit F = (x1,...,2p) une famille de vecteurs de E. Pour tout j € [1,p], les z; se décomposent dans la
base B :
n
By = Z aije;, ai; i-iéme coordonné de z;.
i=1
La matrice de la famille F = (21,...,2,) dans la base B est :
Z1 Z2 Z; Tp
Lo & d
a1 ai12 600 a1j 600 A1p €1
a1 a922 600 a2;j 600 a2p €9

(On écrit donc en colonnes

Matg(F) = Matg(x1,...,zp) = les coordonnées de x;.)

a;1 a;2 600 A5 600 Aip €;

an1  Gp2 ... QGpj ... Qpp/ €En
(. J

Exemples

1) Soit B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3 et u; = (0,1, 1), us = (1,2,1).
Déterminer la matrice de (ug,us) dans la base B et la matrice de (ug,u1) dans la base B.

2) Soit B = (1, X, X2, X3) la base canonique de R3[X]. On pose P; = X3+ X, P, = —X24+2X+1, Py = X3—2X +2.
Déterminer Matp(Py, P2, Ps).

II.5 Somme de sous-espaces vectoriels

,—[Théoréme-Déﬁnition (Somme d’espaces vectoriels)} N

Soient E un K-espace vectoriel et F;, Fs deux sous-espaces vectoriels de F.

e On définit la somme de E; et Ey par: Ei+Ey={ax1+x3 /21 € By, 22 € Ex}. By + E5 est
donc I’ensemble des éléments de E qui s’écrivent comme somme d’un élément de F; et d’un élément
de EQ.

e [’ensemble F; + E5 est un sous-espace vectoriel de E qui contient F; et Fs.

e Concaténation de familles génératrices.
Soient 4; et Ao des familles génératrices respectives de Eq et Es. Alors:  Ej + Es = Vect(A; UAs).
En particulier, soient z1,..., Ty, Y1,---,Ym des vecteurs de . Alors:

Vect(z1,...,2,) + Vect(yr, ..., ym) = Vect(1, ..., Tn, Y1, -+, Ym)-




Tout vecteur x de E1 + Fo peut se décomposer © = x1 + x2 avec x1 € E1 et 9 € F5. Cette décomposition est-elle
unique? Le résultat suivant répond a la question.

(S

,—[Théoréme-Déﬁnition (Somme directe - Supplémentaires)} ~

Soient F un K-espace vectoriel et E7, F5 deux sous-espaces vectoriels de E.

e F et Es sont dits en somme directe si tout vecteur de Fy + Fs s’écrit de maniére unique comme
somme d’un élément de F' et d’un élément de G.
On note alors Ey @ E5 au lieu de E; + Fs, pour indiquer qu’il y a somme directe.
On a : Fj, Es sont en somme directe <= E; N Ey = {0g}

e Si Fy ® F>, = F on dit que F; et E5 sont supplémentaires dans E c’est-a-dire que tout élément de
FE s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F; et d’un élément de Es:

Vo € E, 3! (1'1,1’2) ek ng/x:xl + 9.

E=F +E;

On a : E1, E5 sont supplémentaires dans F <
FiNE; = {OE}

J

(S

f—[%\ Meéthode pratique N (Comment prouver que deux sev sont supplémentaires.)H

» Si on peut, on raisonne par équivalence. Prendre x € F,
x€F+G&SI(ep,2¢) EFxG/x=ap+azcs..

dans ce cas on obtient souvent un systéeme dont il s’agit de prouver [’existence et ['unicité de la
solution.

» Sinon, on raisonne par analyse synthése. Prendre = € F.

— Analyse. Soit (zp,z¢) € F X G, tel que x = xp + z¢, alors...On doit obtenir un unique couple
qui convient, I’unicité est prouvée.

— Synthése. On vérifie que le couple (zp,xq) satisfait bien © = zp + zg.

Exercice.

1) Dans R?, on pose F' = Vect(e1) ot &1 = (1,—1) et F = Vect(ez) olt g2 = (2, —3).
Montrer queF et G sont supplémentaires dans R2.

2) Dans R?, on pose F = Vect(e1) ot g1 = (1,—1,0) et G = {(z,y,2) € R3 /22 —y + 2z = 0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

3) Dans R[X] on pose F = {P € R[X]/P(1) = 0 et P(2) = 0.}. Montrer que F et R;[X] sont supplémentaires dans
R[X].

4) Dans RE, on pose P et T les ensembles des fonctions paires et impaires respectivement. Montrer que P et Z sont
supplémentaires dans RE.

5) Dans M,,(K), les ensembles S, (K) (matrices symétriques) et A, (K) (matrices antisymétriques) sont supplémen-

<
,—[Theoreme (Une application linéaire est déterminée par ses restrictions & une somme directe)
A

taires.

On suppose que E = Fy @ F5 et soient f1 € L(E1, F) et fo € L(Ea, F).

Il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que : fig, = f1 et fig, = fo.

Autrement dit, une application linéaire est entiérement déterminée par ses restrictions a des sev supplé-
mentaires.




I1.6 Projecteur ou projection

Soient F7 et Fo deux sev supplémentaires dans F : 1 ® Fy = FE.
Alors tout z € E admet un unique couple (z1,z2) € By x E3 tel que x = 21 + 25.
Le projecteur p (ou la projection) sur F; parallelement & Fs est défini par:

p: E:El@EQ — F
r=x1+z9 +— x1

On rappelle les propriétés de p :
1) pe L(E) et pop=p
2) Imp = FE; et Kerp = E»

3) Ey = Ker(p — Idg) c’est-a-dire: Vz € E, x € By & p(x) ==
Ainsi F, est ’ensemble des vecteurs invariants par p.

4) q =1Idg —p est la projection sur Fs parallélement & E;. ¢ est appelé le projecteur associé a p.

,—[Théoréme (Caractérisation des pro jecteurs)} <

Soit |p € L(E) | Alors:

Dans ce cas Imp et Kerp sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F et p est le projecteur sur
Imp = Ker(p — Idg) parallélement a Ker p.

p projecteur < pop =p.

| J

Exercice.

1) Dans R? on pose By = Vect(e1) et Ex = Vect(ea) ot 61 = (1,—1) et e2 = (2,1). Déterminer I'expression de la
projection sur F; parallélement & Fs.

2) Dans R[X] on pose E; = Ry[X] et E; = {P € R[X]/P(1) = P(2) = 0}. Déterminer 'expression de la projection
sur F; parallelement & Fs.

p: R = R?

(z,y) = (4o —06y,2z—3y)

éléments caractéristiques.

3) Dans R2, on pose Montrer que p est un projecteur et en déterminer les



I1.7 Symétries

Soient F7 et Fo deux sev supplémentaires dans F : 1 ® Fy = FE.
Alors tout z € E admet un unique couple (z1,z2) € By x E3 tel que x = 21 + 25.
La symétrie p par rapport & Fy parallélement a Fs est définie par:

p: E:El@EQ — E
rT=x1+T9 +— T1—To

On rappelle les propriétés de s :
1) s € L(E) et sos=1Idg et donc s est bijective avec s7! = s
2) Ims = FE et Kers = {0g}
3) By =Ker(s—Idg), FE;=ZKer(s+Idg) Cclest-a-dire
Vo € E, x € B & s(x) =u, x € By & s(x) = —ux.
Ainsi E; est I’ensemble des vecteurs invariants et Fy est ’ensemble des vecteurs transformés en leur opposé.

4) s =2p —Idg ou p est la projection sur E; parallélement & Fs.

/—[Théoréme (Caractérisation des symétries)} N

Soit | s € L(E) | Alors:

Dans ce cas Ker(s — Idg) et Ker(s+ Idg) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et s est la
symeétrie par rapport & Ker(s — Idg) parallélement a Ker(s + Idg).

s symétrie & sos=1dg.

| J

Exercice.

1) Dans R? on pose By = Vect(e1) et Ex = Vect(ea) ot 61 = (1,—1) et e2 = (2,1). Déterminer I'expression de la
symétrie sur F; parallelement & Fs.



I1.8 Nouveauté PC - Somme de n sous-espaces vectoriels

f—[Théoréme—Déﬁnition (Nouveauté PC - Somme d’un nombre fini de sev)}

Soient F un K-espace vectoriel et E1, ..., E, des sous-espaces vectoriels de F.

e On définit la somme de F, ..., F, par:
N E =B+ +E,={x1+ 42,/ (x1,...,70) € By x -+ x Ep}.
i=1

C’est un sev de E contenant les espaces vectoriels F;.

e Cette somme est qualifiée de somme directe si tout vecteur de E; + --- + E,, s’écrit de maniére
unique comme somme d’éléments de Eq, ..., E,.

Onnotealors@Ei:E1®~~@En au lieu de By + -+ E,,.

i=1

n
e Lorsque @ E,=FE & ---® FE, =F, ondit que Ey,..., E, sont supplémentaires dans F.
i=1

|

/—[Théoréme (Nouveauté PC - Caractérisation de la somme directe.)}

Soient F un K-espace vectoriel et E, ..., E, des sous-espaces vectoriels de F. La somme Fy + - --+ E,, est
directe si et seulement si :

V(xl,...,xn)€E1><~-~><En, x1++xn:>V2€[[l,n]], z; =0g.
Autrement dit, une somme de sev est directe si et seulement si le vecteur nul a une unique décomposition.

(S

,—| Remarques

Il n’existe pas de critére simple pour qu'une somme de n > 3 sev est directe. Ou bien on justifie I'unicité
de la décomposition directement, on bien on fonction de proche en proche en proche.

Par exemple pour prouver que F; + E5 + F3 est une somme directe, il faut prouver successivement les
égalités :

e 1N Ey; ={0g} qui prouve E; + F5 est une somme directe

e (E1 ® E>)N E3 ={0g} qui prouve (E; @ E3) + E3 est une somme directe

III Espaces vectoriels et sev de dimension finie

III.1 Deéfinitions et premiére propriétés

Théoréme (Théoréme de la base incompléte)}

Soit E un K-ev différent de {0z} de dimension finie.
Toute famille libre finie de E peut-étre complétée en une base de E.

N En pratique N Ce théoréme est souvent utilisée pour, & partir d’'une base d’un sous-espace vectoriel F' de
FE, la compléter en une base de E. Une telle base dont les premiers vecteurs sont une base de F' est dite base de F

adaptée a F'.

10



Théoréme-Définition (Dimension d’un espace vectoriel)}

Soit EZ un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si E # {0g}, toutes les bases de E possédent le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé la
dimension de E, notée dimg F ou plus simplement dim E (s’il n’y a pas ambiguité).

Par convention dim{0g} = 0.

Exemples

1) dim¢C = dimg C =

[\

Pour n € N*, dimg K" =

w

)
)
) Pour n € N, dim K, [X] =

) dimg (M) (K) =

) Soit E = {(z,y,2) €ER3 /o —y+2=0}, dimg E =
)

)

)

(=2 N2 S

Soient F un K-ev, u € E avec u # O, F' = Vect(u) alors dimg F =

EN|

L’espace vectoriel des solutions de I’équation différentielle y’ + a(x)y = 0 est un K-ev de dimension

8) L’espace vectoriel des solutions de I’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 est un K-ev de dimension

f—[Théoréme (Nombre d’éléments d’une famille libre/ génératrice)}

Soit F un K-espace vectoriel de dimension dim E = n € N*.
1) Toute famille libre de E posséde au plus n éléments

2) Toute famille génératrice de E posséde au moins n éléments.

3) Caractérisation des bases. Soit B une famille de | n = dim F vecteurs | Alors:

B base < B libre < B génératrice .

|

Exemples
1) Montrer que ((1,1),(1,—1)) est une base de R2.

2) La famille ((X — a)*)o<k<n est une base de R, [X]. Coordonnées d’un polynéme P dans cette base?

1 1 1 1 1 1 1 0
3) Dans M3(R), montrer que B = ((1 1) , (1 0) , (0 0) , (0 0) ,) est une base Mz (R).

/—[Théoréme (Nouveauté PC - Dimension de E; X -+ X En)}

Soient E1,...,E, n espaces vectoriels de dimension finie alors

dim(E; x - X E,) = ZdimEi.
=1
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III.2 Somme de deux sous-espaces vectoriels

f—[Théoréme (Caractérisation des supplémentaires par base adaptée)}

Soient F un K-ev de dimension finie, F' et G deux sev de E de bases respectives Br et Bg, alors
E=F®G & B=BrUDBqg est une base de F.

(S

f—[Corollaire (Existence de supplémentaires)}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de F. Alors:
e F admet au moins supplémentaire dans F.

e De plus tous les supplémentaires de F' sont de dimension dim F — dim F'.
On retiendra si F'® G = F alors dim E = dim F' 4+ dim G.

|

f—[Théoréme (dim(F 4+ G) : formule de Grassmann)}

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie). Soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de £ de dimension finie. Alors '+ G est de dimension finie et

dim(F + G) =dim F + dimG —dim FN G

(S

J

Exercice. Soit E un ev de dimension 3 et F, G deux plan vectoriels de £ non confondus. Montrer que F + G = E.

f—[Corollaire (Caractérisation des supplémentaires)}

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

E:F@G@{dlmF+dlmG:dlmE {dlmF+dlmG:dlmE

FNG={0g} F+G=E

(S

Exercice Dans R3[X] on pose les trois sev suivants

F = {P e R4[X]/P(0) = P(1) = P(2) =0} G ={P € Rs[X]/P(1) = P(2) = P(3) =0} H = {P € Rs[X]/P(X

1) Déterminer les dimensions de F, G, H.
2) Montrer que F'& G = {P € R3[X] / P(1) = P(2) = 0}.
3) Montrer que F & G @ H = R3[X].

II1.3 Nouveauté PC - Somme de n sous-espaces vectoriels

)= P(-X)}.

f—[Théoréme (Nouveauté PC - Dimension d’une somme d’un nombre fini de sev)}

Soient E un K-espace vectoriel et E1, ..., E, des sous-espaces vectoriels de ¥ de dimension finie.
Alors Eq + - - - + E, est un sous-espace vectoriel de £/ de dimension finie et

dim <z”: EZ> < zn:dim E;
o= =il

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

12



f—[Théoréme (Nouveauté PC - Concaténation de bases - Partition d’une base)} <

e Soient Fi,..., E, p sous-espaces supplémentaires dans & de dimension finie.
La concaténation de bases de Ej, ..., ), donne une base de E, dite base adaptée a la décomposition
Fio---®dF,=F.

e Réciproquement, & partir d’une base de F on peut obtenir une décomposition en somme directe de
FE en fractionnant cette base.
Par exemple si (eg,...,e,) est une base de E alors avec 1 < p < ¢ < n, en posant

Hy = Vect(eq, ..., ep) Hjy = Vect(ep+1, - .-, eq) Hjz = Vect(egt1, - - -, €n).

alors
FE=H, ® H, ® Hs.

IV Matrice d’une application linéaire

,—[Déﬁnition (Matrice d’une application linéaire)} <

Soient F et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, dim £ = p, dim F' = n de bases respectives
B=(e1,...,ep) et C=(e1,...,&n).

e Soit f € L(E,F), on appelle matrice de f relativement aux bases B et C notée Matgc(f) la
matrice de la famille famille de vecteurs f(B) = (f(e1),..., f(ep)) dans la base C = (e1,...,&,) Le.

fle1) f(e2) f(es) f(ep)

X X . .
ail a2 coo a1j coo A1p €1
a1 a922 e a2; e a2p 9
Matg,c(f) = Mate(f(e1),..., f(ep)) =
a1 ;2 °00 (2] °00 Aip E;
Gn1 an2 e Qnj e Anp En
n
Les coordonnées de f(e;) dans la base C = (&1, ...,&,) sont données par f(e;) = Z @ij€;-
=1

e Si E = F et si B=C, la matrice Matg g(f) est notée Matg(f).

(. J

Exemples

R? — R2

I
1) Soit (z,9,2) = (z—2y+2,3z+4y)

. Déterminer la matrice de f relativement aux bases :

-a- B et C les bases canoniques respectives de R? et R?

-b- B/ = ((15 07 0)5 (17 15 0)7 (15 17 1)) et Cl = ((15 0)7 (15 1))

2) Soit R3I[DX] - RQIE(]
et C = (1,X,X?).

. Déterminer la matrice de D relativement aux bases canoniques B = (1, X, X2, X3)

. e R3[X] — R3
3) Sot P (P(1),P(0),P(-1) |
B=(1,X,X2% X3) et C = (e1,e2,e3) de R3[X] et R3 respectivement.

Déterminer la matrice de ¢ relativement aux bases canoniques

4) Déterminer la matrice de ’endomorphisme Idg relativement & une base B de E.

13



Trés important - Application linéaire canoniquement associée & une matrice A € M,, ,(K). ‘

C’est 'unique application linéaire telle que A = Matpg c(f) ou B et C sont les bases canoniques respectives de K? et
K™.

1 -1 2

Exemple Soit A = (3 1 0

). Déterminer I’application linéaire f canoniquement associée & A.

Exercice. Soit F un K ev de dimension finie et F, G deux sev supplémentaires dans F.
Soit p la projection sur F' paralléelement & G. On pose B = Br U Bp une base de FE ot Br et Bg sont des bases
respectives de F' et G.
Déterminer la forme de la matrice de p dans la base B. Cette base est dite adaptée a p.
Meéme question avec la symétrie par rapport a F parallélement a G.

f—[Théoréme (Lien calcul vectoriel et calcul matriciel)} N

1) Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives B et C.
Soient f € L(E,F), x € E. Alors

Matc(f(x)) = Matgc(f) Matg(z).

2) Soient E4, Es, E5 trois K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives By, Ba, Bs .
Soient f € L(E1, Es), g € L(Es, E3).
Alors
Matg, 5,(g 0 f) = Matg, 5,(9) x Matg, 5,(f).

(S J

/—[Théoréme (Bijectivité et inversibilité)} <

Soient F, F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie de bases respectives B et C.
Soit f € L(E, F).
Alors:

f est un isomorphisme <= Matg¢(f) est inversible.

Dans ce cas, .
(Matg,c(f))” =Mates (f7)-

V  Nouveauté PC - Sous-espaces stables

V.1 Nouveauté PC - Matrices définies par blocs

Considérons une matrice A € M,, ,(K) et deux entiers 7, stels que 1 <r<n—1,1<s<p— 1L
On peut diviser la matrice A en quatre blocs

Ay Ay

e (A1 Ag) Ay de format (r, s) As de format (r,p — s)
B Az de format (n —r,s) Ay de format (n —r,p — s).

La matrice est dite définie par blocs.
Sous réserve que le découpage soit identique, la définition par blocs est compatible avec les combinaisons linéaires

. A Al N+ A Ny + A
/ 1 2 / 1 1 2 2
51A< ; ﬁl) alors M+ A = <)\ ; LA, ﬁl)

Et méme compatible avec la multiplication, sous réserve que tous les produits de matrices soient licite :

si B= (Bl BQ) € Mp(K) alors MAB = (

A1 AQ B1 BQ o )\AlBl + A2B3 )\AlBQ + A2B4
Bs By -

A Ay Bs DBy AA3 By + A4Bs3 )\ABBQ+A4B4) € Mig(K).

14



Les matrices se multiplient entre elles comme si les blocs étaient des scalaires, a condition que chaque multiplication
de matrices soit licite.
La transposition d’une matrice par blocs donne

AT (A1 142>—r _ (141r A;)r)
Ay Ay Al Al

,—[Déﬁnition (Matrices diagonales/triangulaire par blocs)} <

e Une matrice A € M,,(K) est dite diagonale par blocs lorsqu’elle est de forme

An
Ago . . )
A= ) ou les A;; sont des matrices carrées, le reste est nul.

Apg

e Une matrice A € M,,(K) est dite triangulaire supérieure par blocs lorsqu’elle est de forme

A A oo Ay
Ay -++ Agg . :
A= ) . ou les blocs diagonaux sont carrés et les blocs sous-diagonaux sont nuls,
Agk
(. J
f—[Théoréme (Produit de matrice diagonale par blocs)J <

e Le produit de matrices diagonales par blocs est une matrice diagonale par blocs, plus précisément :

An B A B
Ago Bas Ao Boo

Api By ApiBrr

e Conséquence :
All P A1171
Vp e N, . =

Apg AL

V.2 Nouveauté PC - Interprétation des sous-espaces stables a I’aide de matrices blocs

,—[Déﬁnition (Sous-espaces stables)} N

Soient F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(E) un endomorphisme de E.
On dit que F est stable par f si f(F) C F c’est-a-dire :

Ve € F, f(x) € F.
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f—[Remarques (Endomorphisme induit)} N

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(E) un endomorphisme de E.
On suppose que F est stable par f, on peut alors définir un endomorphisme en restreignant f a F,

f|F: F — F
z — f(z)

que 'on appelle endomorphisme induit par f sur F.

(. J

,—[Propriétés (Caractérisation de la stabilité par I’image d’une famille génératrice)%

Soient F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(F) un endomorphisme de E.
Soit (eq, ..., ep) une famille génératrice (ou une base) de F. Alors

F stable par f < Vi e [1,n], f(e;) € F.

Exemple On pose pour tout P € R[X], f(P) = X?P' —2XP.
1) Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

2) Montrer que Ro[X] est stable par f.

f—[Théoréme (Stabilité du noyau/image par un endomorphisme qui commute)} N

Soient f et g deux endomorphismes de E. Alors Ker(f) et Im(f) sont stables par g.

(S J

/—[Théoréme (Stabilité et matrice par blocs dans une base adaptée)} N

Soit f € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit F un sev de E de dimension r et B une base de F adaptée a F' (les premiers vecteurs de B sont des
vecteurs d’une base de F'). Alors

F stable par f <= Matp(f) est de la forme (0 ‘o g)

avec A € M,(K), B € Myp_r(K), C € My_pn_r(K).

(. J
1 -1 1
Exemple Soit f I’endomorphisme canoniquement associé & la matrice A= [0 3 0
2 4 -1

On note B = (e, €2, €3) la base canonique de R®. Déterminer la matrice de f dans la base (e1, €3, €2).

Exemple Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension 5. On suppose que dim Ker f = 2, Ker f, Im f
stables par f.

1) Soit By une base adaptée a Ker f (les premiers vecteurs de By sont les vecteurs d’une base de Ker f). Donner la
forme de la matrice de f dans Bj.

2) Soit By une base adaptée & Im f (les premiers vecteurs de By sont les vecteurs d’une base de Im f). Donner la
forme de la matrice de f dans Bs.
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f—[Théoréme (Caratcérisation de la stabilités d’espaces supplémentaires)} N

Soient F est un espace vectoriel de dimension finie et Fi, ..., Fj supplémentaires dans ' : £ = E1 ®- - - E}.
On considére une base B adaptée a cette décomposition (c’est-a-dire une concaténation de bases des E;).
Alors chaque F; est stable par un endomorphisme f € L(E) si et seulement si la matrice associée a f dans
cette base est diagonale par blocs

A
Az
Mats(f) =

Apg

Les matrices A;; sont les matrices des endomorphismes induits f|z, dans la base de E; qui apparait dans

B.

Exemple Tout projecteur p et toute symétrie s a une matrice diagonale dans une base adaptée a une décomposition
d’espaces supplémentaires remarquables.

VI Rang d’une famille de vecteur, d’une application linéaire, d’une ma-
trice

VI.1 Rang d’une famille de vecteurs

,—[Déﬁnition (Rang d’une famille de vecteurs)} <
Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie) et (ug,...,u,) € E™. On appelle rang de
la famille (uq,...,uy), la dimension du sous-espace vectoriel engendré par (uq, ..., u,) noté

rg(ug, ..., uy) = dim Vect(uq, ..., up).

/—[Théoréme (Propriétés du rang)} <

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F = (uq,. .., u,) une famille de vecteurs de E.
1) rg(F) < Card(F) rg(F) < dim E.

2) Caractérisation des familles libres/génératrices avec le rang :

rg(F) = Card(F) & F libre rg(F) =dim F < F engendre E .

3) Caractérisation des bases avec le rang :

F est une base de £ < rg(F) = Card(F) = dim E.
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VI.2 Rang d’une matrice

f—[Déﬁnition (Rang d’une matrice)} <

Soit A € My, ,(K). Le rang de A, noté rg(A) est le rang de la famille des vecteurs-colonnes de A dans
Mn’l(K) i.e.

rg(A4) =rg(Ch,...,Cp) = dim Vect(Ch,...,Cp) oun A= |C1|Csl ..|Cp

(. J

,—[Propriétés (sur le rang d’une matrice)} <

1) Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est égale au nombre de colonnes non nulles.

2) On ne modifie pas le rang d’une matrice en effectue une opération élémentaire sur les colonnes
(échange, dilatation, transvection).

| J

f—[% Meéthode pratique N (Comment calculer le rang d’une matrice)} \

Soit A € M,, ,(K). Pour calculer rg A.
Quelques trucs pour aller vite :

e si la matrice est échelonnée par colonnes le rang est égal au nombre de colonnes non nulles
e si une colonne est combinaison linéaire des autres colonnes on peut la retirer dans le calcul de rang
e si la matrice ne comporte que deux colonnes non proportionnelles alors le rang vaut 2

Sinon, la méthode systématique qui doit étre appliquée :

» on échelonne A par colonnes.

» le rang de A est alors le nombre de colonnes non nulles de la matrice échelonnée.

1 4 1 -1 2
Exercice. Calculer le rang des matrices A= |2 5 B=|3 2 -4
3 6 o 1 =2
f—[Théoréme (Rang d’une famille = rang d’une matrice)} <
Soient E un K espace vectoriel de dimension finie de base B et (u1, ..., u,) une famille de p vecteurs de E.

On note C; la matrice des coordonnées de u; dans la base B aalors

rg(ug,...,up) =1g(Ch,...,Cp) =1g | C1|Ca|...|Cp

(S J

f—[% Méthode pratique (Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs)%

» On pose la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs dans une base bien choisie.

» On calcule le rang de cette matrice.
(. J

Exercice.

1) Dans R?, uy = (1,—1,2), uz = (2,0,3), ug = (1,2,3). Montrer que (u1,uz,u3) est une base de R (a I'aide du
rang).

2) Dans Ry[X], Pp = X? —2X +3, P, =3X +4, Py =2X? —4X +5, P, = X? — 1. Calculer rg(Py, P, P3, Py).
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VI.3 Rang d’une application linéaire

f—[Théoréme-Déﬁnition (Application de rang ﬁni)} <

Soient FE et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
On dit que f est de rang fini lorsque Im f est de dimension finie et on définit le rang de f comme la
dimension de 'image de f noté

rg f = dimIm f.

Cas particulier :
e si E est de dimension finie alors f est de rang fini et rg(f) < dim E

e si I est de dimension finie alors f est de rang fini et rg(f) < dim F'.

(S J

f—[Théoréme (Conservation du rang par composition par un isomorphisme)} N

On ne modifie pas le rang d’une application lorsqu’on la compose par un isomorphisme. En
clair avec des notations évidentes :

e Si f est un isomorphisme alors rg(go f) =rgyg

e Si g est un isomorphisme alors rg(go f) =rg f.

(. J

,—[Théoréme (Théoréme du rang)} |

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels avec | E de dimension finie | et f e L(E,F). Alors:

1) f définit un isomorphisme de tout supplémentaire de Ker f dans E sur Im f

2) ‘ dim F = dim Ker f + rg f c’est-a-dire rg f = dim £ — dim Ker f ‘

(. J

Exercice.
f: R3 R3

1) Déterminer une base de l'image et une base du noyau de (@,y, ) : (@ —y+220+y+2—3y+2)

f: RQ[X] — RQ[X]

2) Déterminer une base de I'image et une base du noyau de P s P(X+1)— P(X)

f—[Théoréme (Caractérisation de ’injectivité/surjectivité/bijectivité a 1’aide du rang)]ﬁ

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F'). Alors:
1) f est surjective < rg(f) = dim F'
2) f est injective < rg(f) = dim E

3) f est bijective & rg(f) = dim E = dim F.

(S J

,—[Corollaire (Caractérisation des isomorphismes en dimension ﬁnie)} N

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F).
On suppose | dim F = dim F

. alors

f bijective < f surjective ou f injective .
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Exercice.

R? — R3

. f
1) Soit (.T,y,Z) = ($7y+272$+y+zay

) Montrer que f est un automorphisme de R3

2) Soit Q € R,[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] tel P’ + P = Q.

VI.4 D’autres résultats matriciels

f—[Théoréme (Caractérisations des matrices inversibles)}

Soit A une matrice de M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A est inversible
2) il existe B € M,,(K) tel que AB = I, (AB = I, suffit)

)
)

3) il existe B € M,,(K) tel que BA = I, (BA = I, suffit)

4) Ker A = {0,} c’est-a-dire que I’équation AX = 0,; admet pour seule solution la solution nulle
)

5) rg A =n.

(S

Exercice.

1) Soit A une matrice de M,,(R) vérifiant A% —3A4%2+2A+31, = 0,,. On dit que le polynéme P = X3 —3X2+2X +3
est annulateur de A. Montrer que A est inversible et exprimer l'inverse de A a l'aide de puissances de A.

0 1 1
2) On pose A = 0 1|. Déterminer les valeurs de A € R telle A — AI3 est inversible.
10

1
1

/—[Théoréme (Propriétés du rang d’une matrice)}

1) Soit A € M, ,(K),
rg(A) < min(n,p).

2) Soit A € M, ,(K).

VP € GL,(K), rg(AP) = rg(A) VQ € GL,(K), 1g(QA) = rg(A).

Autrement dit,

on ne modifie pas le rang d’une matrice si on la multiplie par une matrice inversible |.

VII Changement de base

,—[Déﬁnition (Matrice de passage)}

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B et B’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de B a4 B’ la matrice notée Pg = Matg(B’) i.e. si B = (e1,...,e,) et
B =(e,...,el)
el ... el
€1
P =
5.8 Pij
€n
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Exemples Dans R3 soient B la base canonique et B’ la base ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)). Alors

r_

e1 =¢1 1 1 1\ e
eh=e+ e donc Pgp = <0 1 1) ey -
e3=e1+extes 0

€1 €2 €3
e1 =¢€)

1 =1 0\ ¢
ea =¢eh—e) donc Py g = (0 1 1) e -
0 0 1

/
es = e — ¢ €3

& Attention & A Tordre des bases: Pi g # P en général.

Exercice. Déterminer la matrice de passage de B = (1, X, X?) vers la base B’ = (3,2X + 4, X? —2X +1).

‘Un résultat trés important | :

f—[Théoréme (Formule de changement de base)} <

Soient F, F' deux K-espaces vectoriels. Soient B, B’ deux bases de E et C, C' deux bases de F'. On pose les
matrices de passage P = Pgp et Q = Pecr.
1) Version coordonnées: soit « € F.
Si X = Matg(z) et X’ = Matp/(x) alors: X = PX'.
2) Version application linéaire: soit f € L(E, F).
Si A =Matgc(f) et A’ =Matg ¢ (f) alors: A’ =Q LAP.
3) Version endomorphisme: soit f € L(E).
Si A = Matg(f) et A’ = Matg/(f) alors: A’ = P~1AP.

(S J

,—[Déﬁnition (Matrices semblables)}

Soit A et A’ deux matrices de M, (K). On dit que A et A’ sont semblables s’il existe P € GL,(K) une
matrice inversible telle que
A =P AP

(. J

f—| Remarques N

e Deux matrices sont semblables si et seulement si ce sont les matrices d’'un méme endomorphisme dans
deux bases différentes.

e Deux matrices semblables ont méme rang.
(. J

Exercice.

1) Montrer qu'une matrice A € M,,(K) de rang r est semblable a une matrice de la forme (M |0) ou M € M,, ,(K).

2) Montrer que les deux matrices A = <1 ;) et B = <:1)) i) ne sont pas semblables.

3) Montrer que les deux matrices A = <(1) (1)> et B = <(1) _01) sont semblables.
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f—[%\ Meéthode pratique N (Calcul de A")} N

» On montre que A est semblable & une matrice B plus simple (souvent diagonale, a défaut triangulaire),
alors B= P~ 'AP donc A = PBP~ .

» Alors pour tout n € N, A" = PB"P~! (qui se montre par une récurrence immédiate).

» On calcule B™ (qu’on espére simple, c’est le cas si B diagonale) on déduit alors A™.

(. J
4 -1 1

Exercice important. Diagonalisation Soit A = | 4 0 2 |. On veut calculer les itérées A™ ou n € N de la
-2 1 1

matrice A.
Soit f € L(R?) 'endomorphisme canoniquement associé a A i.e. A = Matg(f) ot B est la base canonique de R? et
solent uy = (1,2, —1), ug = (0,1,1), ug = (1,0, —2).

1) Montrer que B’ = (u1,u2,u3) est une base de R3.

2) Déterminer la matrice D de f relativement a la base B'.

3) Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base B’. Calculer P~!.
)

4) Aprés voir exprimé A en fonction de P, D et P~1. Calculer A™.

VIII Nouveauté PC - Trace

,—[Déﬁnition (’I‘race)} N

Soit A € M,,(K). On appelle trace de la matrice A, notée Tr(A) la somme des éléments diagonaux de A :

n
=1

(. J

,—[Théoréme (Propriétés de la trace)} <

1) Linéarité Soient (A4, B) € M,,(K)2, (\,u) € K%,  Tr(AA + uB) = \Tr(A) + uTr(B).
2) Trace d’un produit Soient A € M,,,(K) et B € M, (K), Tr(AB) = Tr(BA).
3) Trace d’une transposée Soient A € M,,(K), Tr(A") = Tr(A).

4)

Matrices semblables Deux matrices semblables ont méme trace.

& Attention & La réciproque de 4) est fausse. Contrexemple :

f—[Déﬁnition (Trace d’un endomorphisme)} N

Soit E un K-ev de dimension finie et f € L(E).
La trace de la matrice de f est indépendante de la base choisie. Cette valeur commune est appelée la trace
de I’endomorphisme f et est notée Tr(f).

(. J

,—[Propriétés (de la trace d’un endomorphisme)} <

Soient F un K-ev de dimension finie et (f, g) € (L(E)).
1) Linéarité. Pour tout (\,u) € K2, Tr(Af + pg) = AXTr(f) + uTr(g).

2) Trace d’une composée. Tr(fog) =Tr(go f)
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IX Déterminant

IX.1 Déterminant d’une famille de n vecteurs

Dans tout ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension n > 1 muni d’une base B = (eq, ..., e,).
Le déterminant dans la base B, noté detg, est I'unique forme n-linéaire alternée sur E™ valant 1 sur B c’est-a-dire

e detp est linéaire par rapport a chacune de ses variables
e si deux au moins des x; sont égaux alors detg(z1,...,z,) =0

o detp(B) = detp(er,...,en) = 1.

f—[Propriétés (Lien entre les déterminants)} N

Soient B et B’ une base de E, alors
dBe/t = dBe/t(B) dgt .

| J

f—[Théoréme (Caractérisation des bases a ’aide du déterminant)} N

Soient F un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E et F une famille de n vecteurs de E. Alors

F base de £ & dgt(}') # 0.

I1X.2 Déterminant d’un endomorphisme

Soient ¢ un endomorphisme de E et B = (ey,...,e,) une base de E.
Le nombre

detg(p(B)) = detg(p(e1), ..., p(en))
est indépendant de la base choisie, ce nombre est noté det(p) et est appelé le déterminant de .

N En pratique N Comme det(p) est indépendant de la base choisie, on choisit pour le calcul une base qui
nous convient le mieux.

Exemple. Dans R?, on considére u = (1,2) et v = (3, —1) et s la symétrie par rapport Vect(u) parallélement &
Vect(v).

Déterminant le déterminant de s.

,—[Propriétés (du déterminant d’un endomorphisme)} N

Soient ¢ et ¥ deux endomorphismes de E.

1) det(Idg) =1 3) det(p o) = det(p) det ().
2) VA € K, det(Ap) = A" det(y)

(S J

Et une nouvelle caractérisation des automorphismes de E.

,—[Théoréme (Caractérisation des automorphismes a I’aide du déterminant)} N

Soit p € L(E). Alors :
v € GL(E) < det(yp) # 0.

Dans ce cas : )

" det(p)

det(gpfl)

/N Attention N Le déterminant n'est pas linéaire. En général det(p + ) # det(p) + det(v)).
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IX.3 Déterminant d’une matrice carrée

,—(Déﬁnition (Déterminant d’une matrice carrée)}

Soit A € M,,(K). Le déterminant de A, noté det A, est le déterminant dans la base canonique de M,,; (K)
de la famille des colonnes de A.
En notant a;; les coefficients de A, le déterminant est notée sous forme de tableau

aip ... Qin

det A =

anl ... Gnpn

(.

f—[Remarques (Les trois notions de déterminants coincident)}

det(A) = det(f) = detg(F) on A = Matp(f) = Matg(F).

(.

f—[Théoréme (Propriétés du déterminant d’une matrice)}

Soit (4, B) € (M, (K))?.
1) Caractérisation de ’inversibilité. A est inversible <= det(A4) # 0.

1
Dans ce cas : det(A~!) = det(4)
e

2) Déterminant d’un produit. det(AB) = det(A) det(B).

3) Transposée. det(A") = det(A).

(S

f—[Théoréme (Opérations sur les colonnes/ lignes)}

1) On ne modifie pas la valeur du déterminant si on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des
autres colonnes.

2) Le déterminant est multiplié par A si une colonne est multiplié par A.

W

Le déterminant change de signe si on échange deux colonnes.

(2 SN

)

)

) Le déterminant est inchangé si on fait subir aux colonnes une permutation paire.

) Le déterminant change de signe si on fait subir aux colonnes une permutation impaire.
)

6) det(AA) = sideKet Ae

NB : comme la transposition échange les lignes et les colonnes alors les opérations précédentes sont valables
en remplagant colonnes par lignes.
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,—[Propriétés (Déterminant de forme particuliére)} <

a a

e Ordre 2. byl = ab’ — a'b.
a a/ a//
e Ordre 3 : régle de Sarrus. b bV V| =abd +bda’ + ca'b’ — cba” — ac't’ —ba'c”.

C/ C/ /

Matrice triangulaire Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments diago-
naux.

e Matrice diagonale Le déterminant d’'une matrice diagonale est le produit des éléments diagonaux.

Nouveauté PC| - Déterminants par blocs Soient A € M,(K), B € M,(K), C € Mp,(K).

Alors " "
C 0
’0 B’ = det(A) det(B) ‘C B’ = det(A) det(B)
1 0 0 5
. 0 -2 1 0
Exercice. Calculer 0 -2 3 ol
2 0 0 7
f—[Déﬁnition (Cofacteurs)} <
Soit A le déterminant
ailr ... Qnpn
A =
an1 Ann

e On note m;; le déterminant de format (n —1,n — 1) obtenu en supprimant la i-éme ligne et la j-iéme
colonne de A. m;; est appelé le mineur relatif a a;;.

e On appelle cofacteur de A relatif & a;;, le scalaire A;; = (—1)"Fm;;.
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/—[Théoréme (Développement d’un déterminant par rapport a une ligne/ colonne)%

Soit A le déterminant
aily ... Qpn

A:

an1 . Gnn

n
1) Développement par rapport a la j-iéme colonne : A = Z @i N
i=1

n
2) Développement par rapport a la i-iéme ligne : A = Z @i N
j=1

(S J

f—[%\ Meéthode pratique N (Stratégies de calcul de déterminant)} N

Voici quelques stratégies pour calculer efficacement un déterminant.
e Faire apparaitre des 0 en utilisant des transvections afin de développer plus facilement.
e Faire apparaitre des facteurs sur les lignes ou les colonnes et exploiter la n-linéarité.

e Développer selon une ligne ou une colonne qui contient un maximum de 0.

Exercice.
1 2 1 2
0 1 1 1
1) Calculer A = o 1 1 2l
0 1 1 3
a b b
2) Soit (a,b) € R%. Calculer A = |b a b| et en donner une forme factorisée.
b b a
a b b
. 2 b a
3) Soit (a,b) € R*. Calculer A,, =
S
b b a (]
0 0 1
0
4) Calculer A,, =
0o .
1 0 0 (]
1 ... 1
5) On pose A, =|: . | . Etablir une relation de récurrence vérifice par A,, en déduire A,,.
1 0 1 (]
2 1
6) Déterminant tridiagonal. On pose A,, = L . Exprimer A, 15 en fonction de A,10 et Ayiq.
) -
1 2

[n]
En déduire A,,.
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/—[Théoréme-Déﬁnition (Nouveauté PC - Déterminant de Vandermonde)}

Soit n € N*. On appelle déterminant de Vandermonde, tout déterminant de la forme
=il
1 ay X
—
1 ag . .
Valay, ... an) =|. ) ou (ay,...,a,) € K"
1 an—!
Alors,
V(ala 7an) = H (a] az)
1<i<jsn
(.
1 1 1
Exemple Soit (a,b,c) € R3. Donner une forme factorisée de A =|a b c|.
2 12 2
a® b° c

X Nouveauté PC - Interpolation de Lagrange

Objectif : soient n € N*, g, ..., z, des éléments de K deux a deux distincts et yo, ...
Vi € [0,n], P(xz;) = y; (c’est le probléme de l'interpolation).

On cherche un polynéme P tel que :

Exemple Déterminer un polynéme P € Ry[X] tel que P(0) = P(1) =0 et P(2) = 1.

, Yn des éléments de K.

Théoréme (Existence et unicité)}

Avec les notations ci-dessus, il existe un unique polynoéme P € K[X] de degré au plus n tel que :

Vi € [0,n], P(z;) = v

Deux démonstrations :

1) avec lisomorphisme P € K, [X] — (P(x0), ...

2) avec le déterminnt de Vandermonde

» P(2n))

On cherche tout d’abord, pour i € [0,n] les polynémes L; de degré n vérifiant :

Vj S [[O,n]], Ll(l'j) = 61']'

c’est-a-dire

ol §;; est le symbole de Kronecker

VjG [[O,n]], ]7&1, Ll(z]):()

/—[Théoréme-Déﬁnition (Bases de Lagrange)}

définis par :

° zn:Li =1.
=0

e On appelle polynomes interpolateurs de Lagrange aux abscisses xg, . .

Vie[o,n], L;=

e Alors (Lo, ..., Ly) est une base de K,[X].

., Tn les polyndémes Lo, ...
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f—[Théoréme (Expression du polynéme d’interpolation)]

Soient n € N*, xg, ..., x, des éléments de K deux a deux distincts et yo, . .., y, des éléments de K.

1) L’unique polynéme P € K[X] de degré au plus n tel que : Vi € [0,n], P(x;) = y; est :

2) Les polynomes @ € K[X] vérifiant : Vi € [0,n], Q(x;) = y;, sont les polynomes :
Q=P+][(X-2) xS
i=0

ou S € K[X] et P le polynéme défini dans 1).

Exemple Déterminer les polynomes P € R[X] tel que P(0) =2, P(1) =4 et P(2) = 3.
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