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IX. Réduction

Endomorphisme diagonalisable (= il existe une base de
vecteurs propres).

Matrice diagonalisable(= semblable & une matrice car-
rée).

Pour f € L(E) (n =dimE) ou A € M, (K), les 5 con-
ditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité
du programme :
(i) les sous-espaces propres (sep) sont supplémentaires
(i1) la somme des dimensions des sep vaut n

iii) le polynome caractéristique est scindé et la multi-
Y
plicité des vp est égale & la dimension des sep

(iv) f (ou A) admet un polynoéme annulateur scindé-
simple

H (X — A) est annulateur de f (ou A).
AeSp(f)

v)

Les 2 condition suffisantes de diagonalisabilité :

(1) f (ou A) admet n vp deux & deux distinctes
(ii) le polynéme caractéristique est scindé-simple.

Endomorphisme trigonalisable (= il existe une base dans
laquelle la matrice de f est triangulaire).

Matrice trigonalisable(= semblable & une matrice trian-
gulaire).

Condition nécessaire et suffisante de trigonalisabil-
ité : le polynome caractérisique de f (ou A) est scindé.
Toute matrice de M., (C) est trigonalisable.

Rappel de quelques techniques utiles :
1) on calcule un rang pour calculer la dimension d’un
sep

2) on utilise la trace pour obtenir des informations sur
les vp (une valeur propre manquante)

3) on utilise autant que possible des relations sur les
colonnes pour obtenir des vecteurs du noyau,/sep.

X. Séries entiéres

Rayon de convergence : définition et méthode de cal-
culs (double inégalité, relation de comparaison, régle de
d’Alembert).

Opérations sur les séries entiéres et et propriété de leur
rayon de convergence (somme et produit de Cauchy).

Convergence normale de la série entiére sur tout segment
de | — R, R][.

Régularité de la somme : continuité, intégration terme a
terme, classe C*.

Fonctions développables en série entiére. Série de Taylor.
Développements en série entiére usuels.

Recherche d’une solution DSE d’une équation différen-
tielle sur des exemples.

Questions de cours (preuve a connaitre)

f est diagonalisable ssi les sep sont supplémentaires.

Sur un exempple déterminer le terme général de la suite
récurrente linéaire unt2 = aun+1 + bu, dans le cas ou
I’équation caractéristique posséde deux racines distinctes.

Tr(A) = 2”: A

AESP(A)

det(A) = H A par trigonali-

A€ESP(A)

sation.

Z anz" et Y. na,z" ont méme rayon de convergence.
DSE de A(1+ ) et Arctanz.

DSE de cos x par deux méthodes.

Rayon de convergence de Z(an +bn)2".

Rappel des exemples traités en cours qui doivent étre maitrisés :

L’endomorphisme de R, [X], f: P — P — P’ n’est pas diagonalisable.

Les projecteurs et les symétries sont diagonalisables.

1 -1 2
Diagonaliser, A = |0 2 -1
0 0 3
P~1BP). Puis calculer A™.
0o -1 2
Diagonaliser, B = [0 1 0
1 1 -1
P~1BP).
3 -1 5
La matrice C = | 1 0 2 | est-elle diagonalisable?
-1 1 -1

La trigonaliser.

(c’est-a-dire déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que D

(c’est-a-dire déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que D =

Montrer que si A est diagonalisable et ne posséde qu'une seule valeur propre « alors A = aly,.

1 ... 1
On pose A = . Deux méthodes pour étudier la diagonalisabilité ((1) : aprés avoir calculé A2, (2) aprés avoir calculé
1 ... 1
rg A)
n
Rayon de convergence des séries entiéres sin(n)z", anz™ ol an est le n-iéme chiffre des décimales de /2, —_ 2",
) : S sin(n)=", Y ans" o Y

Z (;7:)' , Zecos(n) Zn, Z %Zu’z (2:> 22n+1 (série 1acunaire)



En utilisant le produit de Cauchy de Z 2" par elle-méme, donner le rayon de convergence de la série produit de Cauchy et calculer
la somme.

(=n"
n+1

2" sur [0, 1].

“+ o0
(=" .
Calculer en prouvant la convergence uniforme de

n=0

f =1 5z #£0

Montrer que la fonction f: z — {1 z est de classe C*° sur R.

siz=0
Déterminer les solutions développables en série entiére de ’équation différentielle

zy' +y=1.



