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Suites de fonctions

Exercice 1. (©) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (fy,)nen sur
Iintervalle indiqué :

nx

1) fa(z)=a"(1l—-2), =R 3) fal@) = 1 [ =R
na3
2) fo(z) = Arctan(nz), I =R 4) fulz) = 1T+ a2’ I'=R

Exercice 2. (V)

1
1) Soit f,, : Ry — R définie par f,(z) =2+ —.
n

Montrer que la suite de fonctions (f,) converge uniformément mais pas ( fﬁ)

2) Soit I un intervalle de R, et ( f,,) une suite de fonctions de I dans R. On suppose que (f,,) converge uniformément
vers f, bornée sur I. Montrer que ( f,%) converge uniformément vers f2.
Indication : Montrer que || fu|l o < |Ifn = flloo + [ flloo-

Exercice 3. (VO) Soit I un intervalle de R et (f,,) une suite de fonctions f, : I — R qui converge uniformément
vers f: 1 — Ry.

1) Rappeler 'inégalité des accroissement finis dans le cas de ¢(u) = In(1 4+ u) entre deux réels positifs.

2) Montrer que (In (1 + f,)),, converge uniformément vers In(1 + f).

. 2"
Exercice 4. (©) Pour z € [0, 1], on pose f,(z) = Hi;;”Q
n2nx

1) Déterminer la limite simple de la suite (fy,).

- 271

2) Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) définies sur 7 = Ry, par f,(z) = ﬁ
n2"x

1
On évitera un calcul de norme infinie en étudiam‘/ fa(t)dt.
0

Séries de fonctions

nx

Exercice 5. (V) Pour € R et n € N on pose u,(x) = Tt
niz

1) Démontrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur R.

2) Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R , mais que pour tout a > 0, la convergence est normale
sur lintervalle [ a, +o0].

Exercice 6. (0O0)

o0
1
1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x +— E In <1 + 22) et étudier sa continuité.
n4x
n=1

2) Pour tout réel x > 0, on pose g,(z) = z%f,(x). Etudier la convergence de la série de fonctions Zgn; en
déduire un équivalent de f(z) au voisinage de +oc.




o _1)»
Exercice 7. (x) On considére la fonction f définie par f(x) = Z n'((n—i)—x)

n=0
1) Déterminer le domaine D de définition de f. Démontrer que la fonction f est de classe C*°.
2) Exprimer, pour tout réel z € D, la quantité = f(x) en fonction de f(z + 1).

)
)
3) Etudier les variations de f sur l'intervalle |0, 4+o0l.
4) Donner un équivalent de f en 07.

)

5) En étudiant la série de fonctions qui définit z f(z), déterminer un équivalent de f(z) en +oo.

Exercice 8. (V0) On pose f(x) = Z e oV

n=1

1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f et étudier sa continuité.

2
2) A laide d’une comparaison série-intégrale montrer que f(x) v 5
x
+o00
. . . 1
Exercice 9. (VO) On définit la fonction S : z — Z —_.
— n(n+x)
1) Déterminer le domaine de définition de S(z).
2) Etudier la continuité de S (on précisera 'intervalle).
1
3) Pour z €]0,+o0 | fixé, on définit ¢ : [1,+oo[— R par ¢(t) = it

+oo
-a- Nature et valeur de / o(t)dt.
1

Inx

-b- A laide d’un encadrement, montrer que S(z) Yo 3
=400 I

—nx

Exercice 10. (V0) Soit uy,(z) = c pour x € Retn > 1.
n

+oo
1) Déterminer I’ensemble de définition I de S : x — Z U ().

n=1

)

2) Montrer que S est C*> sur RY.

3) Exprimez S’(z) pour tout x € I, en déduire 'expression de f & une constante prés.
)

4) Démontrer que f(x) —+> 0. En déduire I'expression de S.
r—r+00

2,2

Exercice 11. (O0) On pose u,(z) =e™™ .

1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x — Z un (). Etudier ses variations, sa continuité et
n=0
sa limite en +oo.

2) En étudiant la série de fonctions Zgn, ol g, (r) = 22 f,(x), déterminer la limite de 2% f(z) en O .

3) Grace a une comparaison série-intégrale, encadrer f(x) pour tout z > 0. En déduire la limite de 2 f(z) en 0 .

+oo
1
On utilisera que / et dt = 5\/%
0



+

3

Exercice 12. (x) Pour x > 0, on pose S(z) = Z (‘i)
n+x
n=0

1) Justifier que S est définie et de classe C! sur R7.

2) Préciser le sens de variation de S.
. 1
3) Etablir : Vx>0, S(x+1)+S(z) = -

4) Donner un équivalent de S en 0 .

5) Donner un équivalent de S en +oo0.

§E SE
Exercice 13. (x) Pour z > 0, on pose f(x) = ———— et, pour x > 1, {(x) = —.
n* n*
n=1 n=1

1) Trouver un équivalent de ((x) quand z tend vers 1; on notera e(x) cet équivalent.

Int
2) Etudier les variations de ¢ : t — HT En déduire que f est C! sur RT*.
3) Pour x > 1, déterminer une relation entre {(x) et f(x).
4) En déduire f(1).
5) Montrer que ¢ — e est prolongeable par continuité en 1.
(="

Exercice 14. (%) Soit u,(z) = pour x € Ryet n > 1.

1. Montrer que Z uy, converge uniformément sur tout intervalle [a, +00[ ot @ > 0. On note S sa somme.

+o00 n
2. Soit a =Y (\/1%

n=1

. Montrer que, au voisinage de +o0,

Indication : penser a la quantité conjuguée.

1
k+x

Exercice 15. (x) Pour n € N et > 0, on pose f,(z) = Z
k=1

— o,

n

1) Etudier la convergence simple de Z( frot1— fn)-
2) Montrer que (f,,) converge simplement vers une fonction f de classe C2.
Exercice 16. (x) On définit (u,,) la suite de fonctions de [0, 1] vers R par
up(x) =1 et VneN, wuppi(r)=1 +/ up, (t— %) dt
0

1) Montrer que, pour tout t € [0,1],0 <t —t2 <t < 1.

2) Montrer que pour tout n € N,

Ve e [0,1], 0 < upt1(x) —un(x) <



3) Etudier la convergence simple de la série > v,,, 0l ¥, = Up 41 — Un, sur [0,1]. En déduire la convergence simple
de la suite de fonctions (uy,) sur [0, 1].

4) Etablir que la suite (u,,) converge uniformément vers une fonction v non nulle vérifiant

u'(z) = u(z — 2?)

Echange somme-intégrale

Exercice 17. (0)

1
1) Calculer pour n € N, / 2" dt.

0
2) Démontrer la convergence et calculer la somme de la série Z __t
& 2320+ 1)
Exercice 18. (x)
2r
1) Pour k € N, calculer / ettt
0
27 dt
2) Soit z € C* et r € RT™* tel que |z| # r. Calculer / —
o Z-—re
1 1

Exercice 19. (x) Pour tout n > 2 et tout € [0, 1], on pose u,(z) =

n—x n+ax

1) Démontrer que la série de fonctions Y u, converge normalement sur le segment [0, 1]. On note f la somme de
cette série de fonctions.

1
2) Calculer/ f(z)dz.
0

(sin x)27+1
|, on pose u,(z) = o et a,=

2" (n!)?
(2n+ 1)1

s

Exercice 20. () Pour tout entier n et tout réel z € [0, %

s

1) Démontrer que la série de fonctions > u,, converge normalement sur 'intervalle [O, 5]; calculer sa somme f.

™

B
2) Démontrer que, pour tout entier n, on a a,, = / Uy -
0

3) En déduire que la série Y a,, converge et calculer sa somme. On pourra penser au changement de variable
x = Arcost pour calculer une intégrale.

1 2 +o0o
. t(Int) 2
E 21. Mont dt = E —_—
xercice () Montrer que /0 1




