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Exercice 1. (©) Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres suivantes :
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Exercice 2. (O) Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres suivantes, et exprimer leur somme sur
I'intervalle | — R, R [ a l’aide de fonctions usuelles.
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Exercice 3. (O) Montrer que les fonctions suivantes sont développables en série entiére au voisinage de 0 , et calculer
leur développement.
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Exercice 4. (VQ0) Montrer que f, définie par f(z) = S 2(:5)
x

Montrer que f est C* sur R et calculer, pour n € N, f(”)(O).

siz#0et f(0) =1 est continue sur R.
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Exercice 5. (%) On considére la fonction F : z — / —
o l—xzcos?t
1) Démontrer que F' est définie sur | — 1;1]. .
oo
2) Démontrer que F est développable en série entiére sur | — 1;1[ : F(z) = Z Wy,a™ ou W, est une intégrale de
n=0

I’on ne cherchera pas a calculer.
3) A l'aide du changement de variable v = tan(t), calculer F(z) en fonction de z €] — 1;1].

4) En déduire W,, en fonction de n.

Exercice 6. (VO) On consideére le probléme de Cauchy suivant : 3y =zy+1 y(0) =0.
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1) Soit F : x E anz" la somme d’une série entiére & coefficients réels, de rayon de convergence R > 0. On

n=0
suppose que la fonction F' est solution de 1’équation différentielle sur | - R, R|[. Déterminer ag, a; ainsi qu'une

relation de récurrence reliant, pour tout entier n > 1,a,41 & ap—1.
2) Pour tout entier naturel p > 0, en déduire la valeur de ag, et agpt1.
3) Déterminer R.

| Exercice 7. (x) Déterminer les solutions développables en série entiére des équations différentielles suivantes. On



exprimera explicitement les solutions obtenues & ’aide des fonctions usuelles.

1) ¢ — 2%y =0,y(0) = 1; 2) zy" + 2y +ay = 0,y(0) = 1,9'(0) = 0;

Exercice 8. (x) Soit f : x — Arcsin®z.

1) Justifier que f est développable en série entiére avec un rayon de convergence égal a 1.
2) Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 que l'on déterminera.

3) En déduire le développement en série entiére de f.
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Exercice 9. (V0) Soit f: z — Zln(n) x".
n=1
1) Déterminer le rayon de convergence de f.

2) Exprimer (1 — z)f(x) + In(1 — =) comme la somme d’une série entiére.

In(1 —
3) En déduire 'équivalence f(z) ~1- —%.
Exercice 10. () Etude de la série entiére Z ﬂx”
= n(n—1)

1) Déterminer le rayon de convergence de cette série.
2) Calculer la somme de la série dérivée, en déduire une expression de la somme f sur un intervalle & préciser.
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3) Etudier la convergence de la série sur [—1, 1], en déduire la valeur de g — .
nin—1)

n=2

dz +oo (Zn)

n

N :;)4n(4n+1)'

1
Exercice 11. (%) Le but de l’exercice est de montrer que /
0
1
1) Développer f(x) = ——— en série entiére.

2) En déduire le développement de la primitive F' de f s’annulant en 0 , sur un intervalle que 1’on précisera.

3) Montrer que la série de fonctions précédente, de limite F', converge uniformément sur [—1,1]. Conclure.

Exercice 12. (OQ) Pour tout n € N, on pose a,, = (=1) <2n)
2n—1\n

1) Montrer que, pour tout n € N, (n + 1)an,1 = —2(2n — 1)a,.

2) Donner le rayon de convergence R de la série entiére )\ a,x™, puis montrer que sa somme f est solution sur
] = R, R[ d’une équation différentielle linéaire du premier ordre que 1’on explicitera.

3) En déduire f.

Exercice 13. (%) Soit f la fonction définie sur R par f(z) =0 pour x < 0 et f(z) = exp(—1/z) pour x > 0.
1. Montrer que f est continue sur R.
2. Justifier que f est de classe C* sur R™*.

3. Démontrer que, pour tout n € N* il existe un polyndéme P, tel que, pour tout > 0, f(”)(x) =
Pu(1/x) exp(~1/z).

4. Montrer que f est de classe C*° sur R.

5. f est-elle développable en série entiére?



