CHAPITRE

INTERVERSION DE SYMBOLES SUR
LES INTEGRALES GENERALISEES

Dans tout ce chapitre les fonctions considérées sont continues par morceaux sur un intervalle I a valeurs dans R ou
C.

I Théoréme de convergence dominée

f—[Théoréme (de convergence dominée)}

Soit (f)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I & valeurs réelles ou complexes. On suppose :

e pour tout n € N, f, est continue par morceaux sur

e la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f sur I
e f est continue par morceaux sur [

e il existe une fonction ¢ continue par morceaux, intégrable sur I telle que :

VneN, Ve el, |fu(z) < ¢(z) (hypothése de domination).

Alors, pour tout n € N, f,, et f sont intégrables sur I et

lim /fn:/f c’est-a-dire lim /fn:/ lim f,.
n—+oo Jr I n—+oo Jr T

n—-+oo

& Attention &

Il est indispensable que ¢ soit indépendant de n dans I’hypothése de domination.

NB : il n’est pas nécessaire de prouver 'intégrabilité de ¢t — f,(z,t) sur J, elle découle de 'hypothése de domination
Exemples
z
1) Montrer que lim sin”(¢t) dt = 0.

n—-+oo 0
o sin(na) do — 0
x =0.

2) Montrer que lim ) m =

n—-+oo

& Attention & L’hypothése de domination est indispensable. Contre-exemple : f,,(z) = n?ze~"% sur [0, 1].
n t n
Exercice Calculer lim (1 — —) e ! dt.
n—-+oo 0 n
Objectif : se ramener & une intégrale sur un intervalle dont les bornes ne dépendent pas de n.
On consideére lintégrale sur [0, 4+00[ avec une bonne fonction f,.

Parfois, un changement de variable permet de ne plus avoir de borne qui dépend de n.



II Intégration terme a terme

/—[Théoréme (de convergence dominée)} <

Soit Z fn une série de fonctions définies sur un intervalle I a valeurs réelles ou complexes. On suppose :
e pour tout n € N, f, est continue par morceaux et intégrable sur [
e la série Z fn converge simplement vers une fonction S

e S est continue par morceaux sur [

o la série Z/ | fn| converge.
I

Alors, S est intégrable sur I et

[s- f [r coare | (f m)) dt— f ().

Exemples
+oo t2 +oo 2
1) Montrer que t= —.
) 4 /0 et —1 7; n3

1

In(t
2) Justifier la convergence de I = / % dt et la calculer.
0

N En pratique N Quand la série Z / | fr| diverge, on ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration terme
I

& terme sur un intervalle. Il reste alors la possibilité d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite des
sommes partielles ou & la suite des restes.

dt

s =In2.

+oo
Exemple Montrer que /
0

IIT Intégrales dépendant d’un parameétre

Dans toute cette section, on pose
e [ et J deux intervalles de R
e f:(z,t) = f(z,t) une fonction a valeurs réelles ou complexes définie sur I x J.

Le but est d’étudier la régularité de la fonction

g:a:»—)/Jf(x,t)dt.

& Attention & La régularité de x — f(z,t) ne suffit pas a conclure !!

“+o0
Exemple On pose g(z) = / re ' dt. g est définie sur R et n’est pas continue en 0.
0

Comme on va le voir dans les théoréme qui viennent, en plus des hypothéses naturelles et facilement mémorisables,
on ajoutera une hypotheése cruciale : ’hypothése de domination.



III.1 Continuité
f—[Théoréme (Continuité)}

On suppose :
e pour tout x € I, t — f(:c, t) est continue par morceaux sur J,
e pour tout ¢t € J, x — f(z,t) est continue sur I,

e il existe une fonction positive p continue par morceaux et intégrable sur J telle que :

V(z,t) € I x J, |f(z,t)] < o(t) (hypothése de domination).

Alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est définie et continue sur I.
J

& Attention & Il est indispensable que ¢ soit indépendant de x dans ’hypothése de domination.

NB : il n’est pas nécessaire de prouver l'intégrabilité de ¢t — f(x,t) sur J, elle découle de I'hypothése de domination.

Exemples
+oo e—mt
1) On pose g(z) = / 72 dt. Etudier I’ensemble de définition puis la continuité de g.
0
1
S(xt
2) On pose g(z) = /0 f()—:i(xa;t)? dt. Montrer que g est continue sur R.

3) Soit f : R+ C une fonction continue et intégrable sur R. Sa transformée de Fourier :

fram flx)= /+OO ft)etat

oo

est continue sur R.

N En pratique N L’hypothése de domination sur I peut étre remplacée par une hypothése de domination sur
tout segment K inclus dans I (ou d’autres intervalles adaptés).
En effet, le théoréme de continuité prouve alors la continuité de g sur tout K C I et donc la continuité sur I.

Exemples

—xt

too o
1) On pose g(z) = /
o 14t

dt. Etudier 'ensemble de définition puis la continuité de g.

—+oo
2) Exemple fondamental. Pour z > 0, on pose I'(z) = / t*~1 et dt. Montrer que T est continue sur R%.
0

III.2 Théoréme de convergence dominée a paramétre continu

La continuité concerne 1’étude de la fonction en un point en lequel elle est définie. On peut vouloir étudier la fonction
en une borne (ouverte) de son intervalle de définition. Pour cela, on dispose de la généralisation suivante :



/—[Théoréme (de convergence dominée a paramétre continu)} N

Soit @ € I ou une borne de I (événtuellement +0co ou —00).
On suppose :

e pour tout « € I, t — f(x,t) est continue par morceaux sur J

e pour tout ¢t € J, f(x,t) - I(t) (limite finie).

e ¢ — [(t) est continue par morceaux sur J

e il existe une fonction ¢ continue par morceaux, intégrable sur J telle que :

V(z,t) € I xJ, |f(z,t)] < p(t) (hypothése de domination).

Alors, [ est intégrable sur J et

lim [ f(z,t)dt = /Il(t) dt c’est-a-~dire lim [ f(z,t)dt = /] (;lir}lf(nmt)) dt

T—ra J r—a J

| J

NB: on remarque que ce théoréme étend le théoréme de convergence dominée au cas x — a au lieu de n — +oc.
N\ En pratique B L’hypothése de domination sur I peut étre remplacée par une hypothése de domination au
voisinage de a.

00
Exemple On pose g(z,t) = / In(t) e ** dt. Déterminer 'ensemble de définition de g. Puis la limite en 04 et en

0
+o00.

III.3 Classe C', C*

e . . OF
Dérivée partielle et notation —.

x
Soit F : (z,y) — F(x,y) une fonction définie sur une partie U de R2. Soit (x9,90) € 4, et on suppose que = — F(x,yo)
est définie au voisinage de zy. Si cette fonction est dérivable en xg on dit que F' admet une dérivée partielle en o que

l’on note a—F(x )
o 0;Y0)-

Exemple : F(z,y) = cos(z?y) e¥.

f—[Théoréme (Classe C 1)} |

On suppose :
e pour tout x € I, t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J,

e pour tout t € J, x — f(x,t) est de classe C! sur I,

of .
e pour tout x € I, t — 6—(1‘, t) est continue par morceaux sur .J,
o

e il existe une fonction positive  continue par morceaux et intégrable sur J telle que :

V(z,t) € I x J, ’?(x,t)‘ < p(t) (hypothése de domination).
7

Alors la fonction g : x — / f(x,t)dt est de classe C! sur I avec
J

oy = [
Veel, ¢(x)= Jax(x,t)dt.




& Attention & : on n'oublie pas de prouver 'intégrabilité de ¢t — f(z,t) sur J. En revanche inutile de prouver
of

celle de ¢ — 8—(:10, t), elle découle de I’hypothése de domination.
x

N En pratique N L’hypothése de domination sur I peut étre remplacée par une hypothése de domination sur
tout segment K inclus dans I (ou d’autres intervalles adaptés).

Exemple

—+o0
1) Montrer que f : z — / et cos(tz) dt est de classe C* sur R.
0

2) En déduire une expression simple de f(z). On montrera que f est solution d’une équation différentielle linéaire,

o oo VT
qu’on résoudra. On pourra utiliser librement que / e " dt= 5
0

f—[Théoréme (Classe Ck)] N

On suppose :
e pour tout t € J, x + f(x,t) est de classe C* sur I,

e pour tout x € I, t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J,
e pour tout x € I, tout i € [1,k— 1], t — %(m, t) est continue par morceaux et intégrable sur J,
e il existe une fonction positive  continue par morceaux et intégrable sur J telle que :

oFf

V(z,t) €I x J, ‘W(%t)’ < () (hypothése de domination).

Alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est de classe C* sur I avec,
J

Vie[l,k], Veel, ¢9()= 8—f(x,t)dt.
J@IEZ

ai
NB : on n’oublie pas de prouver l'intégrabilité de ¢ — 8_]: (x,t) pour i € [0,k — 1]. En revanche inutile de prouver
x
k

0
celle de t — 8—{(:0, t), elle découle de I'hypothése de domination.
x

N En pratique N La aussi, I’hypothése de domination sur I peut étre remplacée par une hypothése de domi-
nation sur tout segment K inclus dans I (ou d’autres intervalles adaptés).

Exemples

1) Exemple fondamental. Montrer que I' est de classe C? sur R% .

1
2) Montrer que g : = — / sin(tx)dt est de classe C* sur R.
0



IV Quelques conseils pratiques

e Il faut connaitre par coeur les hypothéses de tous les théorémes :

» il y a les hypothéses "naturelles", faciles a retenir (continuité par morceaux, intégrabilité, continuité, classe
C!, classe C*)

» il y a 'hypothése cruciale de domination ou de convergence de Z / | fn| selon le théoréme.
I

e Bien vérifier les hypothéses, et surtout détecter lorsqu’elles ne sont pas vérifiées pour opter ensuite pour la bonne
stratégie.

e Vérifier rapidement les hypothéses de régularité, pour concentrer votre énergie sur ’hypothése de domination ou

Z/|fn| converge.
I

e Commencer par donner un nom & la fonction intégrer, idéalement f pour que ce soit la notation du cours.
e Utiliser la notation "petite fleche" pour les hypothéses de régularité : ¢t — f(z,t)..... z = f(z,t)......

e Penser, en cas de difficultés & dominer sur J, & vous rabattre sur la "domination sur tout segment de J"

e Erreur a bannir Remplacer I’hypothése Z / | fn| converge par Z / fn converge.
I I

,—[%\ Méthode pratique N (Comment prouver que lim /fn :/ lim fn")] N
I I

n—-+oo n—-+oo J

Le programme propose deux théorémes, lequel utiliser?

e Sion s’intéresse a une suite d’intégrales sur
un ouvert, ou un semi-ouvert (et pas un
segment) on n’a pas le choix.

e Sion s’intéresse a une suite d’intégrales sur
un segment, tout dépend de la suite de
fonctions.

e Théoréme de convergence dominée pour
un intervalle quelconque.

e Théoréme d’intégration d’une suite con-

. .
» S'il est plus simple de prouver la con- vergeant uniformément sur un segment.

vergence uniforme

» S’il est plus simple de dominer la suite
de fonctions par une fonction inté-
grable.

(S J

+oo +oo 1
N\ Méthode pratique (Comment prouver que Z (/ fn> :/ (Z fn> ?)J N
1 I \n=1

n=1

Le programme propose deux théorémes, un troiséme le cas échéant. Lequel utiliser?

e Sion s’intéresse a une série d’intégrales sur
un ouvert, ou un semi-ouvert (et pas un
segment) on n’a pas le choix,

ou cas échéant si la série E / | frn| di- e Théoréme d’intégration terme a terme
I
verge A Amr
& e Cas échéant le théoréeme de convergence
e Sion s’intéresse & une série d’intégrales sur dominée appliquée a la suite des sommes
un segment, tout dépend de la série de partielles ou la suite des restes.
fonctions. P g ng : At
e Théoréme d’intégration d’une série de
» Le plus souvent. Il est plus sim- fonctions convergeant uniformément sur
ple de prouver que la série converge un segment.
normalement (ou seulement unifor-
mément)

» Plus rarement.




