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Convergence dominée

Exercice 1. (©)

“+o0 n
. 9 . — z —
1) Justifier 'existence, pour n € N de u,, = /0 porE dz.

2) Déterminer lim w,.
n—-+o0o

1
dt
Exercice 2. (V) Pour n € N, on pose I, = / —— Déterminer lim I,.
o 1+t+---+1tn n——+o0o

Exercice 3. (©)

1
1) Montrer que, pour tout n € N, la fonction f,, : ¢ - est intégrable sur R*.

- -
1+t 4 tre~

+oo
2) Calculer la limite de la suite (u,,) o, pour tout n € N, w,, = / fn(t) dt.
0

Exercice 4. (x)

n t n
1) Soit n € N* et x > —1. Justifier 'existence de I,(z) = / <1 - n) t* dt.
0

2) Déterminer lim I,,.
n—-+oo

Exercice 5. (x)

tooat
1) Démontrer que, pour tout n € N*, / ( converge. On note I,, sa valeur.
0

L+12)n
2) Démontrer que la suite (I,,) converge et déterminer sa limite.

3) Démontrer par 'absurde que la série Z I, diverge.

Intégration terme a terme

“+o0
1
Exercice 6. (VO) Pour x > 1, on pose ((z) = —.
n$
n=1
1) Montrer que ¢ est continue sur |1; +ool.
+o0 too 1
2) Mont — — 1 est intégrabl 2; t —1)dz = —
) Montrer que = — ((x) est intégrable sur [2; +oo[ e que/2 (((z) — 1) dx 7;2 ey
400 2 +oo 2
Exercice 7. (©) Justifier Pexistence de / 1 dx et montrer que cette intégrale est égale & la somme Z e
0 et = n=1

1423 3n+1

n=0

. Lde X (-1
Exercice 8. () Montrer que = Z
0

—+o0
Exercice 9. () Montrer que f : z — / o dt est développable en série entiére; exprimer les coefficients.
0 X e



Exercice 10. (x)
+o0

+oo
1) Pour n € N, calculer / sin(z)e” (DT Az et / ze~ (DT 4y,
0 0

2) En déduire I'égalité
+oo

+too
sinx 1
dx = —_.
[T =y

n=1

Intégrales a paramétre

Exercice 11. (O)

1
Int
1) Montrer que f définie par f(z) = / ti dt est C! sur RT*.
O :I;
2) Démontrer que f posséde une limite finie en +00 et la déterminer.
3) Calculer f/(z) pour z > 0.
)

1
4) En déduire que, pour tout = > 0, f(z) + f(2) =2f(1) — g(lnx)?

Exercice 12. (V) Soit f définie sur R par : pour tout x € R,

fla) = /0 1~ cos(at) ‘jf(”)e—t ar.

1) Montrer que f est de classe C? sur R.
2) Calculer, pour z € R, f"(z) puis f'(z).
3) En déduire f(x) pour z € R.

x

Exercice 13. (©) Soit g continue sur Rt et f:x — / e!~*g(t) dt.
0
Montrer que f est définie et dérivable sur R et que, pour = > 0, f'(x) + f(z) = g(x).

sh(t)

Exercice 14. (O) Soit f la fonction définie sur R par f(0) =1 et, pour tout ¢ # 0, f(t) = "

2x
1) Montrer que la fonction g : z — f(t) dt est définie sur R.

xT

2) Montrer que g est de classe C! sur R; étudier ses variations.

1 e_x2(1+t2) x . 2
Exercice 15. (O) Pour = > 0, on pose f(z) = / T dt et g(z) = (/ et dt) .
0 0

1) Montrer que f et g sont de classe C! sur R* et calculer f’' + ¢’

+o0 5
2) En déduire/ e " dt.
0

Exercice 16. (V)

1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par
+oco —t _ _—uxt
f(z) = / £ T° a4
0 t
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f.

3) En déduire la valeur de f.




o Arctan(xt)

dt.
t(1+12)

Exercice 17. (V) Pour z € R, on pose g(z) = /
0

1) Montrer que g est bien définie sur RT.
2) Montrer que, pour tout x € RT,
™
g(z) = 5 In(z + 1).

+oo / Arctant \ 2
3) En déduire la valeur de / (rctan) dt.
0

+o0 5
Exercice 18. (V) Soit g(x) :/ e~ sin(2tx) dt.
0

1) Montrer que g est de classe C! sur R et former une équation différentielle du premier ordre vérifiée par g.

2) En déduire que
+oo R s [T,
Vz € R, / e " sin(2tr)dt = e / e dt
0 0

Exercice 19. (x)

1) Démontrer que, si f est continue sur [0;1], alors z — / min(z,t) f(t) dt est dérivable sur [0; 1].

2) En déduire les fonctions f continues sur [0; 1] telles que, pour tout z € [0; 1], / min(z, ) f(t) dt.
—t
Exercice 20. Soit la foncti — dt.
xercice (*) Soit la fonction f : x / xQ P
1) Déterminer le domaine de définition de f.

2
3
4

Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

Etudier la dérivabilité de f sur son domaine de définition.

o O — ~—

Calculer des équivalents de f aux bornes de son domaine de définition.

Exercice 21. (x)

+oo
sint
1) Justifier 'existence de l'intégrale / % dt; on note I sa valeur.
0

*oo  sint
2) Soit x > 0. Justifier 'existence de / e " — ; dt. On note p(x) sa valeur.
0

3) Montrer que ¢ est de classe C! sur R™*. Exprimer ¢'(x) en fonction de z.

4) Déterminer lim ©(x); en déduire une expression de ¢(x) en fonction de x pour z > 0.

t
5) Justifier que F': z — — / & dt est définie et de classe C! sur RT; calculer F”.

6) A l'aide d’un changement de variable et du théoréme de convergence dominée, démontrer

—+oo
lim / re ' F(t)dt = 0.
0

z—0

7) En déduire la valeur de I.

que



