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Exercice 1

Soit n un entier naturel supérieur on égal & 2. On désigne la matrice identité de taille (n,n)
par I,.

Soit R™ le R-espace vectoriel de dimension n muni du produit scalaire canonique :

Pour tous & = (@1, ...,2n) et 7= (y1, ..., yn) dans R™, on a :
n
< T, Y >e= Z;L‘iyi.
i=1

On note @ = (1,1, ..., 1) le vecteur de R® dont toutes les composantes sont égales & 1 et
F' le sous-espace vectoriel formé par I'ensemble des vecteurs orthogonaux & .

7
1. Démontrer que I est Pensemble des vecteurs 7 = (21, ..., ) tels que E z; = (.

fe=1

2. Quelle est la dimension de F' ?

On considére A, la matrice de taille (n, n) définie par :

o1 1 -1
10 1 -1
A,=11 1 - ' 1
11 -0 1
1. 1 0

Cette matrice a des 0 comme coefficients diagonaux et des 1 partout ailleurs.

3. Enoncer précisément le théoréme spectral. Que peut-on en conclure pour la matrice
Ay ?

T
4. Soit X = | ¢ | tel que &= (z3,...,2,) est dans F. Calculer A, X en fonction de X.
In

5. Déterminer les valeurs propres de A, et, powr chacune de ses valeurs propres, le sous-
espace propre associé.

6. Calculer le déterminant de la matrice A,,.

On considére B, la matrice de taille (2n, 2n) définie par blocs par :

. An In)
Bn— (In An, )



7. La matrice B,, est-elle diagonalisable ? Justifier votre réponse.

8. Soit ¢ une valeur propre de la matrice B,,. Démontrer que « est une valeur propre de
(Ap + L) ou (A, — 1),

O

. En déduire que les valewrs propres de [3,, sont dans Uensemble {~2,0,n—2, n}.

10. Déterminer I'ensemble des valeurs propres de B,.

Soit M une matrice de taille (n,n). On hui associe Unr, la matrice de taille (2n, 2n) définie

par
. (M I,
Uss = ([n M)'

12. On suppose M diagonalisable. On note a1, ..., 0 les valeurs propres distinctes de M.
Déterminer les valewrs propres de U a7 en fonction de o, ..., a,.

13. La matrice Uy, est-elle diagonalisable ?

Exercice 2

, . 1 72
On admet I'égalité E Rl
7

n>l

n
On définit pour tout entier naturel non nul 1, hy, = 5 T On introduit les séries enticres :
k=1

H(z) = Zh" 2", S(z) = Zq—% " et T(x) = Z P ™,

X n
n>1 n>1 n>1

On note [ I'intervalle (ouvert) de convergence de la série H.

. . . 1
1. Soit n un entier naturel non nul. Justifier fon — hp > 5 -

2. Démontrer que la suite (h,)nen- diverge vers +cc.
3. Déterminer le rayon de convergence de la série /. En déduire [.

4. Déterminer les rayons de convergence des séries S et 7',

3

Tournez la page S.V.P.



Exercice 1. € SA 20w

1 a O
Soienta € Retlamatrice M, =|0 0 1|
010

1. Pour quelles valeurs du réel a la matrice M,, est-elle diagonalisable ?

2. Pour quelles valeurs du réel a la matrice M, est-¢elle inversible ?

-1 00
3. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, M, est semblable & la matrice [ 0 1 1].
0 01

Exercice 2.

—~t

Soient x un réel positif ou nul et ¢, la fonction qui & un réel ¢ € R, associe @ (f) = T
X

+00
On pose alors, pour tout x > 0, f(x) = f o, (1) dz.
0

1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R,.

2. Déterminer le sens de variation de la fonction f sur R,.
On pourra comparer f(x) et f(y) pour deux éléments x et y de R, tels que x < y.

3. Limite de f en I’infini

3.1. Démontrer que la suite (f(n)),q converge vers une limite £,

3.2. Déterminer la valeur de £.

3.3. En déduire lim f(x).
X—3+00
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34 2046 (Daha)

Le but de ce probleme est de donner, dans les parties I. et II., quatre expressions différentes du réel
In(2) sous la forme d'une somme de série puis d’étudier, dans la partie 1L, la vitesse de
convergence de ces quatre séries.

On rappelle que pour une série E uy convergente, le reste d’indice n, pour n € N, est le réel défini
k>1

Partie 1.

1. Rappeler, en précisant le rayon de convergence, le développement en série entiere de la
fonction définie sur | — 1. + oof par z +— In(1 + z).

+00 1
2. Montrer alors que In(2) = —_
« [;2k
k=1
K1
X
3. (a) Donner le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entitre Z o
= E(k+1)
+oo 1
b) En déduire la valeur de ———
(b) ;; Kk + 1)2¢
. (___1)1;—1
4. (a) Montrer que la série Z ———— est convergente.
k>1
+¢ (_l)k_l 1
(b) Montrer que pour tout n € N et tout z € [0,1], Z p | < T
k=n-1 n-+
+oo (__,1)1@—1
c) En déduire que In(2) =
(© e () =34

Partie I1.

On considére dans la suite de ce probleme, la suite (@, )pen- définie par:

n—1

[TeE+1)

Ix3 - x2n—-1) 15
n2rtinl C pontly)

| * (2n)!
1. (a) Montrer que pour tout n € N*, q, = W

Yn e N, q,=

(b) Rappeler la formule de Stirling.
(c¢) Montrer que la série de terme général a,, est convergente.



[F1EY

N . s Y
2. On consideére la suite (1,),en définie par [, = / sin”"(z) dx.
0

: Lo
a) Montrer que pour tout n € N, [, — [, = ——— .
(a) que p s 4n whl T 5T
-1
[Jek+1)
(b) En déduire que pour tout n € N*, J,, = 530—777———'*——/2—, puis donner une relation liant 7,
2nn!

et a, pour tout n € N*.

sin®® (z)

3. (a) Pour n € N*, on note f, la fonction définie sur 0,5 par fo(z) = ~. Montrer que

la séric de fonctions E fn converge simplement sur [0.Z] vers une fonction f que 'on
nzl
déterminera.

| In(cos(z)) dz.

4
3
=
o\,
[ME

. 2
(b) Montrer que f est intégrable sur [0,5] et que Z Ay = ——

n=1

-
3
In(cos(x)) dx et J = / In(sin(z)) dz.
Jo
(a) En utilisant un changement de variable, montrer que J est convergente et que I = J.

[(VE

4. On note [ :/
0

(b) En calculant I + J trouver la valeur de /.

+oo
5. Donner, en le justifiant, la valeur de Z O,
n=l
Partie III.
<1 <X (=1)kt o= <= 1
Pour n € N, on note R, = TR S, = Z — T, = Z a et V, = Z m
k=n-+1 k=n-1 k=n-1 k=n-+1

R,, S,, T, et V, sont donc les restes d’indice n des séries vues en premiere et deuxiéme partie.

Le but de cette partie est de déterminer des équivalents des quatre suites (R,,), (Sn), (Tn) et (V).
On rappelle que la notation u, ~ v, signifie que la suite (u,) est équivalente A la suite (vn) et que
la notation u, = o(v,) signifie que la suite (u,) est négligeable devant la suite (v,,).

“+oc
. , . . o 1
1. On note dans cette question (Un)nzo la suite définie par U, = E i
t=n+1

1 : . .
(a) Calculer U,. Ecrire pour tout k € N*, 5% en fonction de deux termes de la suite (U, ), >0-

U, &3 L’A
b) En déduire que pour tout n € N, R,, = —— — ——k
(b) duire que pour tout n — kZ o

+coo
Uy,
1) Montrer que — = o(R,).
(¢) Montrer que k§1 RETT) o(Ry,)
1

d) Conclure que R,, ~ —.
(d) ! —

Tournez la page S.V.P.



2. (a) Montrer que

n—1
; 1 tr
Vn € N*, vt € [0,1], ) A (R L
neNIWE I, YU = g - (T
1 #
(b) En déduire que pour tout n € N*, S, = (—1)" / T dt.
Jo 14t

(c) Montrer que I'on a

dt.

. (_1)71, (n__l)n +1 gnFl
VneN*, S, = .
e 2n+1) n+l)y (T+12

(-1
on
3. (a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un rang N € N tel que

(d) Conclure que S, ~

1 1
V>N, (1-—¢ = < a, < (1+¢ 5.
( )2¢?k% o <A )QV?k%

k+1 i 1 k dt
(h) Montrer que pour tout entier k > 2, / —_ < < / -5
< E k

(¢) Déduire des questions précédentes que

Y e/ 1 [T dt
Vn>N, (l—¢)— = <T,<(1+c¢ e
2N (-agz [ Sencaragr [ 8
1
(d) Conclure que T, ~ ——.
™
4. Mont V, !
. Montrer que V,, ~ —aon

5. Parmi les quatre séries étudiées dans ce probleme, laquelle converge le plus rapidement?
Laquelle converge le moins rapidement? Justifier vos réponses.
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Exercice 1 E3A 204

-1 n+1

1. Justifier que la série Z

nzl

+00 1 1

d
2.1. Démontrer que I’on a : Z (f (1 - x) dx) - f - +x _
0 0 X

n=0
On pourra utiliser un théoréme d’intégration terme & terme.

(_1 n+l
P .

converge.

+00
2.2. En déduire la valeur de : Z
n=1
+c0
3. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction X Z(—])”*] —.
n

n=1

Calculer ¢(1).

1—-x

dx.
1+x2x

1
4.1. Calculer I'intégrale : f
0

+00 1
4.2. En calculant de deux facons différentes Z(—l)” ( f (1= %) dx), déterminer la valeur
n=0 0

+00
(-1 e .
d S = & ’ .
e lasomme : S "Z:(; Gt Dn+2) apres en avoir justifié I’existence
Exercice 2 C14 2021

Question de cours
Soit f une fonction continue sur R et intégrable sur | — co, —1].

X
1. Soienta € R et F; la fonction qui 2 tout x de R associe f f(o)dr.
a
Justifier que F est de classe C' sur R et déterminer I’expression de F 1(x) pour tout x de R.

X
2. Justifier que la fonction F qui 2 tout x de R associe f f(#)dr est de classe C! sur R et déter-
miner I’expression de F’(x) pour tout x de R. )
B ook sk sk ook sk
Pour tout entier naturel 7 supérieur ou égal 4 2, on note E, I'espace vectoriel des fonctions polyno-
miales de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout k € [0, n]}, on note e, la fonction réelle de la variable réelle f — * et & = (ex)refo, la base

canonique de E,,.
On note D I’endomorphisme dérivation de E,, et Id I’endomorphisme identité de E,,.

3. Soit k € N. Montrer que la fonction f; : ¢ +— £* ¢ est intégrable sur ] — co, —1].

4. Soit f € E,. Montrer que I’on définit sur E, une application linéaire L en posant g = L(f) avec :

YxeR, gx) =e™* fx f(Hede.
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10.
11.
12.

. Soit g € E, tel que g = L(f).

Montrer que g est solution sur R de I’équation différentielle : y + y = f(x).

. En déduire Ker(L).

7.1. Calculer L(eyp).
7.2. Montrer que pour tout entier naturel k € [0,n — 17, L(ep.1) = gy — (k + 1) Liey).

7.3. En déduire que L est un endomorphisme de E,,.

. Prouver que L est un automorphisme de E,.

Recherche des sous-espaces propres de L

Soient A une valeur propre de L et f un vecteur propre associé.

9.1. Justifier que A # 0.

9.2. Montrer que f est solution sur R de 1’équation différentielle : AY+@=-1y=0 (»).

9.3. Résoudre dans R I’équation différentielle ().

9.4. Déterminer les solutions polynomiales de 1’équation différentielle ().

9.5. En déduire les valeurs propres de 1’endomorphisme L et déterminer les vecteurs propres

associés.
L’endomorphisme L est-il diagonalisable ?

Comparer L™! et D+ Id.
Déterminer la matrice M de L' dans la base %.

Déterminer les valeurs propres de L™!. Retrouver alors les valeurs propres de L.

Exercice 3

On note vy la racine positive du trindme x* — x — 1. Justifier que y > 1 et que la deuxiéme racine

est ——.
Y

Ap+r = bn

Soient (a,) et (b,) définies par by = 0, b; = 1 etles relations de récurrence : Y € N, {b b
ntl = Ap + Oy

2.1. Montrer que pour tout entier n strictement positif : b,y = b, + b,_;.

2.2. Parmi les réponses proposées, une seule est I’expression correcte de b, valable pour tout
entier naturel n. Laquelle ?
n -1 n+l -1 n+1,n 1 n -1 n+1
Y =D D™y , Y (=D

— e ———— 2 ; 3) — .
\/_5.+,-},n+l\/§ () \/g '}’”\/5 () \/§+ '}/"‘/_5

2.3. Exprimer, pour tout n € N, a,, en fonction de n.

ey

2.4. Démontrer que pour n € N, y" = a, + b,y.
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K

all
bl?
Déterminer une unique matrice M € .#,(R) telle que:V, =MV,

3. On pose, pourtoutn € N, V, =

4. Justifier que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.
5. Montrerque 'ona:¥YneN, M"=a,L + b, M.

h Mk
6. Pour tout n € N, on pose : C,, = T
k=0
Montrer que la suite (C,,),ei converge et déterminer sa limite C A I’aide de v et des matrices I,

et M.

Y
7. Démontrer que la matrice C est semblable & la matrice A = (% e’(l) /y).

Exercice 4 € 1A L0249

Soientn € N" et E = R,[X]. Onnote (Py(X) = 1,P{(X) = X, ..., P,(X) = X") la base canonique de E.
Soit (a;) jefo,,y une famille de réels distincts deux 2 deux.

Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, on pose : (P|Q) = Z P(aj)Q(a;).
=0

1. Vérifier que 1’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2. Soit P un polyndme de E, calculer (P|Py).

X - ay
aj—ap

3. Pour tout j € [0, n]|, on considere le polyndme L H(X) =

k=0
k#j

lsiic i
3.1. Démontrer que, pour tout couple (i, j) € [0, n]%, L(a;) = { S? 1=
- 0 sinon

3.2. Prouver que la famille 2 = (L;);eo,,y est une famille orthogonale pour le produit sca-
laire (]).

3.3. En déduire que 2 est une base de E et qu’elle est orthonormale.
3.4. Déterminer les composantes d’un polyndme P de E dans la base .

3.5. Déterminer )  L;.

J=0

4. Soit H I’ensemble des polynémes P de E tels que Z P(a;) = 0.
=0
4.1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.
4.2. Déterminer H* et en déduire la dimension de H.
5. Soit Q un polynéme de E.
5.1. Déterminer le projeté orthogonal de Q sur H*.

5.2. Déterminer la distance de Q au sous-espace vectoriel H.

FIN
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EXERCICE 1

Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1, 2, ... A,
Il ne peut tenter de passer la hauteur n + 1 que s’il a réussi les sauts aux hauteurs 1, 2, ... , n.
En supposant que le sauteur a réussi tous les sauts précédents, la probabilité de succes au n-iéme saut

est: p, = —. Ainsi, le premier saut est toujours réussi.

Pour tout k£ € N*, on note S ’événement : « le sauteur a réussi son k-iéme saut » et on note X la variable
aléatoire réelle égale au numéro du dernier saut réussi.

1. Rappeler sans démonstration la formule des probabilités composées.

2. Rappeler sans démonstration le développement en série entidre au voisinage de O de la fonction
exponentielle.

3. Déterminer I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

4. Déterminer P([X = 1]).

5. Justifier que [X = 2] = §, NS, N S3. En déduire P([X = 2]).

6. Pour tout entier n > 2, exprimer I’événement [X = n] en fonction d’événements du type Si.
7. Déterminer la loi de X.

8. Vérifier par le calcul que : Z P(X =n]) =1

n=1

9. Montrer que X posséde une espérance et la calculer.
A EXERCICE 2 E3A_. 2ol

Les théoremes utilisés seront cités avec précision en s’assurant que toutes leurs hypothéses sont bien
vérifiées.

/2
Pour tout n € N, on pose u, = (-1)" cos” (r) dr.
p
0

1. Etude dela convergence de la série de terme général u,
1.1. Vérifier que la suite (Ju,|) est décroissante.
1.2. Montrer que la suite (Ju,]) tend vers 0.

1.3. Prouver que la série Z u, converge,

nz0

2. Calcul de la somme de cette série
. . t
2.1. Soit  un réel. Linéariser cos? (5)
1

—ds.
1 + cos(¥)
2.3. Intégration terme a terme ?

/2
2.2. En déduire I = f
0

2.3.1. Déterminer une relation de récurrence entre [u,.o| et |u,]. ( W@./Q’éiﬂ)
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. 1
2.3.2. Démontrer par récurrence sur I’entier naturel n quel’ona:VrneN, |u,| > —

n+1’
2.3.3. Peut-on utiliser un théoréme d’intégration terme 2 terme pour les séries de fonctions pour

calculer la somme de la série Z u,?  On justifiera rigoureusement la réponse.

nz0
7_[_ n
2.4. On pose, pour tout ¢ € [O, 5] ettoutn €N, v, (1) = (=1)" cos" () et V, (1) = Z v (1),
k=0
En appliquant le théoréme de convergence dominée 2 la suite de fonctions Ve s
+ o0
calculer la valeur de Z U, .
n=0
EXERCICE 3
Soit 7 un entier supérieur ou égal 2 3.
On note E,, = R" muni de sa structure euclidienne canonique et Z = (e, ..., e,) sa base canonique.

On consideére les endomorphismes f et g de E, définis par :

n

(f(31)=26ietvj€[[z,ﬂ]],f(ej)“—‘el+€j et (g=f-idg,).

i=1
1. Donner, dans la base 4, F et G les matrices respectives des endomorphismes f et g.

2. Justifier que f et g sont diagonalisables.

3. Diagonalisation de f et de g dans une méme base

3.1. Déterminer une base %, de Im(g), le rang de g et une base %, de Ker(g).

3.2. Montrer que Im(g) et Ker(g) sont supplémentaires orthogonaux dans E,,.

3.3. Démontrer que le spectre de I’endomorphisme g est : Sp(g) = {0, A;, A,} ot les deux réels A
et A, sont non nuls et vérifient la relation A1 + A2 = 0. On choisira 4; > 0.

3.4. On se propose de déterminer A, et A, par deux méthodes :
3.4.1. Méthode 1

(i) Démontrer que Im(g) et Ker(g) sont stables par g.

(if) Déterminer la matrice H dans la base 98, de I'’endomorphisme /4 de Im(g) induit
par g.

(iii) Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres associés de A.

(iv) En déduire, en le justifiant soigneusement, les valeurs de A; et A,.
3.4.2. Méthode 2

() Montrer que le spectre de g° = g o gest: Sp(gz) = {0, 47, 23} .
(ii) Déterminer la matrice de I’endomorphisme g* dans la base 2.

(iii) En déduire, en fonction de 7, la valeur de /l% + /1’72‘ .
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(iv) Retrouver alors les valeurs de A, et 1, obtenues par la méthode 1.

1 = ... =
3.5. Déterminer une matrice P € GL,,(R) sous la forme P =
1 = . =

telle que P'G P = diag(4y, 42,0, .., 0). On ne demande pas de déterminer P~

3.6. Justifier que la matrice P™' F P est diagonale.

4. Résoudre, pour 7 réel, le systeme différentiel : X'(f) = F X (t) +t U ou U est la premiére colonne de
la matrice P.

EXERCICE 4 C1A_d0rC

) . P 2 ]
On pose pour tout réel x, lorsque cela est possible, f(x) = f (smt( )) e *dr.
0
1. Continuité de f

1.1. Montrer que I’on peut prolonger par continuité sur R, la fonction définie sur R} par:
( sin(t))2

+e0 [ in(f 2
1.2. Montrer que I’intégrale f ( SH;( )) dr est convergente.
1

sin(®)\?
t

1.3. En déduire que la fonction ¢ ( ) est intégrable sur R .

1.4. En déduire que la fonction f est définie et continue sur R, .

2. Régularité de 1

2.1. Soient a et b deux réels strictement positifs tels que 0 < a < b. On considére x € [a, b].
2.1.1. Montrer que : Yz > 0, 0 < |sin(?)| < 1.

.2
“(t
2.1.2. Montrerque : V¢ >0, 0 < ﬂn——(—) e e,

2.1.3. Montrer que : V¢ > 0, 0 < sin®(H)e™' < e,

2.2. En déduire que f est de classe 47 sur R% et donner pour tout réel x strictement positif, une
expression de f”(x) sous forme intégrale.
3. Une autre expression de f”
On note i un nombre complexe vérifiant i> = —1.
3.1. Montrerque : VO € R, ¥ x > 0, [e(i 001

=™
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3.2. En déduire que : V6 € R, Vx > 0, lim [e%97| = 0,

t—-tco
1
3.3. Démontrer alors que : V x € RY, f”(x) = - -2(x2x+ 5
i1 _ it
On pourra utiliser la formule d’Euler : sin(f) = —
i

4. Une autre expression de f
4.1. Démontrer que lim f(x) = 0.
X400

4.2. Démontrer que lim f'(x) = 0.
X—34-00

t
4.3. Calculer la dérivée de la fonction G définie sur R par: G(¢) = tln ([2 + 4) — 2t + 4 arctan ( ;)—).

4.4. Déterminer alors, pour tout réel x strictement positif, une expression de f(x) a I’aide de fonc-
tions usuelles.

+oo [ i (f 2
5. Calculer alors la valeur de I’intégrale f (SH;( )) dr.
0

FIN
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SESSION 2010 PCM2006

a

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE FILIERE PC

CCIN L QsAO MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, la précision et a la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené & prendre.

PARTIE 1

On note D = IR\ (~IN¥) l'ensemble des nombres réels qui ne sont pas des nombres entiers
strictement négatifs.
On considére la série de fonctions d’'une variable réelle de terme général u,, défini par :

1

VneIN", VeelR,z#—-n, u,(2)= m

I.1. Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur D.

4o
On notera désormais U = E u, la somme de cette série de fonctions, ct, pour tout n € IN®,
n=1
" e
Un = Zu’* la somme particlle d’ordre n ¢t R, = E w, le reste correspondant. On a donc
k=1 k=n+1
R, = U — U, pour tout n € IN*.
1.2.
1.2.1. Soit p € IN* donné. Pour tout n € IN*, soit 'un(f’ ) 1a dérivée de U, & lordre p.

Calculer uf )(:2:) pour tout € IR, x # —n.

I.2.2. Soient @ et b deux nombres réels tels que —1 < a < b.
Montrer que la série de fonctions de terme général u'? converge normalement sur [a, b].

1.2.3. Déduire de ce qui précéde que U est de classe C° sur ] —1,+0c0].
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I1.3.

L.3.1. Soit N € IN" donné. Pour tout x € D, exprimer U(z) & l'aide de Un(z) et Ulx + N).

I.3.2. En déduire que U est de classe C* sur | — N — 1, =N [, puis sur D.

I.3.3. Soit p € IN donné, p > 2.
+oC
Pour tout x € D, établir une expression de —
P nz::l (n+ x)

L.4. Soit N € IN" donné. Donner un équivalent de U(z) lorsque z tend vers — N.

I.5.

L.5.1. Montrer que U est strictement décroissante sur | — 1, +ool.

v oo qt . Tt
I.5.2. Montrer que pour tout = > 0 on a = <U(x) < 7

a+1

En déduire un équivalent de U(z) lorsque z tend vers -co.

T

4

1 x x—1
I.6. Montrer que pour tout « € D on a U(x) = 1 [U (%) +U <l 5 )}
PARTIE I1
I1.1. Pour tout p € IN on note fp la fonction définie sur IR* par :

tp—é»l

et —1°

vt € RY, fo(t) =

I1.1.1. Déterminer PI% fp(t) selon les valeurs de p.

On notera désormais f, la fonction f, prolongée par continuité a IR tout entier.

I1.1.2. Déterminer un équivalent de f,(¢) lorsque ¢ tend vers +oo.

I1.2. Soit ¢ la fonction d’une variable réelle = définie par

+00 +oc te—:ct

olx) = | folt)e—2tdt = / .

0 Jo et —1

I1.2.1. Montrer que le domaine de définition de ¢ est | — 1, +ool.

I1.2.2. Soient p € IN ¢t @ €] — 1, +o0| donnés.

Vérifier que pour tout 2 > a et tout ¢ > 0 on a 0 < f,(t)e™ < fp(t)e ™.
Montrer que la fonction  — f,(t)e™" est intégrable sur [0, +ool.

I1.2.3. Déduire de ce qui précede que ¢ est de classe C sur | — 1, +o0].

IL.2.4. Déterminer lim p(x).

T——4+00

11.3.

I1.3.1. Montrer que p(z) — p(x +1) = 5 pour tout x > —1.

1
(+1)

I1.3.2. En déduire que ¢(z) = U(x) pour tout & > —1.

~ a laide de p et de UP~2)(z).
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I1.3.3. Soit p € IN donné, p > > 2
1 . +00 ty)—le——mt
> a l'aide de p et de / —dt.

Pour tout @ > —1, exprimer Z s 1
(n+a 0 et —

n=1

PARTIE II1

Soit g la fonction d’une variable réelle z, périodique de période 27, telle que :

Ve € [, +7, glx) = i;— — |z|.
1 +00
Soit 540 (g9) + Z (an(g) cosna + by (g) sinnx) la somme de la série de Fourier de g.
‘ n=1

IIL.1. Préciser pourquoi g est égale en tout point de IR & la somme de sa série de Fourier.

I11.2.
ITL.2.1. Calculer b,(g) pour tout n € IN*.
II1.2.2. Calculer a,(g) pour tout n € IN.

I1L.3.
+oc

1
III.S.].. Calculer Z W
k=1 VT )

IIL.3.2. En déduire la valeur de U (—1), puis celle de U(0).

+oo +00
1
III.4. Calculer E m En déduire la valeur de la somme E —-
k=1 v n=1

ITI1.5. On note G la primitive de g telle que G(0) = 0.
ITI.5.1. Montrer que G est impaire, périodique de période 2.

II1.5.2. Calculer les coefficients de Fourier de G.
Préciser pourquoi G est égale en tout point de IR & la somme de sa série de Fourier.

I11.5.3. Calculer les sommes Z 2A 1)6 et Z 5
— n

Fin de ’énoncé
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SESSION 2010 PCM1002

7

COHCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES
[ oo i

EPREUVE SPECIFIQUE FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance o la clarté, a la précision et
la concision de la rédaction.

St un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliqguant les raisons des
initiatives qu’il a été amené a prendre.

sk ok
Notations et objectifs

Dans tout ce probléme 7 est un entier naturel supcrieur ou égal & 2 et E est un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.

L(E) désigne l’algébre des endomorphismes de E et GL(E) I'ensemble des endomor-
phismes de E qui sont bijectifs.

On note 0 'endomorphisme nul et id Papplication identité.

Pour tout endomorphisme f, Ker (f) et Im (f) désigneront respectivement le noyau et
I'image de f.

L’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f)={he L(E) |1’ = [}
R[X] désigne I’espace des polynémes & coefficients réels.
¢
Etant donné f € L(E) et P € R[X] donné par P(X) = Zaka, on définit

k=0

P(f) € L(E) par :
14
P(f)=> " af*
k=0
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ou fO=idet pour k€ N*, f* = fo.. .0/,
N

k  fois

1€igq
morphisme f1o0...0 f,.
Pour tout entier p non nul, M,(R) désigne l'espace des matrices carrées i p lignes et p
colonnes a coefficients dans R.
I, est la matrice identité de M, (R).
L’objectif du probleme est d’étudier des conditions nécessaires ou suffisantes & Uexistence
de racines carrées d'un endomorphisme f et de décrire dans certains cas I'ensemble R(f)-

PARTIE I

A) On désigne par f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
donnée par :

8 4 -7
A=1-8 —4 8
0 0 1

1) Montrer que f est diagonalisable.

2) Déterminer une base (vy, vg, v3) de R? formée de vecteurs propres de f et donner la
matrice D de f dans cette nouvelle base.

3) Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (v1,v9,v3). Soit un entier
m 2z 1. Sans calculer 'inverse de P, exprimer A™ en fonction de D, P et P!

4) Calculer P~ puis déterminer la matrice de f™ dans la base canonique.

5) Déterminer toutes les matrices de M;3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée
a la question 2).

6) Montrer que si H € M3(R) vérifie H*> = D, alors H et D commutent.

7) Déduire de ce qui précéde toutes les matrices H de M;(R) vérifiant H? = D, puis
déterminer tous les endomorphismes 4 de R® vérifiant 22 = f en donnant leur matrice dans
la base canonique.

B) Soient f et j les endomorphismes de R? dont les matrices respectives A et J dans la
base canonique sont donndes par :

211 1 11
A=11 2 1 et J=11 11
11 2 111
1) Calculer J™ pour tout entier m > 1.

1
2) En déduire que pour tout m € N*, f™ = id + —3—(4’“ —1)j. Cette relation est-clle

encore valable pour m =0 7
3) Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes \ et w telles que A < p.
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4) Montrer qu'il existe un unique couple (p,¢) d’endomorphismes de R? tel que pour
tout entier m > 0, f™ = A™p + u™q et montrer que ces endomorphismes p et ¢ sont
linéairement indépendants.

5) Aprés avoir caleulé p?, ¢, po q et gop, trouver tous les endomorphismes h, combi-
naisons linéaires de p et ¢ qui vérifient A2 = f.

6) Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f. Ecrire
la matrice D de f, puis la matrice de p et de ¢ dans cette nouvelle base.

7) Déterminer une matrice X de Ms(R) non diagonale telle que K? = Iy, puis une
matrice ¥ de M3(R) non diagonale telle que Y2 = D.

8) En déduire qu'il existe un endomorphisme h de R® vérifiant h2 = f qui n'est pas
combinaison lindaire de p ct g.

9) Montrer que tous les endomorphismes % de R? vérifiant 2% = f sont diagonalisables.

PARTIE 11

Soit f un endomorphisme de . On suppose qu’il existe (A, 1) € R? et deux endomor-
phismes non nuls p et ¢ de £ tels que :

id = pt+gq
AF et ¢ f = dp+pug
2= Np+uiq
1) Calculer (f — Xid) o (f — pid). En déduire que f est diagonalisable.
2) Montrer que A ety sont valeurs propres de fet qu’il 0’y en a pas d’autres.
3) Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que pog = gop = 0 puis montrer
que p? =pct ¢* = q.
4) On suppose jusqu’a la fin de cette partie que Ap = 0.
Montrer que f est un isomorphisme et éerire /7t comme combinaison linéaire de petq.
5) Montrer que pour tout m € 7 :

JL”I'IL - A’T?’Lp + MT)’Lq

6) Soit I le sous-espace de £(E) engendré par p et g. Déterminer la dimension de F.

7) On suppose dans la suite de cette partie que A et u sont strictement positifs.
Déterminer R(f) N F.

8) Soit &£ un entier supérieur ou égal & 2. Déterminer une matrice & de M(R) non
diagonale et vérifiant K2 = I,

9) Montrer que si l'ordre de multiplicité de la valeur propre A est supérieur ou égal a
2, alors il existe un endomorphisme p’ € L(E) \ F tel que pPrP=petpog=qop =0.

10) En déduire que si dim(E) > 3, alors R(f) ¢ F.
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PARTIE III

Soient p1. ..., Pm, m endomorphismes non nuls de E et A seo oy Amy M nombres réels
s M 1 )

distincts. Soit f un endomorphisme de E vérifiant pour tout entier £k € N :

n

=2 Nn
i=1

1) Montrer que pour tout P € R[X], on a :

P(f) =3 PO,
de=l

m

2) En déduire que H(]‘ — \iid) = 0, puis que f est diagonalisable.
ie=1

3) Pour tout entier ¢ tel que 1 < £ < m, on considere le polynome :

. (X =)
L(X) = IV Y
1<];<[ni (/\C - )\Z)

il

Montrer que pour tout entier £, tel que 1 < ¢ < m, on a e = L(f). En déduire que
Im (p) C Ker (f — Add), puis que le spectre de f est

4) Vérifier que pour tout couple d’entiers (i, ) tels que 1 < 4,7 < m, on a :
I I J q J
0 st 1#7
p; 0 p; = S
Pi© P {pz- si 7=
m

5) Justifier le fait que la somme Z Ker (f — Aiid) est dirvecte et égale & F et que les

i=1
projecteurs associés a cette décomposition de E sont les p;.

6) Soit F' le sous-espace vectoriel de £(E) engendré par {p1.....pm}. Déterminer la
dimension de F'.
7) Déterminer R(f) N F dans le cas ol )y, ... . Am sont des réels positifs ou nuls.

8) Dans cette question, on suppose de plus que m = n.
8.1) Préciser alors la dimension des sous-espaces propres de I
8.2) Montrer que si h € R(f), tout vecteur propre de f est également vecteur propre
de h.
8.3) En déduire que R(f) C F et donner une condition nécessaire et suffisante sur
les A; pour que R(f) soit non vide.
9) Montrer que si m < n et si tous les A; sont positifs ou nuls, alors R(f) ¢ F.
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PARTIE 1V

A) Soit f un endomorphisme non nul de E tel qu’il existe un entier p > 1 tel que f? = 0
et fP1 0.

1) Montrer qu'il existe z € £ non nul tel que la famille (x. f(z), f3(2), ..., P (z)) est
libre. En déduire que p < n et que f™ = 0.

2) Montrer que si R(f) # 0 alors 2p — 1 < n.

n—1
3) Déterminer les réels aq, . . . cOn- tels que V142 = E apa® + O(a™) au voisinage
k=0

n—1
de 0. Dans la suite, P, désigne le polynéme défini par P, (X) = Z apX*.
k=0

4) Montrer quil existe une fonction n bornée au voisinage de 0 telle que l'on ait
Pi(z) —x — 1= z"n(z). En déduire que X" divise P?—X 1.

5) Montrer alors que R(f + id) # 0. Plus généralement, montrer que pour tout « réel,
R(acf 41id) # 0, puis que pour tout 3 réel strictement positif, R(f + Bid) ## §.

B) 1) Soit T' = (aij)1<i,j<n Une matrice triangulaire supériewre de M, (R) dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux & un réel \.

Montrer que (T — AI,)" = 0.

2) On suppose dans toute la suite que f est un endomorphisme de £ dont le polynoéme
caractéristique est scindé et qui n’admet qu'une seule valeur propre A. Déduire de la
question précédente que £ = Ker (f — Aid)".

3) Montrer que si A > 0 alors R(f) 5 0.

Fin de ’énoncé
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X

ExErcIicE1 € Cinf 2019

Polynome de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

Dans tout I’exercice, on considére un entier # € N*.

Partie I - Produit scalaire sur R,[X]

I.1 - Généralités

Pour tout couple (P, Q) € R,[X]>, on note :

PO = f ooP(f)Q(t)e"dl-
0

Q1. Justifier que I’intégrale définissant (P | Q) est convergente.

Q2. Montrer que I'application (- | ) : R,,[X] X R,[X] — R est un produit scalaire.
L2 - Calcul d’un produit scalaire

Q3. Soitk € [1,x]. A I'aide d’une intégration par parties, établir que :

-+00 +00
f e 'dr = k f *leds,
0 0

Q4. Conclure que (X1 1) = k! pour tout entier k € [0, n]).

Partie II - Construction d’une base orthogonale

On considere I’application a définie sur R,[X] par :

YPeR,[X], aP)=XP"'+(1-X)P.

IL1 - Propriétés de I’application «

Q5. Montrer que « est un endomorphisme de R,[X].
Q6. Ecrire la matrice de a dans la base (1,X,...,X".

Q7. En déduire que « est diagonalisable et que Sp(a) = {—k | k € [0, n]}.
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I1.2 - Vecteurs propres de application o

On fixe un entier k ¢ [0, n].
Q8.  QuelleestIa dimension de ker(o + kldz, x)) ?

Q9.  En déduire qu’il existe un unique polynéme Pr € R,[X], de coeflicient dominant égal & |,
vérifiant a/(P;) = — kP,.
Q10.  Justifier que Py est de degré k.

Q11. Déterminer Py et Py. Vérifier que Py = X> —4x + 2.
L3 - Orthogonalité de Ia famille (P,, . . . »P,)
On fixe un couple (P, 0) e R,[X]?.

Q12. Montrer que (@(P) | Q) = — f " PO (ne™dr.
0

Q13. En déduire que (a(P) | Q) = (P | @(Q)).
Q14. Montrer que (Py,...,P,) est une base orthogonale de R,[X]. On pourra utiliser Q9 et Q13.

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

On admet que Ie pol néme P, admet » racines réelles distinctes que I’on note x;,... x,.
q poty q n

On souhaite montrer qu’il existe (1, . .. »A,) € R™ tel que -

YPeR,  [X], f P(he™'dt = Z AiP(x;). (%)
0 i=1

Q15. Montrer qu’un n-uplet (A,..., ) e R vérifie (x) si et seulement si
1 I ... I \(4, 0!
Xy X2 fee X /12 1!
X! o I, (n—1)!

Q16. En déduire qu’il existe un unique n-uplet (4. . .. +Ay) € R" vérifiant (%).

Q17. Déterminer un polyndéme P e R, [X] tel que

0o n
P(te™'dr # AiP(x;).
A 2

3/7




EXERCICE 2 CCiNf 2249

Etude d’une équation différentielle

On consideére I’équation différentielle suivante

=y —x(1+x)y +y=2. (E)

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

Dans cette premiére partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entiére de
I’équation différentielle homogene associée a (E) :

P =xy = x(I+x)y +y=0.  (H)

On fixe une suite de nombres réels (a,),qq telle que la série entidre Z a,x" ait un rayon de conver-
gence r > 0. On définit la fonction f :] - r, r[— R par:

+oo

Vxel-rrl. f)=) ax.

n=0

Q18.  Justifier que la fonction f est de classe ¢ et que les fonctions f* et £ sont développables
en série entiere. Exprimer avec la suite (¢, les développements en série entiére respectifs
des fonctions f” et f” en précisant leur rayon de convergence.

Q19. Montrer qu’il existe une suite (b,),s» de nombres réels non nuls telle que pour tout x €]-r, r[,
ona:

+00
H(1 = 0f @) = 21+ 0f () + F() = ag + ) bylay = @)
n=2

Q20. Montrer que f est solution de (H) sur I'intervalle ]—r, r[ si et seulement si ag =0eta,; = a,
pour tout n € N*,

Q21. En déduire que si f est solution de (H) sur ] — r, [, alors » > 1 et il existe 1 € R tel que :

Ax

Veel-LIL S = 7.

Q22. Réciproquement, montrer que si A € R, alors la fonction

Ax

(I-x)

est une solution de (/) sur ] — 1, 1] développable en série entiere.

gl-L1[>R, xm
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Partie IT - Solutions de (E) sur 0, 1[ ou ]1, +cof

On désigne par J I'un des i

ntervalles 0, 1] ou
définit Ia fonction 21l —]

11, +ool. Soity: 7 - R
R par la relation

une fonction de classe €. On

Vxel, zx) = (}( - l)y(x).

différentielle :

X2+ 7 =2y, (Ey)
Q25. Montrer que si z est solution de (Ey) sur I, alors il existe A € R te] que :
A
Vxel, Z(x)=2 + x.
X

Q26.  En déduire I’ensemble des solutions de I'équation différentie]le (E) sur I.

Partie III - Solutions de (E) sur 10, +oo[

Q27. Déterminer I"ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sur ]0, +o0[
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EXERCICE2 ¢ CiN{ 2019

Etude de séries de pile ou de face

Présentation générale

On consideére un espace probabilisé (Q,A, P) modélisant une succession infinie de lancers indépen-
dants d’une piece équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face avec la probabi-
lité 1/2). Pour tout entier k € N*, on désigne par Py I'événement [le k-iéme lancer de la piéce donne pile]
et par F 'évenement [le k-iéme lancer de la piéce donne face].

On appelle série une succession de lancers amenant le méme coté de la piece. La série n°1 commence
au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu’un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la fin la série n°1 et se termine au
lancer précédant un changement de c6té. On définit de méme les séries suivantes.

Voici deux exemples pour illustrer la définition des séries donnée ci-dessus :

Exemple 1: PinPsnN Fq NPyNPsNPgNPrNFgN---.
N — ——
Série n°1  Série n°2 Série n°3
“+o0
Exemple 2 : F1ﬂFgﬂFgﬂP4ﬂP5ﬂPﬁﬂP7ﬂpgﬂ[ﬂFk].
s ) o k=9
Série n°1 Série n°2 R ,
Série n°3

Partie | - Etude de la longueur de la premiére série

Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la premiére série. On définit la variable aléatoire Ly
de la maniére suivante :
- si la série n°1 ne se termine pas (ce qui arrive si et seulement si on obtient que des piles ou que
des faces), onpose L; =0 ;
- sinon, on désigne par L; la longueur de la série n°1.
Ainsi, si 'événement donné dans I'exemple 1 est réalisé, alors on a Ly = 2 tandis que si I'événement
donné dans I'exemple 2 est réalisé, alorsona L; = 3.

1.1 - Calcul de la somme d’une série entiére

Q14. Rappeler (sans le démontrer) le rayon de convergence et la somme de la série entiére

S

k=0

—+o0
Q15. En déduire que pourtout x €] - 1, 1], la série ka" converge et que ka" = q X )2_ .
- X
=0 k=0
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1.2 - Etude de L,

Dans cette partie, on considére un entier k e N*.

Q16. Exprimer 'événement (L; = k) en fonction des événements P; et F; pourie [1,k+1].
Q17. Montrer que P(L; = k) = 27%.

Q18. En déduire la valeur de P(L; = 0).

Q19. Demontrer que la variable aléatoire L; admet une espérance, puis déterminer sa valeur. Que
représente ce nombre par rapport au probléme étudié dans cet exercice ?

Partie Il - Etude du nombre de séries

Pour tout entier » € N*, on note N, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par
exemple, si I'événement de 'exemple 1 dans la présentation est réalisé, alors on a :

Ni=Ny=1, N3=2, Ny=Ns=Ng=N;=3 et Ng = 4.
Jusqu’a la fin de 'exercice, on considére un entier n € N* .
il.1 - Généralités

Q20. Déterminer les lois de N et N .

Q21. Quel est I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N, ?

I1.2 - Relation de récurrence pour la loi N,

Dans cette sous-partie, on détermine une relation de récurrence entre la loi de N,yi etlaloide N,.

Q22. Soitk e [1,n+ 1]. Justifier que I'on a I'égalité d’événements :
(Niz+1 :k)manPrH—l = (Nn :k)nPnnPn—{-l,

puis en déduire que :

P((Nay1 =k) N Py N Prpa) = %P((N,, =k NP,).

Dans la suite, on admet que I'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

P((Nn+1 = k) NF, N Fn-i—l) = %P ((Nn = k) N Fn) 3
P((Nn—H - k) NP, nFn-i—l) = ';“P((an =k- 1) mPil)a

P((Nus1 =k) N Fy N Puyy) = %P((N,, =k—-1)NF,).

Q23. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements :
(Pn n Pn-i—la Fn n Fn—l—la Fn N Pn-i—l: Pn n Fn+1)

et les relations précédentes, montrer que 'on a pour tout k € [1,n + 1] la relation :

1 1
P(Npw1 = k) = ZP(Ny, = k) + =P(N, =k~ 1)
2 2
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1.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de N,

Pour tout m € N*, on note G,, : R — R la fonction génératrice de la variable aléatoire N,,, dont on
rappelle la définition :

m
VxER, Gu(x) = ) P(Ny=k)x.
k=1

En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) que :

Q24.

Q25.
Q26.

Q27.

VxeR, Gi(x)=x.

Déduire de Q23 que pour tout x € R, on a la relation :

14+ x
9

L

Gpi1 (x) = Gy (/\) -

Déterminer une expression explicite de G, (x) pour tout n e N* ettout x e R.

Rappeler I'expression de I'espérance de N, en fonction de sa fonction génératrice G,, . En déduire
I'espérance de la variable aléatoire N,, .

Déterminer la loi de la variable aléatoire N, a partir de I'expression de G,, .
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EXERCICE3 <C cinf 2249

La constante d’Euler

Présentation générale

Dans cet exercice, on commence dans la premiére partie par démontrer la convergence d'une suite afin
de définir la constante d’Euler comme sa limite. Dans la seconde partie, on détermine une expression
de cette constante sous la forme d’une intégrale.

[Partie | - Construction de la constante d’Euler ’ o (N'ffcm I

On définit la suite (u,)sen- par:

n 1
VneN', u,= [Z Al In(n) .

k=1
et on considére la suite (A,),»2 définie par :

VneN \ {0, 1}, An = Up — Up-1 .

Q28. Determiner un nombre a e R, tel que A, ~ ~
. n—-oo

e

Q29. Montrer que la série Z A, est convergente.

nz2

Q30. En déduire que la suite (u,),en+ est convergente.

Partie Il - Expression intégrale de la constante d’Euler

Dans Q30, on a montré que la suite (u,),en+ converge vers un un nombre réel que 'on note y dans
la suite de I'exercice. Ce dernier est appelé constante d’Euler. Dans cette partie, on détermine une
expression de y sous la forme d’une intégrale.

Pour tout n € N, on considere la fonction f, : |0, +-00o[— R définie par :

n
(1—1) In(¢) si t<n
Vt€]0,4oof, foilt) = n
0 si t2n.

1.1 - Propriétés de la suite (f,,) ey

Dans cette sous-partie, on pourra utiliser librement I'inégalité In(1+x) < x valable pour tout x €]-1, +oof.

Q31. Soit 7 €]0, 4-co[. Justifier qu'il existe ny € N* tel que pour tout n € N* vérifiant n > ng, on a :
n
£ult) = (1 - ;) In(z) .

Q32. Déduire de la question précédente que la suite de fonctions (fa)ner= cOnverge simplement vers
la fonction 7 — e™ In(z) sur l'intervalle 0, +oof.

Q33. Soitn € N*. Montrer que pour tout ¢ €0, +o0[, on a |£,(1)| < €™ [In(z)] -

Q34. Montrer que la fonction 7 — e~ In(r) est intégrable sur ]0, +-co].
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I1.2 - Convergence d’une suite d’intégrales

Pour tout n € N*, on considére les intégrales :
400 1 £\ 1
I, = fu(®) dtzf (1— —) In(r)dr et J, =f uIn(l—u)du.
0 0 n 0
On considére un entier n e N*.
Q35. Montrer que l'intégrale I, est convergente.
Q36. Déduire des résultats de la sous-partie I1.1 que la suite (I,),e est convergente et que :

400
lim I,,:f e”'In(z) dt.
0

n—--00

Q37. Montrer que l'intégrale J, est convergente si et seulement si 'intégrale :

1 n+1 _ 1
f ol
o u-1

est convergente. En déduire que l'intégrale J, est convergente et que I'on a les égalités :

1 1 n+l _ q 1 ”+11
Jp=— f a du = — Z—.
n+1Jy u-1 n—l—lk:1k

Q38. Montrer que I'on a la relation :
1
I, = o In(r) + nJ,.

Q39. Déduire des questions précédentes que :

—+c0
,y:_f e”'In(z) dr.
0

FIN
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EXERCICE2 < CiN P 2ono

Extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée

On se donne un entier 7 > 2. On rappelle que la norme euclidienne usuelle || - || sur R” est définie par:

n

VxeR', x=(x,.on), =4 2
k=1

On note B, = {x € R" | ||x]| < 1} la boule unité fermée de R".
On fixe des réels a; ; pour 1 < i < j < n et on considére I’application f B, — R définie par :
I n
VOn...x) €RY fln,.m) =y (Z af,jx,-xj] = > aymx,
i=1 \'j=i 1<i<jn

L’ objectif de cet exercice est d’étudier les extremums de la fonction S sur la partie B,. On définit la
matrice My € M, (R) comme la matrice symétrique dont les coefficients (m; ;) vérifient :

Qi St i=j

VG, j) e [1,nl?  myj= ai;

si i< ]
5 J

Si M est une matrice a coefficients réels, on note MT sa matrice transposée.

Partie I - Etude d’un exemple

Dans cette partie, on suppose que n = 2 et que I’application f : B, — R est définie par:

Y(x1,x2) € Ba,  [f(x1,x) = x% + x% + 4x1x,.

Q11. Justifier que I’application f admet un maximum et un minimum sur B,.

Q12. En étudiant la fonction ¢ — f(cos(?), sin(z)), déterminer les extremums de I’application f sur la
frontiére $, = {(x1,x,) € R? | X% + x2 = 1} de B,.

Q13. Justifier que f est de classe C! et déterminer les points critiques de I’application f dans la boule
unité ouverte B} = {(x;, x;) € R? | x> + x2 < 1} de R%.

Q14. En déduire que le maximum de f sur B, est 3 et que le minimum de f sur B; est —1.

Q1S. Vérifier que la plus grande valeur propre de M r est €gale au maximum de f sur B, et que la plus
petite valeur propre de M est égale au minimum de f sur B,.
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Partie II - Le cas général

On ne suppose plus dans cette partie que n = 2.
On consideére un vecteur x = (xi,..., x,) € B, etonnote X = (x; --- x,)T € M, ;(R).

Q16. Montrer que f(x) = X M;X.
Q17. Justifier que la matrice M est diagonalisable dans M, (R).
f

Dans la suite, on note 4y,...,4, € R les valeurs propres de M; comptées avec leur multiplicité et on
suppose que A} < -+ < A,.
On fixe une matrice orthogonale P € GL,(R) telle que M = PDP ! ou:

4 0)
D= R € MII(R)
0) An

Onnote Y = P7'X € M, ;(R).
Q18. Montrer les égalités YTV = XTX = ||
Q19. On suppose que ; < 0 < A,,. Montrer que A; < Y'DY < A, et en déduire que 4; € f(x) < 4,.

Q20. En déduire que si 1; < 0 < 4, alors n}gax( f)=Aa,et n},in( £ = A.

Q21. Dans le cas ot 4; > 0, déterminer le maximum et le minimum de f sur B,.

Partie IIT - Application des résultats

Dans cette partie, on suppose que 2 > 3 et que I’application f : B, — R est définie par :

n

V(x1,...,%,) € B, f(xl,..-,xn)=Zx§- Z 2X:x;.

k=1 I<i<jsn

Q22. Déterminer le maximum et le minimum de I’application f sur B, (on pourra commencer par
déterminer le rang de la matrice My — 21, ol I, désigne la matrice identité de M, (R)).
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EXERCICE3 ¢ ¢ iN f 2030

Retour a I’origine d’une marche aléatoire sur Z

Dans cet exercice, nous allons étudier le déplacement aléatoire d’un pion se déplagant dans I’ensemble
des entiers relatifs. A 1’ €tape n = 0, on suppose que le pion se trouve en 0. Ensuite, si le pion se trouve
a I’étape n sur 'entier x € Z, alors a I’étape n + 1, le pion a une chance sur deux de se trouver en x + 1
et une chance sur deux de se trouver en x — 1, ceci indépendamment des mouvements précédents.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (Q, A, P) et on considére une
suite (Xj)ren- de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes dont la loi est donnée par :

1
VEEN', P(Xi=1)=P(Xi=-1)=>.

On considere également la suite de variables aléatoires réelles (S 2)ren définie par Sg = O et :
1
YneN, S,=> X

L’ objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T définie de la facon suivante :
1. sipourtoutn e N",onasS, #0,onposeT = +0;
2. sinon, on pose 7' = min{n € N* | S, = 0}.

L’événement (T = +o0) se réalise donc si et seulement si ’ensemble {n e N* | §, = 0} est vide.
Finalement, on définit les suites (p,) e €t (@u)nen par:

0 si n=0,

VneN, p,=PS,=0) et q":{P(Tzn) si n>0.

Partie I - Calcul de p,,

On fixe un entier n € N,
Q23. Que représente la variable aléatoire S, ?
Q24. Calculer py, p; et p,.

Q25. Justifier que si n est impair, alors on a p, = 0.

1
On considere pour tout £ € N* la variable aléatoire ¥, définie par Y, = . On admet que (Y})iepn

est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

1
Q26. Soit k € N*. Montrer que Y suit une loi de Bernoulli de paramatre 7

Q27. Pourn > 0, donnerlaloide Z, = ¥; +--- + Y, et exprimer S, en fonction de Z,.

Q28. On suppose que n = 2m avec m € N. Déduire de la question précédente que :
_(2m)\ 1
Pon = m | 4m -
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Partie II - Fonction génératrice de la suite (Pn)neN

On note R, le rayon de convergence de la série entiére X" et f la somme de cette série entidre sur
g2 ¥
nz0
son intervalle de convergence.

Q29. Montrer que R, > 1.
Q30. Montrer que pour tout m € N*, on a :

(_l)m m 1
m = -z —k+1}.
P2 m! g( 2 " )

Q31. Déterminer un nombre « € R tel que f(x) = ( 1- xz)a pour tout x €] — 1, 1[.

Partie III - Loi de la variable aléatoire 7

On note R, le rayon de convergence de la série entiere Z g.x" et g la somme de cette série entidre sur

nz0
son intervalle de convergence. Pour tout z € N, on considere €galement la fonction g, : R — R définie

par g,(x) = g,x" pour tout x € R.
Q32. Calculer g et g.

Q33. Montrer que la série Z 8 converge normalement sur [—1, 1]. En déduire que R, > 1.

n20
Dans la suite, on admet Ia relation :

Yn € N*, Pn = Z PrGn—k-
k=0

Q34. En utilisant un produit de Cauchy et la relation admise ci-dessus, montrer que :

Vxel-LI1L f(gx) = f(x) - L.

Q35. En déduire que g(x) = 1 — V1 — x2 pour tout x €] - 1, 1[, puis calculer le développement en série
entiere de la fonction x —» 1 — V1 — xZen précisant son rayon de convergence.

Q36. En déduire une expression de g, pour tout n € N*.
Q37. En utilisant Q33 et Q35, déterminer la valeur de P(T = +00). Interpréter le résultat.

Q38. La variable aléatoire T admet-elle une espérance ?

FIN
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EXERCICE 1 CCinp 20 A
Les urnes de Polya

On fixe un couple d’entiers (b, r) € N* X N*. On suppose que 1’on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considére une urne contenant initialement b boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher. On procéde a des tirages successifs dans cette urne en respec-
tant a chaque fois le protocole suivant :

1. sila boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans ’urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans 'urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-ieme
tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant dans I'urne
a I’issue du n-ieme tirage dans un cas particulier.

Pour tout n € N*, on désigne par X, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au n-iéme tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n-ieme tirage est rouge. On considere également la suite de variables
aléatoires réelles (S,,),en définie par :

So=b et VneN, S,,:b+ZXk,
k=1

On rappelle que si E et F sont deux éveénements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F (notée P(E | F) ou Pr(E)) par :

P(ENF)

P(E| F) = Pr(E) = PO

Partie I - Préliminaires

Q1. Déterminer la loi de X.
Q2. Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant I’évenement (X = 1). En déduire la loi de X.

Q3. Soitn € N. Que représente la variable aléatoire S, ? Quel est I’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire S, ?

Partie IT - La loi de X,,

Dans cette partie, on considére un entier n € N*.
Q4. Pourtoutk € [b,n + b], calculer P(X,,,; = 1S, =k).
Q5. A I’aide de la formule des probabilités totales, justifier que :

E(S,)

PX,,p=1)= hrrin

Q6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de paramétre 5 pour tout n € N*,

+r
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Partie III - La loi de S, dans un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que b = r = 1 et on considére un entier 1 € N*.

Q7. Exprimer I’événement (§, = 1) avec les événements Xk =0) pour k € [1,n] .
1

Q8. Montrer que P(S, = 1) =

n+1
. . 1
On admet dans Ia suite que ’on a de méme P(S, = n + = 1
n

Q9. Soit (k, &) € [1,n + 2] x [1,n + 1]. Calculer la probabilité¢ P(S,,; = k| S, = ) dans chacun des
trois cas suivants :

@D €¢{k-1,k), M€=k-1, (i) € = k.

Q10. Montrer que pour tout k € [2,7+ 1], on a la relation :

n+2

k~1 -~k
PSSy =kb=—_p n=k—1)+ ——_"p = k).
St ) n+2 © )+ n+2 & )

Q11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [1, 7 + 1].
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CCINP Qe

EXERCICE 1
Endomorphisme cyclique

Présentation générale

Dans cet exercice, nous allons étudier la notion d’endomorphisme cyclique dont la définition est donnée
ci-dessous. Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie n € N*. On rappelle
que pour tout entier p € N*, on note :

=g,  fl=f, fP=fof, fl=fo-of.
R el

p fois

On dit que I'endomorphisme f est cyclique s'il existe un vecteur v € E tel que la famille (v, fO), ..t (v))
soit une base de I'espace vectoriel E.

Cet exercice est composé de quatre parties indépendantes. Les trois premiéres sont consacrées a
'étude de différents exemples. Dans la derniére partie, on détermine une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’'un endomorphisme diagonalisable soit cyclique.

Partie | - Etude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considére 'endomorphisme 7 : R> — R? défini par :

V(x,y) eR% flx,y) = (dx—2y,x+).

Q1. Enconsidérant v = (1,0) € R?, montrer que f est un endomorphisme cyclique de R?.
Q2. Déterminer les valeurs propres de f et donner une base de chaque sous-espace propre de f .

Q3. Existe-t-il un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R? ?

Partie Il - Etude d’un deuxiéme exemple

Dans cette partie, on considére 'endomorphisme g : R* — R?® dont la matrice dans la base canonique
est:

0 -1 1
M=|-1 0 -1|eMsR).
1 -1 0

Q4. Montrer que I'on a la relation g? = g + 21dzs .
Q5. Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

Q6. L'endomorphisme g est-il cyclique ?
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Partie lll - Etude d’un troisiéme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n € N'\ {0, 1} et on considére I'application A définie sur R,[X] par :
YPeR,[X], AP)=PX+1)-PX).

Par exemple, ona A(X?) = (X +1)2 - X2 =2X +1.

Q7. Montrer que A est un endomorphisme de R, [X] .

Q8. Soit k € [0,n] . Calculer A(X*) sous une forme développée.

Q9. En déduire que si P € R,[X] est un polyndme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) - 1.

Q10. Montrer que 'endomorphisme A est cyclique.

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considére un endomorphisme diagonalisable /4 d’'un C-espace vectoriel E de di-
mension finie n € N*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs
propres de h pour que cet endomorphisme soit cyclique.

Comme I'endomorphisme £ est diagonalisable, il existe une base 8 = (vy,...,v,) de 'espace vectoriel E
composée de vecteurs propres de k. Pour tout k € [1,#], on note A; € C la valeur propre associée au
vecteur propre vy

Soit v € E. Comme 8 est une base de E, il existe (a1,...,a,) € C" tel que :

v=aivy -+t apy,.

Q11. Montrer que pourtout p e N* ,ona:

WP (v) = a1 vy + - + @udivy .

Q12. Montrer que le déterminant de la famille 7 = (v, h(v),...,F""*(v)) dans la base B est égal & :

detgg(T):al---a,, 1—1 (/lj—/li).

1<i<jgn

Q13. Conclure que & est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.
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EXERCICE 2 CCinN® 2ol
La fonction dilogarithme

Présentation générale

Dans cet exercice, on commence par définir la fonction dilogarithme dans la premiére partie, puis on
étudie quelques-unes de ses propriétés dans les parties suivantes.

On admet et on pourra utiliser librement 'égalité :

+ool 2

Partie | - Existence et premiéres propriétés de la fonction dilogarithme

Dans cette partie, on considére la fonction f :]0, +-co[X]| ~ o0, 1] — R définie par :

{
el —x’

V(t,x) €]0,4o0[x] = 00,1], f(t,x) =

Q14. Justifier que la fonction f est bien définie sur 10, +00[X] — o0, 1].
Q15. Montrer que la fonction r — f(z,1) est intégrable sur ]0, +co|.
Q16. Soit x €] — o0, 1] . En comparant les fonctions 7+ f(z,x) et f(z,1), montrer que 7 — f(z, x) est

intégrable sur |0, +co[.

D’apres les résultats précédents, on peut définir la fonction L :] — o0, 1] — R par:
-}-00
Vxe]—-o0,1], L(x)=x f(t,x)dt.
0
Cette derniere est appelée fonction dilogarithme.

Q17. Montrer que la fonction L est continue sur ] — o0, 1].

Partie Il - Développement en série entiére

Dans cette partie, on montre que la fonction L est développable en série entiére. On considére un
nombre réel x € [-1, 1] . Pour tout n € N, on définit la fonction s, :]0, +o[— R par

Vi €]0,+cof, s,(z) = re” 0D

x)l

oo o0
Q18. Soitn € N. Montrer que l'intégrale f sn(r) dt converge et que f sp(1)dt = ek
0 0 n

Q19. Montrer que la série de fonctions Z s, converge simplement sur ]0, +co[ et que :
nz0

0

Vr €0, +cof, an(z) = f(t,x).

n=0



1
Q20.- Montrer que la série g 5’—2- converge et déduire des questions précédentes que L(x) =
n

nzl

L(x?).

[N

Q21. Montrer que pour tout x € [-1,1], ona L(x) + L(-x) =

Q22. Déduire des questions précédentes les valeurs de L(1) et L(-1).

Partie lll - Une autre propriété

Dans cette partie, on considére la fonction & : |0, 1]— R définie par :

¥x€)0,1], h(x)=L(x)+L(1-x)+In(x)In(1-x).

Q23. Justifier que la fonction L est dérivable sur ] —1,1[ et montrer que 'on a :

In(1-x)
Vie]-1,1] L'(x)= X
1 si x=0.

si x#0

Q24. Montrer que la fonction / est constante sur |0, 1].

Q25. Montrer que h(x) = L(1) pour tout x € ]0, 1. En déduire la valeur de l'intégrale f 2eft - dr.
0 _
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