CHAPITRE
VARIABLES ALEATOIRES : COUPLE,
INDEPENDANCE, INEGALITES

Dans tout ce chapitre (2, .4, P) est un espace probabilisé.

I Couple de variables aléatoires

I.1 Loi conjointe, lois marginales

,—(Déﬁnition (Couple de variables aléatoires)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. Le couple Z = (X,Y) est une variable aléatoire discréte.

e La loi de probabilité du couple (X,Y") est appelée la loi conjointe de (X,Y) elle est déterminée par
la donnée pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q2) de P((X,Y) = (x,y)) = P([X = z] N [Y = y]) aussi noté
P(X =zY =y).

o Les lois de X et de Y sont les lois marginales de (X,Y).

(. J

>

(z,y)eX(Q)XY ()

NB : noter que PX=zY=y) =1

f—[Proposition (Lois marginales a partir de la loi conjointe)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes.

e Pour tout z € X (),

e Pour tout y € Y(12),

I’= Explication &1

pij = P(X = x;,Y = y;), les égalités se réécrivent

P(X:$i) :Zpij

SIX(Q)={z;/iel}tetY(Q)={y;/je€ J}ouletJsont dénombrables et

PY =y;) = pij-

JjeJ il
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Exemples

1) Une urne contient une boule blanche, deux boules rouges. On extrait successivement les 3 boules de 'urne.
On note X le rang d’apparition de la boule blanche et Y le rang d’apparition de la deuxiéme boule rouge.
Déterminer la loi du couple (X,Y"). Puis les lois marginales.

2) On lance deux dés a 6 faces. On considére X (resp. Y') le plus petit (resp. grand) nombre obtenu.
Déterminer la loi du couple (X,Y’). Puis les lois marginales.

3) Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :

. 2 oo N

V(’L,]) € N ) P(X - ZaY - .]) - a2i+j

ol « est une constante. Déterminer « puis les lois marginales.

& Attention &

Si & partir de la loi conjointe on peut obtenir les lois marginales. La réciproque est fausse :

xY 1 2 loi de X xY 1 2 loi de X

1 0 1/2 1/2 1 1/4 1/4 1/2

2 1/2 0 1/2 2 1/4 1/4 1/2
loideY | 1/2 1/2 1 loideY | 1/2 1/2 1

I.2 Loi conditionnelle

,—(Déﬁnition (Lois conditionnelles)}

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes.
Soit x € X (1) tel que P(X = z) > 0. La loi conditionnelle de Y sachant (X = z) est la loi de Y dans
I'espace probabilisé (€2, P x—,)). Elle est donnée pour tout y € Y'(Q2) par

PX =zY =y)
P(X =)

P(X::r)(Y = y) =

Exemples

1) Soit N une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0.
On définit deux variables aléatoires X et Y de la maniére suivante. Pour n € N, on suppose que sachant (N = n),
X suit une loi binomiale de parameétres n, p €]0,1[et Y =n — X
-a- Soit (n, k) € N2, Que vaut Py—, (X = k)?
-b- En déduire la loi de Y. On doit trouver une loi de Poisson.
2) On dispose d’une piéce donnant Pile avec la probabilité p €]0;1[ et d’une urne contenant une proportion a de
boules rouges.
On lance la piéce jusqu’a obtenir Pile. Si le premier Pile est obtenu au k-iéme lancer, on effectue alors k tirages
successifs et avec remise d’une boule de 'urne. On note X le rang d’obtention du premier Pile et Y le nombre
de boules rouges obtenues.
-a- Déterminer la loi de X.
-b- Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).
-c- Déterminer alors la loi de Y.

NB : on pourra utiliser la relation

VieN, Vze]l—1,1]



II Indépendance de variables aléatoires

IT.1 Cas de deux variables aléatoires

f—[Déﬁnition (Cas de deux variables aléatoires)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes.
X et Y sont dites indépendantes, noté X 1l Y si

V(z,y) e X() xY(Q), PX==zY=y) =PX=x)PY =y).

(. J

,—[Théoréme (Caractérisation de l’indépendance)J <

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes.
X et Y sont dites indépendantes si et seulement si pour toutes parties A C X(2) et B C Y(Q) les
événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants c’est-a-dire

P(X € A, X e€B)=P(X € A)P(X € B).

(S J

Exemples

1) On lance deux fois de suite une piéce équilibrée. On note X et Y les variables de Bernoulli, telles que X =1
(resp. Y = 1) si pile a été obtenu au premier (resp. deuxiéme) lancer.

xY 0 1 loi de X
0 1/4 1/4 1/2 . L 1
1 1/4 1/4 1/2 Les deux variables aléatoires sont indépendantes car....
loideY | 1/2 1/2 1

2) Retour sur 'exemple : N une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0.
X et Y définis par : pour n € N, on suppose que sachant (N = n), X suit une loi binomiale de paramétres n,
p€l0,1[et Y =n— X.
-a- Montrer que X et Y sont indépendantes.
-b- Montrer que X et N ne le sont pas.

f—[% Meéthode pratique Y (Montrer que deux va ne sont pas indépendantes)} N

Pour montrer que X et Y ne sont pas indépendantes on trouve un couple (z,y) tel que
PX=z,Y=y)#PX=x)PY =y).

Souvent P(X = xz,Y = y) = 0 sans que ni P(X = z), ni P(Y = y) ne le soit.

(S J

f—[Théoréme (Image de variables aléatoires indépendantes)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et f: X(2) = Ret g: Y(2) — R.
Alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

I1.2 Cas de n variables aléatoires

Définition (Cas de deux variables aléatoires)}

Soient X7,...,X, des variables aléatoires discrétes.
X1,..., X, sont dites mutuellement indépendantes ou indépendantes si

V(il,...7l’n) GXl(Q) X oo XXn(Q)7 P(Xl :I’h,Xn:In):P(Xliil)P(Xniin)




Théoréme (Caractérisation de l’indépendance)}

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires discrétes réelles indépendantes.
Alors pour toutes parties Ay, ..., A, de R les événements (X; € A4;) sont indépendants.

Exemple Soient X, Y, Z des variables indépendantes suivant une loi géométrique de paramétre p. Déterminer la loi de
M =min(X,Y, 2).

f—[Remarques ("Indépendance mutuelle" = "indépendance deux a deux")} N

Si Xq,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes alors elles sont deux & deux indépendantes.

& Attention & La réciproque est fausse. Contre-exemple : on lance un dé deux fois de suite. On
note X, Y, Z les variables de Bernoulli, telles que X =1 (resp. Y = 1, resp. Z = 1) si le premier chiffre
(resp. le deuxiéme chiffre, resp. la somme) est pair. X,Y,Z sont indépendantes mais pas deux a deux

indépendantes.

(. J
f—[Théoréme (Lemme des coalitions)} N
Soient X7, ..., X, des variables aléatoires discrétes indépendantes et f, g des fonctions de plusieurs variables

a valeurs réelles, alors f(X1,...,X) et ¢(Xpm+1, ..., X,) sont indépendantes.

(S

NB : on peut généraliser au cas de plus de deux coalitions.

Exemple Soient X1, Xa, X3, Xy des variables aléatoires indépendantes. Alors

Xy AL Xo+ X5+ X4 X1 X0 X3 X7 +exp(X3) U X3X4. X1, X2, X3X, sont indépendantes.

I1.3 Suite de variables aléatoires

,—(Déﬁnition (Suite de variables aléatoires)} |

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes.

e On dit que que c’est une suite de variables indépendantes si pour tout NV € N, Xo, X1,..., XN
sont indépendantes.

e On dit que c’est une suite i.i.d. (indépendantes identiquement distribuées) lorsque c’est une suite
de variables indépendantes qui suivent toutes la méme loi.

= Explication =1 Une telle suite i.i.d. sert & modéliser une répétition infinie d’une méme expérience (’issue
de chacune des expériences ne dépendant & nouveau pas de l'issue des autres expériences).

Par exemple, le jeu de Pile ou Face infini. On lance indéfiniment une piéce (pas nécessairement équilibrée), on pose
X, = 1 si le résultat du n-iéme lancer est "pile" et 0 sinon. Dans ce cas, on a une suite i.i.d. de variables de Bernoulli.

Exemple On lance indéfiniment un dé non pipé, chaque lancer est indépendant des précédents.
Pour tout n € N*, on note T}, le rang d’apparition du n-iéme 6 et on note X,, = T,, — T},—1 avec la convention Ty = 0.
Jusitifier que (X, )n>1 est une suite i.i.d. et préciser leur loi.

III Espérance

I1I.1 Formule de transfert

La formule de transfert déja vue dans le chapitre précédent s’applique aux couples et aux n-uplets de variables aléatoires
qui sont elles-mémes des variables aléatoires.



f—[Corollaire (Formule de transfert pour les couples)}

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes et f: X () x Y(£2) — R une fonction.
La variable aléatoire Z = f(X,Y) est d’espérance finie si et seulement si la famille
(f(z,y) P(X = 2,Y = ¥))z.y)ex (@) xy(Q) est sommable. Dans ce cas

E(f(X,Y)) = > f@y)P(X =2,V =y).

(z,9)€X(2)xY ()

(S

NB : c’est sous cette forme, avec f(x,y) = x + y que 'on démontre facilement E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Exemple Retour sur 'exemple : X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :

1

V(i,7) e N*, P(X =4,Y =j) = ]

Calculer E(XY).
I1I1.2 Espérance du produit

Théoréme (Espérance du produit)}

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes.

Alors E(XY) = E(X)E(Y).

xY 1 2 | loide X
. R o 1 0 1/2 1/2
& Attention & L’égalité est fausse en général : 9 12 0 1/2
loideY | 1/2 1/2 1

Et la réciproque est fausse : prendre X de loi uniforme sur {—1,0,1} et Y = X2

Remarques (Extension au cas de n variables aléatoires)}

La propriété se généralise & un nombre quelconque de variables aléatoires : si X7, ..., X, sont des variables
aléatoires indépendantes, chacune d’espérance finie, alors X7 - - - X, est aussi d’espérance finie, et on a

E(Xy--X,) = E(Xy) - B(X,).

III.3 Fonction génératrice et indépendance

f—[Théoréme (Fonction génératrice d’une somme)]

e Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N.
Si X et Y sont indépendantes alors Gx 1y = GxGy.

e Plus généralement, si Xi,..., X, sont des variables aléatoires & valeurs dans N, indépendantes alors

Gx,++x, =Gx, - Gx,.

(S

,—[Théoréme (Stabilité de la loi binomiale, de Poisson pour la somme)}

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

1) Soit n,m € N* et p €]0,1[. Si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p) alors X +Y ~ B(n +m,p).

2) Soit A\, p € R%. Si X ~P(A) et Y ~ P(p) alors X +Y ~ P(A 4+ p).

& Attention & Sans I’hypothése d’indépendance ce résultat n’est plus forcément vrai.



IV  Variance - Covariance

I'= Explication &1  On souhaite calculer la variance de la somme de deux variables aléatoires X et Y.
De quelles hypothéses a-t-on besoin?

X))~ EX)?+EY?)-EY)?+2EXY)-EX)EY))

(
(X2 4+2XY +Y?) — (E(X)* +2B(X)E(Y) + E(Y)?)
(
(X)+V(Y)+2(E(XY) - EX)E®Y))

IV.1 Covariance

Théoréme (Espérance de X Y)}

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. Si X2 et Y2 sont d’espérance finie alors XY l’est aussi
et
E(XY)? < E(X®)E(Y?).

NB : I'hypothése "X?2 et Y2 d’espérance finie" peut étre remplacée par I’hypothése équivalente "X et Y de variance
finie".

f—[Théoréme-Déﬁnition (Covariance)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes telles que X2 et Y2 sont d’espérance finie.
Alors (X — E(X))(Y — E(Y)) est d’espérance finie.
Cette espérance est appelée covariance du couple (X,Y), on la note Cov(X,Y),

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).

f—[Théoréme (Expression de la covariance - Formule de Konig—Huyghens)} N
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes telles que X2 et Y2 sont d’espérance finie.
Alors:
Cov(X,Y)=E(XY)— E(X)E(Y).
,—[Théoréme (Covariance de variables aléatoires indépendantes)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes d’espérance finie.
Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0.

L Contraposée : Cov(X,Y) #0 = X et Y ne sont pas indépendantes.

N\ Attention N La réciproque est fausse. Méme contre-exemple que E(XY) = E(X)E(Y) = X 1L Y.

f—[Théoréme (Propriétés de la covariance)} <

La covariance est bilinéaire, symétrique et positive.
Soient X,Y, Z des variables aléatoires discrétes et A € R.

e bilinéaire: Cov(AX+Y,Z) = ACov(X, Z)+Cov(Y,Z) Cov(Z,A\X+Y) = ACov(Z,X)+Cov(Z,Y)
e symétrique : Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
e positive : Cov(X,X)=V(X) >0




,—(Remarques (Cov un produit scalaire ??)} N

Il y a donc de fortes similitudes avec un produit scalaire. Ce n’en est toutefois pas un : la convariance
n’est pas "définie". La propriété Cov(X, X) = 0 c’est-a-dire V(X) = 0 implique seulement que la variable
aléatoire X est presque slirement égale a son espérance (la probabilité de ’événement X = E(X) est nulle).
Cependant on peut prouver, 'inégalité de Cauchy-Schwarz (qui ne de demande pas le caractére "défini") :

| Cov(X,Y)| < o(X)o(Y).

IV.2 Variance d’une somme

(S

f—[Théoréme (Variance d’une somme va indépendantes)} N

e Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes et de variance finie.
Alors X 4+ Y est de variance finie et :

V(X +Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y)

e Si de plus | X et Y sont indépendantes ‘ alors : VIX+Y)=V(X)+ V().

Exemple Une urne contient des boules blanches, noires, rouges en proportion p1, p2, ps.
On extrait n boules de I'urne avec remise. On note X, Y, Z le nombre de boules blanches, noires et rouges obtenues.

1)
2)
3)

|

,—[Théoréme (Variance d’une somme : cas général)} N

Quelle est la loi de X, la loide Y et la loi Z 7
Que vaut X +Y + Z7 En déduire la loide S =X +Y?

Déterminer alors I'espérance de XY puis la covariance du couple (X,Y).

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires discrétes de variance finie

n

V(iXZ) > Cov(Xi, X;) = V(X)+2 Y Cov(Xi,X;).
i=1 1<i,5<n i=1 1<i<j<n

J

(S

f—[Corollaire (Variance d’une somme de variables aléatoires deux a deux indépendantes)]ﬁ

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires discrétes deux a deux indépendantes alors

v (ZX) SV,

Exemples

1)
2)

Retrouver la variance d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On les extrait successivement et sans remise. On dit qu’il y a
rencontre au i-éme tirage lorsque la boule tirée porte le numéro 7. On note X le nombre de rencontres. Montrer
que E(X) =V(X) =1.

1

Indication : décomposer X en somme de variables de Bernoulli X; et on vérifiera que E(X;) = -



V Inégalités probabilistes
V.1 Inégalité de Markov

Théoréme (Inégalité de Markov)}

Soient X une variable aléatoire discréte positive et d’espérance finie.

Pour tout réel a > 0,
E(X)

P(X >a) <
(X >a)< =

Exemples
1
1) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parameétre — ou n € N*.
n

1
Montrer que : P(X >n?) < —.
n
2) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A o A > 0.

1
Montrer que : P(X > 2X) < 3

Utilisation fréquente : a savoir refaire.

e Si X est d’espérance finie alors pour tout a > 0, P(|X| > a) <

S
g

e Si X? est d’espérance finie alors pour tout a > 0, P(|X| > a) <

V.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)}

Soient X une variables aléatoire discréte positive et de variance finie.

Pour tout réel € > 0,
V(X)

e2

P(IX - E(X)[>¢) <

I'= Explication =1  L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev confirme ce que mesure la variance. Elle permet
d’estimer quantitativement la probabilité que la variable aléatoire prenne des valeurs "& distance supérieure a "
de sa moyenne. Cette probabilité est d’autant plus petite que la variance est faible et d’autant plus petite que € est
grand. La variance donne donc une indication de la dispersion de X autour de son espérance, c’est-a-dire sa tendance

4 s’écarter de sa moyenne.
Si V(X) = 400 ousi V(X) > &? I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev n’apporte rien.

Exemples

1
1) Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre 100 et I Minorer P(5 < X < 15).

1
2) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre — ou n € N*.
n

1
Montrer que : P(X >2n) <1— —.
n
3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A ot A > 0.

1
Montrer que : P(X > 2)\) < T



V.3 Loi faible des grands nombres

,—[Théoréme (Loi faible des grands nombres)} <

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires deux & deux indépendantes de méme loi, de variance finie.

On pose m = E(X3) et pour n € N*, §,, = ZXk. Alors pour tout € > 0,

k=1
S
P<—nm‘>s> — 0.
n n—-+o0o
(. J
. . U . Sn o?
Démonstration : elle repose sur l'inégalité a savoir retrouver P [ |— —m| > ¢ | < — oo = o(X1). O
n ne

S,
I'= Explication &1 — représente la moyenne des valeurs prises par les variables aléatoires. La loi faible des
n

grands nombres stipule que cette moyenne tend en un certain sens vers m = E(X7).

Exemple On utilise un dé équilibré. Cherchons le nombre de lancers qu’il faut effectuer pour pouvoir affirmer avec
un risque d’erreur inférieur a 0,05, que la fréquence d’apparition du numéro 1 au cours de ces n lancers sera dans
1 1 1
lintervalle | = — —, — + —1.
-6 1006 100 , ) , ) )
Indication : On note S, la variable aléatoire donnant le nombre d’as a l'issue de ces n lancers. Alors S,, suit la loi
binomiale B (n, %) La fréquence d’apparition du numéro 1 au cours de ces n lancers est S—n"



