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Préparation oraux

Exercices types oraux CCINP - IMT

Analyse

Exercice 1 -

Pour n € N*, on s’intéresse a I’équation (E,) : z"+x—1 =
0.
On pose fn(x) =2 4+ 2z — 1.

1) Montrer que (F,) a une solution unique dans
]0; +00[. On la note .

2) Montrer que, pour tout n € N*, z,, €]0, 1].

3) Montrer que la suite (x,) est croissante (on pourra
comparer f,(z) et fri1(x)).

4) Démontrer que la suite (x,,) converge puis déterminer
sa limite.

Indications et réponses

1) On applique le théoréme de la bijection monotone, en
citant bien toutes les hypothéses.

2) Calculer f,(1), quel est son signe?

3) Pour = €]0,1[, fos1(x) — fn(z)..77..0 et prendre
T = ..

4) Objectif : passer & la limite xI* + x, — 1. Discuter
l<1,1=1.

Exercice 2 -

n
Etudier la convergence de la série Z L
Indications et réponses Si o < 0, u,, nexiste pas, rad-
icande strictement négatif ou dénominateur nul.

FEtudier la convergence absolue. Faire le reste par un
développement asymptotique de uy,.

Si o > 1, convergence absolue.

Sia €]0,1],
G A 1
ne 2 3 t+o n3a |-

Bilan : Zun CV ssia > %

IMT

1) Etudier la convergence de la suite (u,), ou, pour
n

n € N*, unzzl—ln(n).

p=1

Exercice 3 -

+oo 1

2) Calculer Z — -
= n(4n? —1)

Indications et réponses

1) Méthode 1 (qui est plus celle attendue ici) :
on utilise le résultat : "la suite (up) converge si et
seulement si la série Z(un_H — uy) converge”.
Calculer un équivalent de un41 — Uy, G Uaide d’un
développement asymptotique. On trouve :
Meéthode 2 :
monotone.
Pour étudier la monotonie et la minoration on aura
besoin de l’encadrement :

1
T on?-
on utilise le théoréme de la limite

1

Vk € N*
€ E+1

<ln(k+1) —In(k) <

=

2) On effectue la décomposition en éléments sim-

ples de X(Tzfl)’ on utilise la "multiplication-
évaluation” :
1 IS R SR
XX -1)2X+1) X 2X-1 2X+1°
N
On étudie la somme partielle : Sy = Zan ot
n=1
1
Uy = ——————.
n(4n? — 1)

Utiliser la réécriture de la "somme sur les indices im-
ON— 2N 2N
DT ST DI
n n n’
n=1 n=1,n pair
+oo
1
On trouve E
n=1

Y n
pairs”,

n=1,n tmpair
————— =2In(2) — 1.
n(4n? — 1) n(2)

Exercice 4 - IMT

Soit (a,b,c) € (RT*)3.
Pour n € N, on pose u,, = 2Iln(n+a) —In(n+b) —In(n+c).

1) Etudier la convergence de la série Z Up,.

2) Etudier la convergence de la série Z(fl)"un.

Indications et réponses FEcrire un dévéloppement
asymptotique de u : u, = (2a — b — ¢)+ + O(55), utile
pour les questions 1) et 2).

1) Zun CVssi2a—b—c#0.

2) Z(fl)”un sans conditions.



Exercice 5 - CCINP - Majeur

Soit (up)n, la suite définie par ug = g et, pour tout n € N,

Upt1 = sin(up).

1 1
On pose, pour n € N, v, = —— — —-.
un+1 U’n

1) Dounner le tableau de variation de la fonction sin sur
™

0.5
2) -a- Montrer que, pour tout n € N, 0 < wupy1 <
T
Up < 5
-b- Montrer que la suite (u,), converge vers 0.
ud
3) Montrer que u,, — Up41 ~ ?”

Que dire de la série de terme général u3?
1
4) Montrer que la suite (v,) converge vers 3

5) On admet le lemme de Césaro : Soit (x,,), une suite

convergente de limite | € R. Pour n € N, on pose
n

1
Cp = ntl kZ_O L.
Alors (¢y,)n converge vers [.
Donner un équivalent de (uy,)s,.

Indications et réponses

z|0
1) fo/l

2) -a- Vérifier d’abord que )0, %] est stbale par sin.
Qu’en déduire sur u, ?
Montrer que : Vz[0,5], sinz < x et égalite
seulement pour v = 0. Prendre alors © = u,,.

-b- Théoréeme de la limite monotone + point fixe de
sin.

INTE

3) Ecrire le DL3(0) de sin.
Reconnaitre une série téléscopique Z(u""'l — Up).
4) Ecrire v, comme un quotient et déterminer un équiv-
alent du numérateur et du dénominateur.

5) Appliquer le lemme de Cesaro a la suite (vy,).

On trouve U, ~ \/g

Exercice 6 - CCINP - Majeur

n k

a

4ok * . — -

Pour a € R™™ et n € N*, on pose u,(a) = k|,|1 T aF

—_

Etudier la convergence de la suite (uy,(a))y.

[\

Déterminer la limite de (u,(a)), pour a €]0;1].

w

Donner un équivalent en 0 de In(1 + ).

=~
NN NN

Etudier la convergence de la suite (— In(uy,(a)),, pour
a€ R,

5) Trouver une valeur de a pour laquelle la suite
(un(a))n ne converge pas vers 0.

6) Question de probas.

Indications et réponses

1) Etudier la monotonie de (u,(a)) et montrer que la
suite est minorée.

2) Majorer u,(a) en utilisant 1+ ak > 1.

3) In(1+ x) s

4) Distinguer a <1, a=1 eta > 1.

Dans le cas a > 1, se ramener & la nature d’une série
dont on étudie un équivalent du terme général.

5) a>1.

Exercice 7 -

Soit f : R — R de classe C? telle que f et f” sont
bornées. On pose Mo(f) = sup |f(z)|, Mi(f) = sup|f'(z)]
xR SN

et Ma(f) = sup|f"(z)|.
zeR

1) Justifier I'existence de My(f) et Ma(f).

2) Soit z € R. En utilisant l'inégalité de Taylor-

Lagrange, montrer que, pour tout h > 0, |f'(x)| <
2Mo(f) | h
— 4+ - M .
h + 5 2(f)
3) Justifier existence de M (f).

4) Montrer que M (f) < 2/ Mo(f)Ma(f).

Indications et réponses

1) Facile.
2) Inégalité de Taylor-Lagrange :

2
P h) = f@) ~hf @< s 1f7)
[z, 2+h]
En déduire une majoration de |hf'(z)| par inégalité
triangulaire.
3) Utiliser 2).
4) Passer au sup x pour h fizé. Puis, choisir un h con-

venable qui donne exactement le bon magjorant (il fau-
dra discuter selon que Ms(f) s’annule ou non).

Exercice 8 -

On recherche les fonctions f continues de R dans R vérifi-
ant (1) :

Vx € R, f(z)+/0w(xt)f(t)dt— 1+z

1) Montrer que, si f vérifie (1), alors f est de classe C?
et est solution de (E) : y” +y =0.
2) Résoudre (E).

3) Conclure.

Indications et réponses

1) Isoler f, "éclater" lintégrale pour prouver que f est
C'. Dériver.
Recommencer en dérivant f'.

2) x— Acosx + pusinz.

3) Synthése. Conclusion : x +— cosx + sinx.



Exercice 9 -

CCINP - Majeur
Pour t € R*, on considére le polynéme P, = X3 +tX — 1.

1) Montrer que, pour tout ¢ € RT, P, admet une unique
racine réelle (on pourra commencer par étudier la
fonction f: x> 2% +tx —1).

On note u(t) cette racine; on a donc P(u(t)) = 0.

2) -a- Donner la valeur de u(0).

-b- Montrer que, pour tout ¢t € RT, 0 < u(t) < 1.
-c- Soient 1 et to5 deux réels positifs tels que t1 < ts.
Montrer que, pour z > 0, P, (z) < Py, (z).

En déduire que u est strictement monotone et
donnez ses variations.

3) Montrer que u admet une limite finie en +oo.

4) En considérant, pour ¢t > 0, P;(1/t), déterminer la
limite de u en +oo0.

5) Montrer que u est bijective de Rt vers ]0;1] et don-
ner, pour y €]0; 1], 'expression de u=!(y).

6) Tracer sur un méme graphique l'allure des fonctions
wet ut.

7) Montrer que u est dérivable sur RT et donner une
expression de u/(t) en fonction de u(t).

Indications et réponses Ressemble auz exercices sur les
suites implicites.

1) Application scrupuleuse du TBM.

2) -a- u(0)=1
-b- Calculer ¢(0), g(1) et utiliser la monotonie de
g.

-c- Ftudier le signe de Py, (x)— Py, (x). Puis prendre
une bonne valeur de x, et utiliser la monotonie

de Pt-

u est strictement décroissante.
3) TLM
4) Signe de P,(1/t) pour en déduire u(t) < 1.

u(t) — 0.
t——+oo
- 3 -1 1—y?
5) u(t) =y vérifie : y> +ty—1=0. v ' (y) =
Y

6)

7) Appliquer le théoréme de la dérivée de la réciproque
a u~t pour prouwver la dérivabilité de u.
Dériver par rapport a t : u(t)® + tu(t) — 1 =0 pour
obtenir u'(t) en fonction de u(t). On obtient

foay u(t)
Y= st

Exercice 11 -

4) Déterminer Py, Py et Ps.
5) Déterminer, pour n € N, le coefficient dominant de
P, son degré et ses limites en 400 et —oo.

6) Montrer que, pour tout n € N*, P, posséde n racines
a1, ,q, (on pourra raisonner par récurrence et
étudier le signe de P, (o).

Indications et réponses

|0 +o00
1) T
> 0
= (=1)" o
2) f(t):r;) ot R =00,

3) Raisonnement par récurrence.

4) PBh=1,P =—-X, Pb=X?-1.

5) deg(P,) =n, CD(P,) = (—1)".
Utiliser la relation de P,y1 = P, — XP, pour
déterminer deg(Pp41) et CD(P,y1) en fonction de
deg(P,,) et CD(P,).
Déterminer un équivalent de P,(t) en too et dis-
tinguer la parité de n.

6) Dans Uhérédité de la récurrence,
théoreme de Rolle sur [oy, atiq1].
Montrer que P,11 s’annule une fois sur ] — oo, a1 et
[y, +00].

appliquer le

CCINP - Majeur

Pour n entier naturel supérieur ou égal & 2 et z € R™, on
x n
pose gn(z) = e * — (1 - —)

n

1) Etudier les variations de ¢ : z +— xe™®

2) -a- Déterminer h,, telle que, pour z > 0,
gh(x) = e Thy(x).
-b- Etudier les variations de h,, sur [0;n].
3) Mountrer qu'il existe un unique «, €]0;n] tel que
hy(am) = 0.
O, n—1
Vérifier I'égalité (1 — —) =e .
n
4) Pour n € N*, on considére la fonction f,, définie par
fa(x)=0siz >net fr(x) = (1 - E) siz € [0;n].
n

-a- Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge
simplement sur RT vers une fonction f que I’on
précisera.

-b- Montrer que la suite de fonctions (f,) converge
uniformément sur R* vers f.

Exercice 10 - CCINP - Majeur

) .2 Indications et réponses
Soit f:t—e =,

1) Etudier les variations de f et donner son graphe. z| 0 1 +oo

2) Déterminer le développement en série entiére de f et 1) ' + 0o -

donner son rayon de convergence. ot1

2) -a- hp(z) =¢€" (1 - %)nﬂ -1

3) Montrer que, pour tout n € N, il existe un polynéme ")

P, tel que, pour tout t € R, f(™(t) = Pn(t)e’g.
Vérifier que P41 = P, — XP,.




z|0 1 a, n
h!, + 0 -
" SN
h,l O 0
.

3) TBM sur [1,n] et hy, ne s’annule pas sur ]0,1].
4) -a- Limite wusuelle a calculer en passant par
Décriture exponentielle. On trouve f(x) =e™*
-b- Etudier les variations de gy, sur [0,n].

Sur [0,n], [fa(2) = f(2)] = |gn(2)] < gnlan) <

Sur [n, +00
an -

[ 1fal2) = f(2)] <

Flloo < max(=,e7).

n
Exercice 12 -
On pose, pour n € N, f,, : © — cos™(z) sin(x).

1) Etudier la convergence simple de (f,)n et de (nf,)n

sur R.
1/2

nfn(t)dt

0
Montrer que la suite (nf,),) ne converge pas unifor-
mément sur [0;1/2].

2) Calculer /

3) Montrer que f, est dérivable sur R et calculer f7,.
4) Montrer qu’il existe €]0;1[  tel
11 (arccos(ay,)) = 0.

5) Donner le tableau de variations de f,, sur [0;7/2].

Qap que

6) Montrer que f, est bornée sur R et calculer || f,|oo-

7) La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur R?
Indications et réponses

1) Discuter x = 0 [7] ou non. Elles convergent simple-
ment toutes les deux vers la fonction nulle.

1/2
2)/0 nfa(t)dt —s 1

n — +oo

3) fh(z) = cos™ 1(x)((n + 1) cos?(z) — n).

4) an:\%.

x| 0 Arccos(ay,) 3
5)|fal 0 + 0
fn(Arccos(ay,))
A0 o

Z] car...

6) On peut se contenter d’étudier | fy| sur [0, 5

1 fnlloe = any/1—af.
7) Nfullee — 0 (calcul de limite par opération,
n — +oo

équivalents...).

(fn) CVU vers la fonction nulle.

Exercice 13 -
X

Pour n € N* et z € RT, on pose Jn(z) = m
n2x

1) Etudier la convergence simple de Z fn-

2) Etudier la convergence normale de Z fn-

Indications et réponses

1) CVS sur Ry. Distinguer x = 0; x > 0 (utiliser un
équivalent dans ce cas).

2) Par étude de la fonction fn, ||fnllco =
CVN sur R;.

2n2

Exercice 14 -

Soit S : .T*-)Zm

1) Montrer que S est définie sur R et de classe C! sur R*.

S(x)

préciser sa limite en 0.

2) Montrer que x — est décroissante sur RT* puis

Indications et réponses

1) CVS sur R :
dans ce cas).
Théoréme de transfert de classe C! sur [a, +o0[. Ma-
jorez |ul (x)| indépendamment de x par un TG d’une
série convergente.

distinguer x = 0, © # 0 (équivalent

2) Décroissance : prendre x <y, comparer les termes
de la somme puis sommez.

+oo 1 N 1
_— > ———. P 1 la lim-
;n(lJrnxQ) ;n(lJrnxQ) asser a la lim

ite quand x — 0, puis N — +o0.
La limite en 0 est +o00.

Exercice 15 -

Soit u la suite définie par ug = 1 et, pour n > 0,
2n +2
U = ———Upy.
T o5
1) Montrer que la suite est bien définie, décroissante et
convergente.

2) On pose, pour n € N*,

n+ 1)3/2 Un+1
Uy = =,

n Up,
Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que

c 1
In(v,) = 2 +o <n2>

3) En déduire qu’il existe a > 0 tel que u,, ~

32
+oo
4) Montrer que S : x +— Z upx™ est définie sur [—1; 1].
n=0

5) Montrer que S est solution sur | — 1; 1[ de ’équation
différentielle 22:(1 — )y’ + (3 — 2x)y = 3.
6) Résoudre cette équation différentielle sur ]0; 1].

Indications et réponses

1) Vn € N, u, >0 (par récurrence).

Puis TLM.
2) ¢ = 1@5. Calcule de développement asymptotique, on
1
peut avoir intérét 4 écrire "Jrl = 1+ﬁ, gZig 11:% .



3) Ecrire In(v,) = In((n + 1)32u, 1) — In(n® ?u,).
Etudier alors la convergence de la série téléscopique
Zln(vn).
1)3/%u,,1)? Conclure.

4) Rayon de CV : 1 a laide de l’équivalent.
Etudier les cas x =1 et © = —1 a part.

Qu’en déduire sur la suite In((n +

5) Dériver terme & terme S remplacer, en décalant les
indices la o il faut, et utiliser la relation de récur-
rence vérifiée par (uy,).

6) On a besoin d’un calcul de primitive de
a(z) = 25(712_‘2) que l’on décompose en éléments sim-

. _1(3 1
ples : a(x) = 5(5 + ).
(1 _ x)l /2

23/2

SG de léquation x — A + S(x).

Exercice 16 -

Déterminer les solutions développables en série entiére a
I'équation différentielle 4zy” (x) + 2y (x) — y(x) = 1...
Indications et réponses

Exercice 17 - IMT

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur

o «
(a, B) € R? pour que / :c
0

——dx converge.
1426 Vers

Indications et réponses On noublie pas la continuité.
On discute suivant le signe de B pour obtenir un équivalent
en 0 et 4-00.

L’intégrale converge si et seulement si

B>0 B<0
“l<a<p-1 ot l1-f<a< -1

Exercice 18 - CCINP - Mineur

+oo 1 +o0 t
Soient, I :/ ——dtet J= / —dt.
o 1+ o 1+

1) Montrer que I et J existent.
2) Montrer que I = J.
3) Calculer T

Indications et réponses

1) Continuité + un équivalent simple en +oco.

2) Changement de variable t = .... On justifie bien.

3) On caleule I + J, on utilise la factorisation 1+ 13 =
(148)(1 —t+t?).

Pour intégrer on utilise la forme canonique,

1
t2—t+1

ot+l=(t-32+3=3((Ft-H>2+1)

Exercice 19 -

n

1
Pour n € N, on pose I,, = / In(x)dx.
0

1— 22
1) Montrer que, pour tout n € N, T, existe.

2) Déterminer la limite de la suite (I,,).

Indications et réponses

1) Continuité, étude en 0 (distinguer n = 0, n > 0),
étude en 1 (faussement impropre).

2) Théoréme de CV dominée. La fonction de domina-
tion est | fol.

CCINP - Mineur

1) Déterminer le domaine de définition de f : x —
1
t.fC
P
0 1+t

2) Calculer f (;)

Exercice 20 -

Indications et réponses

x

1) On pose p(t) = T+t Continuité de ¢, étude en 0
a aide d’un équivalent.

f est définie sur | — 1,+00].

2) On pose u=1t"/2 f(1/2)=2-Z.
Exercice 21 - IMT
Montrer que
*°° sin(x) = 1
d —

Indications et réponses Pour x €]0, +00],

—+oo —+o0
— = siane*m’ = an(x)
n=1 n=1

sin(z)

. [§]
=Ssmnx
e’ — 1—

ot fn(x) = sin(z)e ™.

Idée 1 : on peut utiliser le théoréme d’intégration terme
a terme, qui oblige a prouver la convergence de la série

Z/O+oo|fn. Or

+o0 +oo +o0
/ ] = / [sin(t)] e~ dt < / temt dt
0 0 0

Par une IPP,..., on calcule :

+oo 1
/ te " dt = —
0 n< + 1

Idée 2 :

: TG d’une série CV

on utilise le théoréme de com)ergence dominée

Z ()

On vérifie les trois prémiéres hypotheéses naturelles
Pour la domination, pour tout x €)0,4+o0c[, N € N*,

appliqué aux sommes partielles Sy (t

N
e |sinz
S| < 3 Ifule |—|smx|ze e o 2]
n=1
Et z — ‘sz‘ est intégrable sur ]0,+oo] [.../
Donc :
—+oo —+oo
/ lim Sy(z)dr= lim Sn(z)dx.
0 N—+oco N—+oco 0



Et
N

Z /O+OO fn(z)da.

n=1

/0+°° Sny(z)de =

En utilisant les complezxes

“+o0 “+o0 1
n(r)de = ein(r)dr = ... =
/0 fn(z)dx /0 e " sin(z) dx

IMT

Exercice 22 -
+oo 5

Soit f:x *—>/ e ' cos(wt)dt.
0

1) Montrer que f est définie sur R et qu’elle est paire.

2) Montrer que f est de classe C' sur R et exprimer
f'(z) alaide d’une intégrale.

3) Montrer que f est solution d’une équation différen-
tielle et exprimer f(z) en fonction de x.

“+oo
On admettra que / e dt = g
0

Indications et réponses Poser g(z,t) = e~ cos(zt).
1) Pour x € R. Continuité de t — g(z,t), étude en 0
en majorant...

2) Appliquer le théoréme de classe C' des intégrales
parametre.

+o0 5
fl(z) = 7/ te™ " sin(xt)dt.
0
8) Par une IPP : f'(x) + 5 f(x) =
On résout en utilisant f(0) = v flz) = g e

Exercice 23 - CCINP - Majeur

x
1) Montrer que f : = +— / e~V dt est deéfinie et de
0
classe C* sur R.

2) Pour z € R, on pose

w/4 R )
g(x) :/ e w7/ cosT0qp,
0

-a- Montrer que, pour tout 6 € [0; 7],

1
cos?6 > 3
En déduire que, pour tout A € RT*, pour tout
x € [~ A; A], pour tout 6 € [0; §],

2x

—z2/cos? 0
3 e
cos? 0

<44

Montrer que g est de classe C' sur R et que,
pour tout z € R,

, /4 1
=-2
9'(@) x/o COSQ(Q)e

Montrer que, pour tout x € R,

—z2/ cos? Gde

1
g (z) = —2ze " / e duy (on pourra poser
0
u =tanb).
-b- Montrer que la fonction f2 4 ¢ est constante.

4) Etudier la limite de g en +oo.

+oo
5) Déduire de ce qui précéde la valeur de / et dt.
0

Indications et réponses

1) fi(x)=e".
2) -a- Sur [0, %], @ < cosf < 1.
Magorer ’exponentielle par 1 car...
Immédiat pour le reste.
-b- Théoréme de classe C' des intégrales a
parameétre. La domination utilise 2)-a-.
3) -a- Changement de variable donné.
-b- Dériver f2+g et utiliser le changement de vari-

xT
able t = ux dans l'intégrale / pour la trans-
0

1

former en une intégrale
0
On trouve la constante en prenant une valeur

de x bien choisi : f2+g= T

4) Théoreme de CV dominée & paramétre continu en

utilisant ’expression originale de g. Domination
facile.
+oo
5) 3)-b-et 4): / et dt = g
0

Exercice 24 - IMT

/2
Pour n € N, on pose I, = / cos™ (t)dt.
0

1) Montrer que, pour tout n € N,
In+2 = (n —|— 1)(In — In+2).
s
En déduire que, pour tout n € N, (n+1)I,I,11 = 3

2) -a- Montrer que la suite (I,,), est décroissante.
-b- En déduire I,, ~ I, 4.

[T
-c- Montrer que I,, ~ o
n

3) La série Z I,, converge-t-elle?

4) Montrer que la série Z(—l)klk converge et mon-
k>0
1
1 + cos(t)
commencera par exprimer les sommes partielles).

/2
trer que sa somme est égale a / t (on
0

Indications et réponses Un grand classique.

1) IPP classique.
On montrer que la suite (n + 1)I,In41) est con-
stante.
2) -a- In+1 — In = ...
-b- On divise l’encadrement I, 1o < Iny1 < I, par
A
On n’oublie pas de justifier I, 11 > 0; on utilise
la la relation de récurrence vérifiée par (I,).

-c- Utiliser 1) et 2)-b-.
3) Utiliser 2)-c-.



4) CV : CSSA.
Calcul de la somme :
10,7/2]

on remarque que pour t €

+oo
1
—_— = 1" " (t).
1+ cost 1;0( )COS()

Puis on applique le théoreme de convergence dominée
a la suite des sommes partielles Sy (t) = ZRN:O fu(t)
ot fn(t) = (=1)"cos™(t).

On montre que : VN, Vt €]0,7/2], |Sn(t)] <

2
1+cos(t) *

Exercice 25 - CCINP - Majeur

1 2\ ™
1+t
Pour tout n € N, on pose a,, = / < J; > dt.
0

1) Montrer que, si ¢ € [0;1],

2 n 2 n n
; 14+t < 14+t < 14+t
2 2 2
Justifier que
1 2\ 7
1
/t Y g = L (- L),
0 2 n+1 2n+1
1 n
1
Calculer/ <+t> dt.
0 2

-b- En déduire la nature de la suite (a,,) puis celle
de la série Z Q-
3) -a- Quelle est la nature de la série Z(—l)"an?
+oo
-b- Exprimer Z(fl)”an sous forme d’une inté-
n=0

grale.

4) Donner le rayon de convergence de la série entiére
g anz™.
+oo

5) Exprimer sous forme d’intégrale Z apz" pour x €

n=0

|- 1;1].

Indications et réponses

Exercice 26 - CCINP - Majeur
1
On considére la fonction f: z +— / Mdt

1) Montrer que f est définie sur RT*.

2) -a- Ecrire, pour ¢t €]0; 1], llniti sous forme d’une
somme de série.
KRy _
-b- Calculer f(1) sachant que T; 2 = 13
3) -a- Montrer que, pour tout x > 0,

=i (14 2) ¢ [ 20 [0,

-b- Montrer que f est de classe C! sur RT* et ex-
primer f’(z) pour x > 0.

4) Pour x > 0, on pose g(z) = f(x) + f <316)

-a- Montrer que g est de classe C' sur RT* et mon-
In(z
trer que, pour x > 0, ¢'(z) = —L.

-b- En déduire une expression de g(x) en fonction
de z.

Indications et réponses

1) On n’oublie pas la continuité.

Int Int
En0: —— ~ 20
t+x 0
Int 400
2) -a- m = ano(—l)ntn Int.
-b- Intégration terme a4 terme & appliquer
scrupuleusement.
Une intégration par parties donne

1 1
/ t”lntdt:——Q.
0 n

3) -a- Changement de variable : t = ux.
1 1
-b- f'(z)==1In (1 + >
x x
Inx
4 gy =
In(z))? w2
b gy @)

Exercice 27 - CCINP - Majeur

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R et
de limite nulle en +oo.
Pour f € E, on considére la fonction A(f) définie sur R
par :
Ve e R, A(f)(x) = f(x+ 1) + f(x)
1) Montrer que A est un endomorphisme de E.
2) Soient f € E et F = A(f).
-a- Montrer que, pour tout n € N et pour tout
z € R,
S (-DFF(z+k) = fl)+ (-1)"f(z +n+1)
k=0
-b- Montrer que la série Z(—l)kF(m—i—k) converge
k>0
et déterminer sa somme.
3) Soit g € E, décroissante. Pour k € N et z € R, on
pose gi(z) = (—1)*g(z + k).
-a- Soit @ € R. Montrer que la série de fonctions
Z gr converge simplement sur R et uniformé-
ment sur [a,+oo[ ot @ € R. On note f sa
somme.
-b- Montrer que f € E et que g = A(f).
4) Mountrer que A est injectif.
5) Montrer que A n’est pas surjectif (on pourra consid-
sin(mrz)
x| +1°

Indications et réponses

érer g : T —



1) Soigner la forme en ne confondant pas fonction et
expression, on montre que pour f,g € E, X, et tout
r € R,

[AAS +9)l(z) = [AN)](2) + [Alg))(2)-

2) -a- Découper la somme, et décaler lindice de la
deuzxiéme pour simplifier.

La somme vaut f(x).

3) -a- Utiliser le CSSA. La majoration du reste permet
de prouver la convergence uniforme.

Pour la continuité de g, on utilise le théoréeme
de transfert.

Pour la limite de g en +o0,
théoreme d’échange limite-somme.

4) Montrer que Ker A = {0}. Utiliser 2)-a-.

5) Montrer que la série Z(—l)kg(x + k) ne converge
pas et utiliser 2)-a-.

on utilise le

Exercice 28 -

On note E 'ensemble des fonctions f € C1([0;1];R) telles
que f(0) =0.

Pour f € E, on pose N(f) = ||f + ['llo €t N'(f) =
£ llso + 11£"lloo-

1) Montrer que N et N’ sont des normes sur E.

2) Soit g € E. Résoudre 'équation différentielle y'+y =
g.

3) Montrer que N et N’ sont équivalentes.

Indications et réponses

1) Vérifier toutes les propriétés d’une norme (sépara-
tion ,homogénéité, inégalité triangulaire).
Pour la séparation de N, il faut résoudre une équa-
tion différentielle.

2) y:x Ae "4e [Tel g(t)dt.

3) Une inégalité découle de l’inégalité triangulaire.
L’autre utilise 2), en posant g = '+ f, et comme
f € E alors A\=0.

Exercice 29 -

Déterminer les extrema de f [0;1]>

w(l —u—v).

(u,v) €

Indications et réponses Justifier l’existence d’extrema
sur [0, 1]2.

On étudie les extrema de Uintérieur puis on étudie la fron-
tiére.

Mazimum en (1/3,1/3) et minimum en (1,1).

Exercice 30 -

Pour tous réels x et y, on pose f(x,y) = 23 + 3 — 3zy.

1) Quels sont les points critiques de f7
2) Déterminer les extrémums locaux de f.

3) Sont-ils des extrémums globaux?

Indications et réponses
1) (0,0), (1,1).
2) Pas d’extremum en (0,0), minimum local en (1,1).
3) Pas d’extremum global.

Exercice 31 - CCINP - Majeur

Soit € I'ensemble des fonctions C! sur RT* x R telles que,
pour tout (z,y) € RT™* x R,

0 0
oo @)+ yG (@) =0

1) Soit g de classe C! sur Ret f: (x,y) — g (ﬂ)
x
Montrer que f € €.
2) -a- Solent fe &, veRet :t— f(t,vt).
Montrer que ® est de classe C! et constante sur
R**,
-b- Soit f de classe C! sur R™* x R.
Montrer que f est dans & si et seulement si
il existe ¢ € CY(R,R) telle que, pour tout

(v,y) €RF xR, f(z,y) =g (2).
3) SoitF:x»—)/ @dt.
0

-a- Montrer que F est définie et de classe C' sur R.
-b- Pour x > 0 et y € R, on pose h(z,y) =

F(2? +1?).
oh
Calculer pour tout (z,y) € RT* xR, xa—(m, y)+
x
3h( )
— (=
y@y Y

-c- Déterminer toutes les fonctions f : R™*xR — R
de classe C! vérifiant pour tout (z,y) € RT™* xR,

of of

Y “J N 2 2
ﬂcax(ﬂf,yHyay(fc,y) sin(z” + y°)

Indications et réponses

Algébre

Exercice 32 - CCINP - Mineur

. 10

1
Soit z = <+Z> .
1—iV3

1) Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de z.

2) Déterminer un polynome P € R[X] de degré minimal
qui admet z comme racine.

Indications et réponses

Exercice 33 -

Soit P = X3 — (24 i)X? + 3X + i — 2. Montrer que P
posséde une racine réelle puis le factoriser sur C.



Exercice 34 -

Pour n € N*, on pose P, = nX"*? — (n+2) X" + (n +
2)X —n.

Montrer que (X — 1)3 divise P,.

Exercice 35 - CCINP - Mineur

a+b+c=4
Résoudre le systéme ab+bc+ca=5 dinconnue
abc =2
(a,b,c) € R? en considérant le polynéme P = (X —a)(X —
b)(X —¢).
Indications et réponses
Exercice 36 -
3 1 0 0
2
Pour n € N*, on pose A,, = | 0
: . . o1
o --- 0 2 3

1) Trouver une relation de récurrence vérifiée par la
suite (Ay)n.

2) En déduire une expression de A,, en fonction de n.

Exercice 37 -

Soit A € M,,(C) telle que A* = 0.

Montrer que I,, — A est inversible.

Soit P € C[X] tel que P(0) = 0. Montrer que I,, + P(A)
est inversible.

Exercice 38 -

Soit A € M, (C).
On considére I'y(A) = {M € M,,(C) | A*M = A*=1 M},

1) Montrer que, pour tout k € N*, I';(A) est un sous
espace vectoriel de M,,(C).

010
2) Dans cette question A= [0 0 1
0 00

Déterminer I'y,(A) pour k=1, k=2 et k = 3.

3) Montrer que, si A est inversible, alors I'y(A4) =
T (A).

4) Montrer que, si I'1(A) =
versible.

5) Pour k € N*, on pose uj, = dim(T';(A)).
Montrer que la suite (ug)g est croissante.
Montrer que min{k € N* / uj, = w11} existe.

Iy(A), alors A est in-

Exercice 39 - IMT

Soit U € M, 1(R) non nulle.
On considére I'application ¢ qui a (X,Y) € M, 1(R)?,
associe p(X,Y) = XUT + UYT.

1) Donner la dimension de M,, 1(R)? et celle de M,,(R).

2) Montrer que ¢ est linéaire.

3) Déterminer le rang de .

Indications et réponses

Exercice 40 -

Soit A € M, (R) non nulle. Soit f : M € M,(R) —
tr(M)A — M. f est un endomorphisme de M, (R).

1) Montrer que P = X2 — (tr(A) —2)X +1 —tr(A) est
un polynome annulateur de f.

2) A quelle condition sur la trace de A, f est-elle diag-
onalisable?

Exercice 41 -

Soient A et B deux matrices de M,,(C) n’ayant aucune
valeur propre commune.

1) Montrer que x4(B) est inversible.
On suppose désormais qu'il existe M € M,,(C) telle
que AM = MB.

2) Montrer que, pour tout k € N, A¥M = M B*.

3) Montrer que, pour tout P € C[X], P(AM =
MP(B).

4) Montrer que M est la matrice nulle.

Exercice 42 -
Soit A € M, (R) telle que A% + AT = 1T,,.

1) Trouver P € Ry[X] telle que P(A) = 0. Que peut-on
en conclure sur A et son spectre?

2) On suppose que 0 n’est pas valeur propre de A. Mon-
trer que A — I, est inversible puis que A € S, (R).

CCINP - Mineur
Soit A € S,(R) telle que A% + A* + A3 + A2 + A =0.

Exercice 43 -

1) Montrer que Sp(A) C {0}.
2) Montrer que A = 0,,.

Indications et réponses

Exercice 44 - CCINP - Mineur

9 1 A A A
Soient A = (1 2) etB=[A A A
A A A

1) Montrer que B est diagonalisable.

2) Donner le rang de B, ses valeurs propres et ses sous
espaces propres.

Indications et réponses



Exercice 45 - IMT
-2 -1 -1
Montrer que la matrice A = 7 3 2 est sem-
5 2 3
1 10
blable & la matrice T= [0 1 0
0 0 2

Indications et réponses

Exercice 46 - CCINP - Mineur

Soita e Ret A= (1 a).
—a 3

1) Pour quelles valeurs de a, (A, A%) est liée?
2) A est-elle diagonalisable?

Indications et réponses

CCINP - Mineur

bonnes valeurs propres mais matrice A incertaine

Exercice 47 -

0 12 -12
Soit A=19 -9 18
9 15 24

Montrer que A est diagonalisable puis exprimer A™ pour
n € N*.
Indications et réponses

Exercice 48 - CCINP - Mineur

1 1 11 3
Soit A=(1 1 1]etX=1|1
1 1 1 1

Calculer AX.

Montrer que 0 et valeur propre.
Montrer que A est diagonalisable.
Indications et réponses

Exercice 49 - CCINP - Mineur

. -2 -3 1 0
801entA—<6 7>etD—<O 4>.

1) Soit X € M3(R) telle que X2 = D.
Montrer que X et D commutent puis que X est di-
agonale.

2) Déterminer les matrices X € Mz (R) vérifiant X2 =
D.

3) Montrer que A et D sont semblables.
4) Comment obtenir les matrices Y € M3 (R) telles que
Y? = A?

Indications et réponses

Exercice 50 - CCINP - Majeur

Soient E un C-ev de dimension finie et f, g deux endomor-
phismes de FE tels que fog—go f =af —bg oua et bsont
deux nombres complexes avec a # 0. Pour v € L(E), on
pose g(u) =uog—gou.

1) On suppose dans un premier temps que b = 0.
Montrer que le noyau de f est stable par g.
Montrer que, pour tout n > 1, ¢,(f™) = anf™.
Montrer par I'absurde qu’il existe & € N* tel
que f* =0.

Soit h ’endomorphisme de Ker f induit par g.
Montrer que h admet au moins une valeur pro-
pre

2) On revient au cas général.
Montrer que f et g admettent au moins un vecteur
propre commun.
Indication : on pourra poser u = fog—go f et
étudier ¥4(u).

Indications et réponses

Exercice 51 -

On munit R* de son produit scalaire usuel. Déterminer
une base orthonormée de 'orthogonal de F' = {(z,y, z,t) €
RY ) ox4+y+z+t=0¢et o—y+2z—t=0}

CCINP - Mineur

1) Montrer que (A,B) + tr(ATB) est une produit
scalaire sur My (R).

2) Soit x € R.

Exercice 52 -

ch(z) +1

3
On pose A = A sh(w)) et B =

<Ch($i)3_ 1 —sﬁ(m)) '

Montrer que A et B sont orthogonales.

Indications et réponses

Exercice 53 -

+oo
Démontrer que (P, Q) — P(t)Q(t)e~'dt est un pro-
0
duit scalaire sur R[X].

+oo
/ (t3 — at® — bt — c)*e " "dt.
0

Déterminer m = min
(a,b,c)€ER3
Exercice 54 - IMT

M5(R) est muni du produit scalaire usuel. On pose

r{(% 1) woewh

1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de
Mo (R).
2) Déterminer une base de F'*.

3) Déterminer la projection orthogonale de J =

1 1 n
<1 1) sur F—.

4) Calculer la distance de J & F*-.

Indications et réponses



CCINP - Mineur

Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le
plan P d’équation = + y + z = 0.
Indications et réponses

Exercice 55 -

CCINP - Mineur

Soit B = (ei,eq,e3) une base orthonormale de R? et
f € L(R3) tel que

Exercice 56 -

g8 -2
-2

1
MatB(f) = § 5
2 4

2
4
5
Montrer que f est un projecteur orthogonal que ’on déter-

minera.
Indications et réponses

IMT

Soient n € N* et F un espace euclidien de dimension n.
Soit B = (eq,...,e,) une famille de vecteurs de F telle
que, pour tout x € F,

Exercice 57 -

n

]| = (z,e:)?

i=1

1) Déterminer (Vect(B))*.
En déduire que B engendre E.
2) Montrer que, pour tout (u,v) € E?,

n

(u,v) = Z(u,eﬁ(v,ei}

i=1

3) Montrer que A = ({e;,€;))1<ij<n €St une matrice
symétrique vérifiant A2 = A.

4) Montrer que 0 n’est pas valeur propre de A.
Conclure que B est une base orthonormale de E.

Indications et réponses

IMT

1) Rappeler le théoréme spectral pour les matrices.

Exercice 58 -

2) Montrer l'orthogonalité des sous espaces propres
pour une matrice symétrique.

3) Soit u un endomorphisme auto-adjoint de R?* (munit
du produit scalaire canonique). On suppose

o tr(u) =-3
e 1 posséde deux valeurs propres

e 2 est valeur propre de u et Es(u) est engendré

1 1
par les vecteurs v; = | 1 etvo=1 0
-1 -1
Déterminer le spectre de u et ses sous espaces pro-

pres.

Indications et réponses

Exercice 59 - CCINP - Majeur

On se place dans R? muni du produit scalaire et de la base
(orthonormale) canonique.

Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base
canonique est,

§ —-11 9
A=16 -3 6
9 —-11 8

(pas les bons coefficients)

1
1) Vérifier que u= | 0 | est vecteur propre de f.
-1
2) Soient (a,b,c) € R et (a, 8,7) € (RT*)3.
1 1 1 1
On pose vy = — | 0 ]|, vo = =|a] et v3 =
o 5
1 b
1
1
“ -2
T\ ¢

Déterminer (a,b,c, a, 8,7) pour que B = (v1,v2,v3)
soit une base orthonormale de R3.

3) Déterminer la matrice de f dans cette base B.

4) Montrer que f n’est pas diagonalisable.

Indications et réponses

CCINP - Majeur

Soient n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et o € R.
Sur R, [X], on considére le produit scalaire :

Exercice 60 -

(P.Q)— (P,Q) = /_1 P(t)Q(t)dt

Pour P € R,[X], on pose p(P) = / P(t)dt et fo(P) =

—1
P+ aXp(P).

1) Montrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].
2) Dans cette question, on suppose n = 3.
-a- Déterminer A,, matrice de f, dans la base
canonique de R3[X].
-b- Déterminer le spectre de f,,.
Montrer que f, est bijectif.
Montrer que f, est diagonalisable si et seule-
ment si a = 0.
3) On revient & n quelconque supérieur ou égal a 2 et
on considére g, : P — P — ap(P).
-a- Déterminfr le rang de ¢ puis montrer que
(Ker(p))™ = Ro[X].
-b- Déterminer le rang de g,.
Jo est-il bijectif? diagonalisable?
4) Montrer que, pour tout P € R,[X], ||ga(P)|| <
(1+2laf)[|P]-

5) soitA:{”ngl(frl)' : PeE\{O}}.

Montrer que A admet une borne supérieure.



Indications et réponses

Probabilités

Exercice 61 -

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X
suivant la loi binomiale B(n, p), Y la loi uniforme sur [1;n].
On définit la variable aléatoire Z par Z = X si X # 0 et
Z =Y sinon.

Déterminer la loi de Z.

Exercice 62 -

Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires indépendantes
et suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0; 1[. Soient
n € N* et M la matrice aléatoire (X;X;)1<i j<n-

1) Donner la loi du rang de M ainsi que la loi de sa
trace.

2) Quelle est la probabilité que M soit une matrice de
projecteur?

Exercice 63 -

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant la loi géométrique de parameétre p €]0; 1[. On pose

M = ()}f §> On note I et S les valeurs propres de M

avec I < S.

1) Donner les expressions de I et S en fonction de X et
Y.

2) Quelle est la probabilité que M soit inversible?

3) Calculer la covariance de I et S. Les variables I et
S sont-elles indépendantes?

Exercice 64 -

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires a valeurs dans
N? tel qu'il existe o € R vérifiant :

«

vmnew,mxzhyzgzﬁﬁ

1) Trouver «. Les variables aléatoires sont-elles in-

dépendantes?

2) Calculer Gx (t), E(X) et V(X).

3) Calculer P(X > k) pour tout k& € N et retrouver
E(X).

4) On pose Z = min(X,Y). Déterminer la loi de Z
(on pourra commencer par calculer P(Z > k) pour
keN.

Exercice 65 - CCINP - Mineur

Soient X et Y deux variables aléatoires.

On suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre
A € R et que, pour tout n € N, la loi conditionnelle de
Y sachant X = n est la loi binomiale de paramétres n et
p €]0;1].

Déterminer la loi de Y.

Indications et réponses

Exercice 66 - IMT

Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de
parameétre A > 0.

Pour n € N, quand I’événement N = n est réalisé, on ef-
fectue n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme
parameétre p €]0; 1].

On note S le nombre de succés et E le nombre d’échecs.

1) Déterminer la loi de S et celle de E.
2) S et E sont-elles indépendantes?

Indications et réponses

Exercice 67 -

Soient o > 0 et X une variable aléatoire & valeurs dans N
telle que, pour tout t € [—1;1], Gx(t) = m
1) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
2) Soit A > 0. Montrer que P(X > A+ a) < i%~

Exercice 68 - CCINP - Majeur

Soient p €]0; 1[ et X, Y deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant la loi géométrique de paramétre p. On pose

qg=1-p.
1) Déterminer la fonction génératrice de X.

2) -a- Montrer que, pour tout k € N, k > 2,

k—1
P(X+Y =k)=)Y P(X=14)P(Y =k—i)
i=1

Déterminer la loi de X + Y.

Sans utiliser la question précédente, déterminer
GX+Y .

Ecrire le développement en série entiére de la
fonction x — (1 4 x)*.

En déduire la loi de X + Y.

4) Soit (Xi,---,X,) une famille de variables aléa-
toires indépendantes suivant la loi géométrique de
parameétre p.

Déterminer la loi de S,, = ZnX7
i=1

5) 77

Indications et réponses



CCINP - Mineur

On considére une urne comportant n boules numérotées de
1an.

On y effectue deux tirages successifs et sans remise d’une
boule.

On note X le numéro obtenu au premier tirage et Y le
numéro obtenu au second tirage.

Exercice 69 -

1) Déterminer la loi de X.
2) Déterminer la loi conjointe de (X,Y).

Indications et réponses

Exercice 70 - CCINP - Majeur

Soit ¢ : & — —xIn(x).
On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N.
Pour n € N, on note p,, = P(X = n).

Lorsque la série ng(pn) converge, on dit que X admet
une entropie. La somme de cette série est alors appelée
entropie de X.

1) Etudier les variations de . Vérifier qu’on peut pro-
longer ¢ par continuité en 0.

2) On suppose dans cette question que X suit la loi
géométrique de paramétre p €]0; 1.
Montrer que X admet une entropie et la déterminer.

3) On revient au cas général et on suppose que X est
d’espérance finie.

-a- Montrer que lim p, = 0.
n—-+o0o

-b- Montrer que, pour tout n € N, p(p,) <
max(np,,ne~").
-c- Montrer que X admet une entropie.

Indications et réponses

Exercices types oraux Centrale - Mines

Exercice 71 -

Etudier la convergence de la suite (z,)n>0 définie par la
donnée de 2y € C et la relation de récurrence z,11 =
Zn + |22l

5 pour tout n € N.

Exercice 72 -

1) Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique
réel positif a,, tel que e*™ + na,, = 2.

2) Déterminer la nature des séries Z an et Z(fl)”an.

3) Déterminer lim n(1 —nay,).

n—-+oo
Exercice 73 -
+oo
1) Soit « > 1. Montrer que la somme Z p~ % est
p=n+1

bien définie et en déterminer un équivalent quand n
tend vers +oo.

2) Soient (un)n et (vy), deux suites équivalentes. On
suppose que, pour tout n € N, u,, > 0 et que Zun
converge.

Montrer que

+oo 400
E Up ~n—+oco E , Up

p=n-+1 p=n+1

n
1
3) Soit U,, = Z ——. Montrer qu’il existe deux réels a
p=1
et b tels que

1

Vi 2 o)

U,=2vn+a+

Exercice 74 -
Soit f : RTarR, continue en 0, telle qu’il existe k €]0; 1] et
[ € R vérifiant lim flz) - f(kx)

= [. Montrer que f est
z—0t1 x

l
dérivable en 0 et que f'(0) = 1%

Exercice 75 -
dt
t+2)---(t+n)

1) Pour n > 2, justifier I'existence de I,,.

Déterminer lim I,.
n—-+o0o

Dans la suite, on fixe n > 2.

+o00
Pour n > 2, on pose I,, = /
o (E+1)(

2) Montrer qu’il existe ag,- -
pour tout ¢t > 0,

,a, des réels tels que,

n

1 _ Gk
t+1)(t+2)--(t+n) _;Hk

3) Montrer que I, = — Zak In(k).
k=1

4) Déterminer ay,--- ,a, et en déduire une expression

de I,,.

Exercice 76 -

Soit (a,) une suite décroissante de réels positifs ou nuls.
Pour z € [0;1], on pose uy () = apa™(1 — x).
1) Démontrer que la série de fonctions Z U, converge
simplement sur [0;1].
2) Démontrer que la série de fonctions Z U, converge
normalement sur [0;1] si et seulement si la série

Qnp
E — converge.
n



3) Démontrer que la série de fonctions Z U, converge

uniformément sur [0; 1] si et seulement si lim a,, =
n—-+o0o
0.

Exercice 77 -

1) Déterminer le rayon de convergence de la série en-
. n!
tiére E —_—

k=0
On note f sa somme.

Z,2n+1 )

2) Montrer que f est solution de I’équation différentielle
(22 = 2)y’ + 2y + 2 = 0 sur un intervalle & préciser.

3) Préciser le domaine de définition de f et donner une
expression simplifiée de f.

Exercice 78 -

+oo
Soit F': x +— / Arctan(at)
0

t(1+12)
1) Montrer que F est définie sur R et impaire.

2) Montrer que F est dérivable et écrire F'(x) sans sym-
bole d’intégration.

3) En déduire F(z) en fonction de z puis la valeur de

+o00 2
Iintégrale / (arctan(t)) dt.
0

t

Exercice 79 -

+o0o
Pour = > 0, on pose S(x) = /
0

1) Montrer que S est définie et continue sur RT*.

2) Soit > 0. Exprimer S(z) comme somme d’une série

de fractions rationnelles en x.

™
Mont ~p —.
3) Montrer que S(z) ~o o7

Exercice 80 -
Etudier les extréma locaux et globaux de f : (z,y) €
R x RT* — y(22 + In(y)?).
Exercice 81 -
Soit f € C'(R?,R) et n € N. Montrer I’équivalence entre :
1) Y(z,y) € R%, Vt € R, f(tx,ty) = t"f(x,y)
of of

2) V(Z,y) € Rza x%(x,y) + y@(xay) = TLf((E,y)

Exercice 82 -

Soit n un entier impair plus grand que 3. On pose
n—1
; 1—wk
w = e27/"  Calculer H — et en déduire la valeur
el wk

n—1 kr
d t — .

Exercice 83 -

Soit U ’ensemble des nombres complexes de module 1.
d

Soient d € N* et P = Zaka dans C[X] avec agaq # 0.

k=0
On suppose que P(U) c U).
1 2 ) )
1) Calculer — P(eh)e .
2 0
27

1 R

2) Calculer Py P(e")P(ei)e "d et aboutir a une

T Jo
contradiction.

3) Déterminer les polynomes @ € C[X] tels que Q(U) C
U.

Exercice 84 -

-1 2
Soit A= 0 2
-1 2 2
Pour tout X € M3(R), on pose ¢(X) = AX — XA.
Déterminer la dimension du noyau de ® et celle de son
image.

2
1

Exercice 85 -

Soit f : M,(C) — M,(C) Tapplication M — M +
tr(M)I,.

1) Montrer que f est un isomorphisme.

2) Soient M et N telles que f(M) = N. Exprimer M
en fonction de N.

Exercice 86 -
Soit P= X% — X + 1.

1) Montrer que P posséde trois racines distinctes

21,%2,%3-
2) Soit A = (aij)1<i,j<3 € M3(C) avec a;; =1si i # j
et a;; =1+ z;.

Calculer le déterminant de A.

Exercice 87 -

Soient u un automorphisme d’un espace vectoriel £ de di-
mension finie et f, g deux endomorphismes de E tels que
u=f+g, f2=0et g?>=0.

1) Montrer que dim Ker(f) > (dim E)/2.

2) Montrer que E = Ker(f) @ Ker(g), Ker(f) = Im(f)
et Ker(g) = Im(g)

Exercice 88 -

Soient A et B dans M, (R) telles que A? = A et B> = B.
On suppose qu’il existe des matrices P; et P, dans GL,,(R)
telles que AP, = P,B. Montrer qu'il existe Q € GL,(R)
telle que AQ = QB.



Exercice 89 -

1 ... 1
Soient a,b € R, U = o, Moo=
1 1
b a a
a b € M, (R).
a
a PRI a b

1) Montrer que U est diagonalisable. Préciser ses
valeurs propres et ses sous espaces propres.

2) Montrer que les vecteurs propres de U sont des
vecteurs propres de M pour des valeurs propres a
préciser.

3) Calculer xs et det(M).
4) Déterminer M ~! lorsque M est inversible.

Exercice 90 -
Soit n € N*. Soit & : P € R,,[X] —

1
2
3
4

X"P(X1) € RIX].

Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X].
Est-ce que ® est bijectif?

Montrer que ® est diagonalisable.

)
)
)
) Donner les sous espaces propres de ® lorsque n = 4.

Exercice 91 -

Soient A € M, (R) diagonalisable et f4 € L(M,(R))
définie par : VM € M, (R), fa(M) =AM — MA.
Montrer que le spectre de fa est {A — u; (A, 1) € Sp(fa)}-

Exercice 92 -

Soit E un espace euclidien.

1) Montrer que, pour toute forme linéaire f sur E, il
existe un unique a € E tel que, pour tout z € F,
f(x) = (z,a).

2) Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique
polynome A € R, [X] tel que, pour tout P € R, [X],

/ At P(0).

) Montrer que A est de degré n et que A(0) >

Exercice 93 -

, ay, des réels distincts.

ZP ak

Soient n € N*, ag, - - -

1) Montrer que (P, Q) ) est un pro-

duit scalaire sur R,,[X].

2) Déterminer une base orthonormale de R,,[X].

3) Soit H ={P € R,[X] / P(ag) +---+ P(an) = 0}.
Montrer que H est un sous espace vectoriel de R,,[X]
et déterminer sa dimension.

4) Soit @ € R, [X]. Calculer la distance de @ a H.

Exercice 94 -

Soit A € §;7T(R). Montrer que, pour tout X € R",

(XTX)? < (XTAX)(XTATIX)

Exercice 95 -

Soit M € S,,(R). Montrer que (tr(M))? < rg(M)tr(M?).

Exercice 96 -

Solent n >2et A=

(min(i, j)1<ij<n € Mn(R).

1) Trouver une matrice triangulaire supérieure U telle
que A=UTU.

2) Montrer que A est inversible.

3) Mountrer que les valeurs propres de A sont des réels
strictement positifs.

4) Soit « (resp. ) la plus petite (resp. la plus grande)
valeur propre de A.

n+1 9 1/(n—1)
>2T eta< .
g (n+1)

5) Déterminer l'inverse de A.

Montrer que

Exercice 97 -

Soient n € N* et E = [1;n]. On munit F(E,E) de la
loi uniforme. Pour k£ € FE, on note Xj l'indicatrice de
lévénement (k € f(F)), et Y la variable aléatoire donnant
le cardinal de f(F).

1) Déterminer la loi de Xj.
2) Déterminer l'espérance de Y.

3) Pour k et [ distincts, déterminer la covariance de Xy
et Xl.

Exercice 98 -

A chaque génération, une cellule se divise en deux cellules
avec une probabilité p ou meurt avec une probabilité 1 — p.
On note X, la variable aléatoire qui compte le nombre de
cellules a la génération n. Initialement, il y a une seule
cellule : Xo = 1.

1) Déterminer la loi de X et celle de X, puis déter-
miner X, (£2).

2) Pour tout n € N, on note g, la fonction généra-
trice de X,,. Montrer que, pour tout n € N*,
9n+1 = gn © g1.

3) Déterminer F(X,,).

Exercice 99 -

On lance un dé a 6 faces jusqu’a obtenir un 6. Quelle est
la probabilité pour que la somme des nombres obtenus aux
différents lancers soit paire?



