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Préparation oraux - Retour des planches 2025

Voici des planches complétes, retours des étudiant(e)s de la PC promo 2024-2025.
Remercions les de ce travail et de leur contribution a votre formation !

Planche 1 - CCINP - Aya

Exercice préparé - 20min
Soit A € M,,(C) et o 'application définie par

VM € M,(C), (M)=AM + MA.

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M,,(C).

2) Soit X € M, (C) un vecteur propre de A et
Y € M,1(C) un vecteur propre de AT. On pose
U=XYT.

-a- Montrer que U est non nulle.
-b- Montrer que U est un vecteur propre de .

3) On considére maintenant un scalaire A € C et une
matrice M € M,,(C) vérifiant (M) = AM.

Montrer que : Yk € N, A¥M = M(\I,, — A)¥.

En déduire que pour tout polynéme P € C[X],

P(A)M = MP(A,, — A).

Montrer que x (A, — A) n’est pas inversible.

b-

_C_
_d-

Montrer alors que A s’écrit comme somme de
deux valeurs propres de A.

4) Déterminer alors le spectre de .

Indications et réponses

1) Pas de difficultés.

2) -a- X etY ne sont pas nuls car...

Quel est le format de U? et quels sont les coef-
ficients?.

Calcul. On utilise la transposée d’un produit.
Réécrire (M) = AM sous forme AM = ...
Puis Técurrezce.

Poser P = Zaka. Alors P(A)M = ...
k=0
Choisir P = .... Puis raisonner par l’absurde.

D’aprés 3)-b-, 0 est valeur propre de xa(AI, —

A).

E:)Eprz'mer les valeurs propres de A\I,,— A en fonc-

tion de celles de A.

On utilise ensuite que si p est vp de B alors

Q(u) est valeur propre de Q(B).

4) d’apres 2 et 3, on doit trouwver Sp(yp) = {a + 8/
(a, B) € (Sp(A))?}.

Exercice non préparé - 10min

On pose pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = 2%(1 + )3 + >
f admet-elle un minimum local? f admet-elle un mini-
mum global.

Indications et réponses L’unique point critique est
(0,0).

C’est un minimum local (utiliser la hessienne). Mais ce
n'est pas un minimum global f(0,0) = 0, trouver un cou-

ple (a,b) tel que f(a,b) < £(0,0).

Planche 2 - CCINP - Clément

Exercice préparé - 20min

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et A un réel.
On pose M, et C' les matrices de M, (R)

2 ... 92
1 --- 1
My =" c-|:
-2 1 1
1 1 0
On pose o R o= R

z — det(\, — M, +zC) "~

1) Montrer que My est diagonalisable.
2) Calculer f)(2).

3) A laide d’opérations sur les colonnes, exprimer fy
avec des x uniquement dans la premiére colonne du
déterminant. Puis montrer que f) est affine.

4) Calculer fy(1), puis trouver I'expression de fy.

5) Trouver l'expression de xps, puis en déduire les
valeurs propres réelles de M,,.

Indications et réponses

1) Utiliser un critere classique de DZ.
2) f1(2) = (A +2)".
3) Utiliser les opérations C; + C; — CY.

Puis développer selon Cy.

4) (1) =A+1)"
I est affine et on connait deur de ses deux valeurs.
5) xum, = fA(77).

On résout alors dans R, <

A+2\"
A+1)

S.N

72— 2
. Sin
1— 32
. V242
el — .
1+ 32

Sin est impair 'unique vp réelle est :

N
1— 32

est pair les vp réelles sont :



Exercice non préparé - 10min

1) Résoudre l’équation (E) : ¢y’ —y =€~ 7.
2) Déterminer I'ensemble des fonctions f de classe C!

sur R vérifiant
VeeR, fl(z)=e" +/ F)de
0

Indications et réponses

1) Solution générale : ot

A peR.

2) Analyse-synthese. On n’oublie pas de prouver que si
f est solution du probleme alors f est de classe C?.

X —I xz —x
T = Ae“tpue " —Ze

Les solutions x +— Ae® +(A— 2)e " +Ze ™% ou X €
R.
Planche 3 - CCINP - Ahmed

Exercice préparé - 20min

On considére un espace probabilisé (€2, A, P).
+o00 k

Z—* In(1 — x).

1) Soit X wune variable aléatoire suivant une loi
géométrique de parametre p €]0, 1.

Rappel : Vz €] — 1, 1],

1 1
Rappeler la loi de X. En déduire E(=) = b n(p)
X 1—p
2) On considére une variable aléatoire discréte telle que

X(Q) € [1,+00].

On note X () = {zr / k € N} et pour tout k € N,
pr = P(X = ).

On pose Fx : t +— E(e™tX).

-a- Pour k € N, on pose f, : t = pp e t%k,
Montrons que Z fx converge normalement sur
R,.

-b- En déduire que Fx est définie sur R et donner

le lien entre F'x et Z fr.
Montrer que F'x est continue sur R .

3) -a- Montrons que f est intégrable sur Ry et cal-

—+oo
culer I, = / fe(t)de

0
-b- Montrer que Fx est intégrable sur R et justi-
—+oo
1
Fx(t)dt = E(=).
[ Pwar=B(g)

4) Onreprend X comme dans la question 1). Retrouver
le résultat de la question 1) a laide de la question
5) 777

fier que

Indications et réponses

1) Calcul.

2) -a- Classique pour prowver la CV normale. Ma-
jorez pout t € Ry, fr(t) par le terme général
(indépendant de t) d’une série convergente.

-b- La CV normale implique la CV.... Théoréme de

transfert de continuité.
3) -a- Facile. On n’oublie pas la continuité.
-b- Théoréme d’intégration terme a terme & appli-
quer scrupuleusement.

4) Calculer Fx(t) = ... =

pe”’
1—et(l—p)

+oo
/ Fx(t)dt (intégration directe).
0

Puis

Exercice non préparé - 10min
On cherche les fonctions y : R — R dérivables vérifiant :

1 621
2
1) Montrer que si y vérifie (E) alors y vérifie 'équation

Ve €R, (e +e*)y (x)+(2e” +e*)y(z) = —x

(B2) o' +3y +2y=1—e"".
2) En déduire la résolution de (Ey).
Indications et réponses

1) On pense a prouver que y est bien deux fois dérivable
puis on dérive.

2) La solution générale de (E3) est z
e % 4pe 2 —|—% —zxe ® ou A peR.
Syntheése : on trouve = X\ — 1.
Planche 4 - CCINP - Natacha

Exercice préparé - 20min

On pose E l'ensemble des fonctions continues de R dans
R.

Pour f € E, on pose pour tout * € R, f(x) =
/ @)
0o V1412

1) Montrer que ¢ — In(t++/1 + ¢2) est une primitive de
1
t = —— sur R.

V1+t2

1
tn
2) Pour n € N, on pose I, —/ dt
) P o V1+1t2
tn+2
-a- Mont = b
a ntrer que (n + 1)I,, = a + / 1—|—t2%

oll a et b sont & déterminer.

+AOJO ﬂn '
3) On pose lapplication ® : f — f
-a- Montrer que ® est un endomorphisme de F.
-b- Déterminer Ker ®.
Montrer que : Im® = {g € C}(R) / g(0) = 0}.
4) Soit A € R*. Résoudre I'équation différentielle

-b- Montrer que : I,

y(z) o
N () = —==—-—. En déduire les valeurs propres
dy ((I) ) T prop
e ®.

Indications et réponses
1) Justifier la dérivabilité et dérivert — In(t++v1 + t2).

(Er).



2) -a- Intégration par parties.
1 t’n+2
-b- Encadrer l'intégrale / —_—
o (1+41¢2)2
ver qu’elle est de limite nulle. Puis calculer la
limite de (n + 1)I,,.
3) -a- Rédiger correctement la linéarité. Il faut prou-
ver ®(Af + g) = A®(f) + ®(g). Pour cela on

prouver pour tout x € R,

[@AS + 9))(2) = A[@(f))(2) + [®(9)](2)-

Penser a prouver que ® : F — F.
-b- Ker® = {z — 0} (il faut dériver, mais pas

que...)
Pour Im ®, par double inclusion.

dt pour prou-

4) La solution générale de l’équation différentielle : x —
oz +VI+ 22> otta € R,
Déduire alors Sp(p) = R* (traiter le cas A\ = 0 4
part).

Exercice non préparé - 10min
141

1—1

1) Trouver le module et un argument de a =

1 . n
2) Soit n € N*. Résoudre I'équation : <1 —|—1z> =q
—iz
ou z € C.

Indications et réponses

1) a=1i.

2) Méthode classique de premiére année, se ramener
. . (4k + 1)m
a Z™ = 1. Les solutions sont : tan ———— ou

4n
k € [0,n—1]. A rédiger correctement

Planche 5 - CCINP - Eloi

Exercice préparé - 20min

Soient deux réels a et 8 de ]0,1].

Un joueur passe une série de tests identiques.
A chaque test qu’il doit passer, il doit se qualifier. Tant
qu’il se qualifie, il passe le test. Le jeu s’arréte lorsqu’il
ne se qualifie pas. La probabilité de ne pas se qualifier est
a €]0,1].
Lorque qu'il passe chaque test, il a une probabilité 8 de
le réussir (il doit ensuite se qualifier pour passer le test
suivant).

On note X le nombre de tests passés; Y le nombre de
tests réussis.

1) Soit » € N. Montrer que le rayon de convergence de

la série Z (n) z"™ est 1.
r

nzr
n
™.
r

+oo

On note S, (z) = Z

n=r

2) Pour k € N*, on définit I'événement Ej : "le joueur

s’est qualifié pour le test k".
Montrer que (X =n)=F1N---NE, NE,41.
Déterminer alors la loi de X.

3) Soit n € N*. Déterminer la loi conditionnelle de Y
sachant (X = n).

4) Montrer : Vr € N, Vz €] — 1,1], (1 — 2)S,41(z) =
xSy ().
Exprimer alors S, (z).

5) Soit r € N. Déterminer deux réels a et b tels que

P(Y =7) = ai (:‘)b"

Déterminer alors la loi de Y.

Indications et réponses

1) Regle de d’Alembert.

2) P(X=n)=(1—-a)".

3) Sachant (X = n), la loi conditionnelle de Y est la
loi binomiale de paramétres n, [3.

4) Partir de (1—x)S,41(x), rassembler les deux sommes
en une et utiliser la formule du triangle de Pascal.
Bien gérer les termes rentrés/sortis de la somme.

Pour Sy(x), itérer la relation trouwvée : S,(x) =
x”‘

(1—a)rtt

5) Utiliser la formule des probabilités totales avec le

af”
SCE (Y = n)pelrtoo] © 0N trouve a = ————
( ) €lr,+oof (1 — B)T

et
b=(1-a)1-27).

1-(1-a)1-8)"

Exercice non préparé - 10min

Soient a, b, ¢ des réels tels que a? 4+ b2 4+ ¢ = 1. On pose
a® ab ac
ab b> be

ac be 2

M=

1) Calculer le rang de M.

2) M est-elle diagonalisable? Détermminer ses valeurs
propres.

3) Question possible : montrer que M est la matrice
d’un projecteur orthogonal.

Indications et réponses

1) rg(M) =1 car...

2) Argument trés trés rapide pour la diagonalisabilité.
Valeurs propres : 0 de multiplicité 2, 1 de multiplicité
1 (le plus rapide : utiliser la DZ puis la trace).

3) M? = M (qui peut-étre calculé en faisant le produit
matriciel ou en repérant M = UU " ou U = (abc) ).
Puis Im M 1 Ker M en utilisant des familles généra-
trices de Im M et Ker M.




Planche 6 - CCINP - Oscar

Exercice préparé - 20min

Soit n € N*. On pose 1, :}—g—knw,g—l—nﬂ' .

1) Déterminer le développement limité a 'ordre de 3 de
tan au voisinage de 0.
2) -a- On pose f(x) = tan(xz) —2z. Montrer qu’il existe
un unique x,, € I, tel que f(z,) =0.
-b- Montrer que z,, ~ n.
—+oo

3) Pour n € N, on pose y,, = x,, — n.

-a- Montrer que y, = Arctan(z,) et déterminer
WD Y
0 ™
-b- Montrer que tan (yn — 5) g
1 1
En déduire que : z, :n7r+ﬁ ——+4o <)
2 nw n
0 1
4) -a- Montrer que tan |y, — -+ — =
2 nm
T, tan ( n—lﬂ) -1
tan (%) +x, '
b- En dédui t + ! !
-b- En déduire que tan —— 4+ — ] ~ .
d In =5 T ) £ 2mn2
-¢- Déterminer alors un développement asympto-

tique de z;, a la précision —.
n

Indications et réponses

sin

1) Avec tan = — et les DL de cos et sin on obtient
cos
3

tanx = x + % + o(z?).

2) -a- Classique application du TBM ! Bien vérifier
TOUTES les hypothéses.
-b- A laide d’un encadrement de x,,.

3) -a- Que vaut tany,? A quel intervalle appartient
Yn ?.

4) -a- tan(u —7/2) = ...%. tan(a +b) = ... %
-b- Utiliser ce qui précéde.

+ T 1 N 1 + 1
- Ty =0T+ — — — ol —= ).
" 2 nm 2mn? n?

Exercice non préparé - 10min

-1 0 O
Soit A=10 0 1
0 1 1

1) Montrer qu’il existe D diagonale et P inversible tel
que D = P~'AP. On déterminera D mais pas P.

2) Soit B € M3(R) tel que AB = BA.
Montrer que si X est un vecteur propre de A alors
X est vecteur propre de B.

3) Derniere question possible Déterminer alors B a
l'aide de P. On pourra introduire X7, Xs, X3 les
colonnes de P et écrire P = (X;]X3|X3).

Indications et réponses

1) Avec le polynéome caractéristique Sp(A)
{A, A2, A3} o0 Ay = —1, Ay = 172\/5, Az = HQ\/g-
A est DZ car...(plusieurs fagons de le justifier).

A0 0
D=10 X 0
0 0 As
2) Soit A wvaleur propre de A et X wvecteur propre asso-
Cclé.

Montrer que BX est vecteur propre de A.
Quelle est la dimension de Ey(A)? Déduire que X
est vecteur propre de B.
3) X1, X, X3 sont des vecteurs propres de A.
Que vaut alors BP & Uaide de 2)? Déduire que

a 0 0
B=P|0 B 0| P L
0 0 v

Planche 7 - CCINP - Aymery

Exercice préparé - 20min

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On rappelle la définition
STR) ={M € S,(R) /VX € M,i(R), X"MX >0}.

1) Montrer que S,/ (R) est stable pour 'addition et la
multiplication par un réel positif.
2) -a- Soit U € M,,1(R). Montrer que UU " € S;F(R).
-b- Montrer que M € S§;F(R) < Sp(M) C RF.
3) On définit le produit scalaire sur M, (R), (M, N) =
Tr(MTN).
Soient A, B deux matrices de M,,(R).
-a- On pose la matrice C = A® B = (¢ij)1<i,j<n
définie par

v(i,j) € [1,n]?,

Cij = (lijbij.

On pose X = (z1---2,) e D =
Diag(z1,...,x,).
Montrer que X 'CX = (DAD, B).

-b- Montrer que pour toute matrice M € S, (R),

(MA,B) = (A, MB) (AM, B) = (A, BM).

4) On suppose de plus que A et B appartiennent a
St(R).
-a- Montrer qu’il existe deux matrices A’, B’ de
S (R) telles que A= A" et B = B
-b- Que peut-on dire de C?

Indications et réponses

1) Utiliser la définition de S;7 (R) rappelé dans I’énoncé.
2) -a- Avec la définition.
-b- C’est du cours, par double implication ! L’une
des implication utilise le théoréme spectral.



3) -a- On utilise :

XTCX:ZCU{EZ'(E]' <M,N>: Z .

2 MijNij

-b- Utiliser les propriétés de la trace et de la trans-
position sans revenir aux coefficients.

4) -a- Classique : existence de racine carrée en diago-
nalisant.
-b- C € S (R).

Exercice non préparé - 10min

x
Soit z € R. Pour n € N, on pose u, (z) = 3" sin® (3—71)
Montrer la convergence puis calculer la somme de

Z Un ().

Indications et réponses
Convergence : montrer la convergence absolue en com-
parant a laide d’un équivalent.
Linéaire sin® 0 = 1(3sin 0 — sin(30)).
00 1

Somme téléscopique : Z up(x) = 1(31' — sin(3z)).

n=0

Planche 8 - CCINP - Aristide

Exercice préparé

e
Pour tout n € N, on pose I,, = / tIn"(t) dt et si I,, existe
+o00o !
on pose f(x) = Z I,x".
n=1

1) Justifier 'existence de I,,. Calculer Ij et I.

2) -a- Etudier la monotonie de (I,,).

-b- Montrer & l'aide d’une intégration par parties
que pour tout n € N, 21,11 + (n + 1)I,, = €%
3) -a- Montrer que pour tout n € N,
2 2
e e
<I, < .
n+3 " T n42
-b- En déduire le rayon de convergence de la série

Zlnx".

4) Déterminer I’ensemble de définition de f. On le note
Dy.

e
5) Montrer que : Vz € Dy, f(x) = / g(z,t)dt ou g est
1
une fonction a déterminer.

Indications et réponses Pour tout n € N, on pose

e too
I, = / tIn"(t) dt et si I,, existe on pose f(x) = Z Iaz™.
1 n=1

1) Penser a justifier l'existence de I,,. IPP pour I;.

2) -a- (I,) est décroissante.
-b- Pas de difficulté.

3) -a- Utiliser 2)-a- et 2)-b-.

-b- Déterminer alors un équivalent de I,,. L’utiliser
pour montrer que le rayon vaut 1.
4) Dy = [—1,1[. Utiliser 3)-b- et séparément les cas —1
et 1.

€

5) Il faut échanger les symboles Z et / .
1
Cas |z| < 1 : théoréme d’intégration terme & terme

ou @ laide de la CVU (via CVN) car on intégre sur
un segment.
Cas © = —1 : théoréme de convergence dominée

appliquée a la suite des sommes partielles Sy, (t) =
n

> (=D)F k).

k=0

t
On obtient : t) = ——.
n obtient : g(x,t) T ol
Exercice non préparé
0 0 ¢
Soit (a,b,c) €ER3. Onpose M = [ 0 > 0
a> 0 0

1) Déterminer les valeurs propres de M.

2) Déterminer le nombre de valeurs propres distinctes
en fonction de a, b, c.
3) ?7?Question possible On pose a = 0. Déterminer des
conditions sur b et ¢ pour que M soit diagonalisable.
Indications et réponses
1) Les valeurs propres : b%, ac, —ac.
2) Discuter.
3) M DZ dans les cas : b=¢c¢=0;b#0,c=0;c#0,
b=0.

Planche 9 - CCINP - Louis

Exercice préparé - 20min

Soit (un)nen une suite complexe convergente. On note
[ € C sa limite.

L’objectif est de prouver le résultat suivant :

l

(L) (1+“—"n e

) =

n n—-+oo

1) Donner le développement limité au voisinage de 0 a
Pordre 1 de In(1 + z).

2) Dans cette question on suppose que (up)neN est une
suite réelle. Montrer le résultat (L).

3) On revient au cas d’une suite complexe. On sup-
pose que (uy,)nen est constante et on pose : Vn € N|
u, =z € C.

Pour n € N, on considére les deux polynémes P, et
@, définies par

n k
VzeC, Pu(z)= Z%
k=0

-a- Montrer que @, est un polynéme a coefficients
réels positifs.

Qu(z) = Pala)—(1+ )"



-b- Montrer que :

VneN, VzeC, |Qn(2)]<Qn(lz]).

n
En déduire une majoration de ‘ (1 + E) —e*
n

puis le résultat (L).

4) Dans cette question, (u,)nen est une suite complexe
de limite nulle.
Montrer que :

VaeC, VnelN, [1+a)"—-1<+|af)" -

En déduire la propriété (L).

5) On revient au cas général ot (uy)nen converge vers
leC.
En écrivant u, = (u, — ) + [, déterminer une suite
(wn)nen de limite nulle telle que :

Vn € N, (1+“”) <1+i)n(1+w")

En déduire le résultat (L).

Indications et réponses
1) In(14+z) = = + o(x).

2) (1+%)n: nln(14+22
un réel).

+) (on peut car dans le In c’est

3) -a- Développer a Uaide de la formule du bindme et
regrouper dans une seule somme.
-b- On utiliser 'inégalité triangulaire pour la pre-
miére inégalité.
Ajouter retrancher P, (z) pour la deuziéme in-
égalité.
Quelle est la limite de P,(z) quand n — +oo.
4) Inégalité triangulaire et utiliser le cas réel de 2)
n—1

5) Forcer la factorisation par (1 + %)n, Wy, =

1+ L
Utiliser alors 3) et 4).
Exercice non préparé - 10min
Soit E un espace euclidien et u € L(E).
On suppose que u est autoadjoint.
Démontrer que :
Ker(u) = {z € E / {z,u(z)) = 0}.
Indications et réponses Double inclusion : une facile.

L’autre utiliser le théoréme spectral appliqué & un endo-
morphisme. Poser (e1,...,e,) une base de vecteurs pro-
pres et décomposer x dans cette base pour exrprimer sim-
plement (x,u(z)).

Planche 10 - CCINP - Cindy
Exercice préparé - 20min

Pour n € N*,

hn(x):{<1w:)n sio<z<n

on pose

Vo e RT,
0 siz>+/n

1) Montrer que : V¢ € [0,1], In(1 — ¢) < —¢.

2) -a- Soit x € RT. Montrer qu’il existe ng € N tel

que : Vn = ng, x € [0,+/n].

-b- En déduire que (h,)nen converge simplement
vers h.

-c- Montrer que : vn € N Vx € Ry,
|hn ()] < h(z).

™

3) On pose I, = /2 cos™(t) dt.
0

—+oo
-a- Soit n € N. Justifier que / hy(u) du con-
0

verge.
A Taide du changement de variable v =
\/nsin(t), montrer que

—+o0
/ ho(u) du = V/nlgy .
0

-b- En déduire que :

Vnlonyr — b (u) du.

n — +4oo 0

n+1
VneN, I,19 =
" +2 n+2

(n+ V)l ==
Iyoi ~ I,
Y

4) Montrer que : I,. En déduire

e:VneN,
5) On admet que :

—+o0
Déterminer la valeur de / h(zx)dx.
0

NB :

Pour cela, prouver d’abord que la suite (I,,) est décrois-
sante.
Indications et réponses

il peut étre utile de savoir prouver Iy e I,.
(o]

1) Inégalité de convexité ou étude de fonction.
2) -a- ng entier supérieur a 2.
2 n

-b- 11—

sous forme exponentielle.

La limite de ( est calculée en écrivant

-c- Utiliser 1). Distinguer x < \/n et © = /n.
3) -a- Continuité sur le segment [0,/n].
-b- Application classique du th de convergence dom-

inée.
4) Classique IPP sur les intégrales de Wallis.

Poser a, = (n 4+ 1)I,411, Montrer que : Vn € N,

Ap+1 = Qp.
5) On trouve g

NB : on divise I,49 < Iny1 < I, par I,,.

Exercice non préparé - 10min

Soit z € C tel |z| =1 et 6 € [—m, w[ un argument de z.
1) Calculer |1+ z|.
2) A quelle condition sur 6 telle que |1+ 2] < 1
Indications et réponses
1) |14z =2cos $.
2m 2

%}96_]‘2’77 3]U[?,7ﬂ.




Planche 11 - CCINP - Gabriel

Exercice préparé - 20min

+o0
On pose g(z) = /
0

sint
t+x

dt.

) +eo sint
On admet que l'intégrale / 5 dt converge.
0

1) Soit A > 0 et > 0. Montrer que :

A A .
/ sin ¢ df = 1 cos(4) / sint dgt.
0o t+z x A4z 0o t+z

2) -a- Soit =z > 0. Montrer

oo cost
5 dt converge.

-b- Montrer que g est définie sur R, avec

1 T cost
= - — dt.
g(x) - /0 (t+ )2

3) -a- Montrer que g est de classe C? sur R7.
-b- Pour = > 0, exprimer simplement ¢”(z) + g(z).

Pintégrale

Vo >0,

4) Montrer que g est continue sur R;. On pourra

» 1 e
utiliser : — = ——dt.
x o (t+ x)2

Indications et réponses

1) IPP sur un segment.

2) -a- On n'oublie pas la continuité. Et on prouve
lintégrabilité en +o0.

-b- Faire tendre A — +oo dans le cas x > 0.

3) -a- Utiliser Uexpression de g(x) de 2)-b-. Puis
théoreme de classe C? des intégrales a
parametre.

-b- ¢"(x) calculé a laide de 3)-a-, puis deux IPP

sur les intégrales généralisées a rédiger correcte-
ment.
4) On utilise lindication et 2)-b-, pour écrire g(x) sous
la forme d’une intégrale. Puis théoréme de continuité
des intégrales & parameétre.

Exercice non préparé - 10min

a+b+c=4
Soit (a,b,c) € C3. Posons (S) < ab+ac+bc=5
abc =2

1) Déterminer P(X) = (X —a)(X —b)(X —c) ou (a, b, c)
solution de (.5).

2) Résoudre le systéme.

Indications et réponses Soit (a,b,c) € C3. Posons
a+b+c=4

(S)<ab+ac+bc=5
abc =2

1) P(X) = (X — 1)2(X —2).
2) §=4{(1,1,2),(2,1,1),(1,2,1)}.

Planche 12 - CCINP - Soléne

Exercice préparé - 20min

Soit A un réel strictement positif. On considére une vari-
able aléatoire X suivant la loi de Poisson de paramétre
A

1) Donner l'expression de P(X = k) pour tout k& € N.

2) -a- Soit (a,b) € R?. Déterminer le développement
limité au voisinage de 0 & 'ordre 1 de

= V3 N VE]
fix—e 2 (acos <2x> + bsin <2x>> .

-b- Déterminer la solution au probléme de Cauchy

{y”+y’+y=e””
y(0)=1 ¢ (0)=0

3) On pose E) : "X est divisible par 3".

-a- On pose g(\) = e* P(E,). Ecrire g(\) sous
forme de somme d’une série entiére.
-b- A l'aide de 2)-b-, montrer que :

2 A
g(\) = 3 e~ 2 cos <\é§)\> + %.
En déduire P(E)).

4) -a- Déterminer la limite de P(E)) en 0 et en +oo.

-b- Donner un équivalent simple en 0 de 1 —
e)‘ P(E)\)

Indications et réponses

1) P(X:k):%’:e"\
2) -a- f(z)=a+ (b?—g>x—|—o(a§).

(NG

xr — e

-b- Solution générale de l’équation différentielle :
el'

(a cos (?z) + bsin (?m)) +
3

Avec la condition initiale : a = %, b=0.

3) -a- Décrire l’événement Ey a l'aide des événements

(X = 3k).
+oo )\dn
g(A) = 2 Gayl

-b- Montrer que g(\) est solution du probleme de
Cauchy de 2)-b-.

3 2
- 1
4) e PEN L P o
-b- 1 —e* P(E)) > 2N



Exercice non préparé - 10min

Soit F un espace vectoriel dimension finie et ¢ : E — R
une application linéaire surjective.

On pose H = Ker ¢.

Montrer qu'il existe xg € E tel que H @ Vect(xg) = E.

NB : I'énoncé me parait court. Autre question possible
: traiter cet exercice dans le cas ot E n’est pas de dimen-
sion finie.
Indications et réponses rgyp = 1 car..., dimKerp =
n—1 car...
ker ¢ admet un supplémentaire de dimension...

NB : montrer que nécessaire xo ¢ H. Montrer alors
par analyse-synthese : H @ Vect(xzg) = E.

Planche 13 - CCINP - Vincent

Exercice préparé - 20min

. 0 1
801tA<_1 2>.

1) Calculer le polynéme caractéristique de A. A est-
elle diagonalisable? Montrer que A est trigonalisable

dans M3 (R).

2) -a- Soit P = (

1 é) Montrer que P est inversible

et que 'on a P~1AP = (é 1)

-b- Montrer que : Vk € N, Tr(A*) = 2.
3) -a- On pose pour tout ¢t €] — 1,1, g¢(t) =
+oo k
Tr(A
Z (k >tk. Calculer g(t).
k=1
-b- Montrer que : V¢t €] — 1,1], det(I,, —
tA)exp(g(t)) = L.
4) Soit M € M, (K). On note Aq,...,\, les valeurs

propres de M et ny,..
tives.
On note m = max |A;].

<i<p

-a- Montrer que pour tout k& € N, Tr(Mk) =

p
i=1

-b- Soit t €] — 1,1[. Déterminer une expression de
det(I,, — tM) en fonction de n;, A;, p et t.

., Ny leurs multiplicités respec-

+00 k
Tr(M
5) On s’intéresse & la série entiére E %r’“. On
k=1

note R son rayon de convergence et S sa somme.
1

Montrer que si m # 0 alors R > —. Que vaut R
m

dans le cas ou m = 0?7
P
6) Montrer que S(t) = — Z n; In(1 — A\;t). En déduire
i=1
que det(l, —tA)exp(S(t)) = 1.

Indications et réponses

1) xa(X) = (X —1)%2. A non DZ. A TZ (critéres clas-
siques de diagonalisabilité).
2) -a- Calculs.
-b- Quelle est la diagonale de (P~1AP)*?
3) -a- g(t) =—-2In(1 —1).

-b- Distinguer t = 0, t # 0. Factoriser par t dans
det(I,, — tA) et utiliser la polynome caractéris-
tique de A.

At
4) -a- Trigonaliser M, M = P P
Ap
MF= ...

-b- Factoriser par t dans det(I, — tM) et écrire
ce déterminant en fonction du polynéme carac-
téristique.

5) Déterminer d’abord le rayon de convergence de

Nk
Z Zk . Déduire le résultat par opérations.
Dans le cas ot m =0, R = +c0.
6) Calcul en utilisant 4)-a- et le DSE de In(1 — u).

Exercice non préparé - 10min

sin(na)
0] :Vne N VxeR:L, f(r)=—7-"—.
n pose : Vn reRYL, fa(x) p——
1) Montrer que f, est intégrable sur R? .
+oo
2 lculer i n(x) de.
) Calculer Am ; fn(z)dx

Indications et réponses

1) On n’oublie pas la continuité par morceauz.
En 0, un équivalent simple. En +00, on majore.

2) La limite est nulle.
On applique le théoréme de convergence dominée.
Pour la domination, la fonction qui domine doit étre
intégrable sur ]0,+o00[, ce qui aménera sirement
trouver une fonction définie par cas. Par exemple
1 si x €0, 1]
plx) =4 1 :

— st >1
23/2 >

Planche 14 - CCINP - Julien

Exercice préparé - 20min

Soit p €]0,1[ et on pose g =1 — p.
On lance une piéce avec probabilité p d’obtenir Pile et on
note j le rang d’obtention du premier Pile.
On place ensuite j boules numérotées de 1 a j dans une
urne et on note X le numéro de la boule tirée.
On note G I'événement : "obtenir une boule de numéro
impair".

1) Donner la loi, lespérance et la variance du rang

d’obtention du premier Pile.

2) Montrer qu'il existe des réels a, b, ¢ tels que :

1 a b c

e A—021+8) (-2 1-t 1+t



3) Soit j € N*.

-a- Calculer la probabilité de 1’événement G
sachant qu’on a obtenu pile au rang 2j.
Calculer la probabilité de 1’événement G
sachant qu’on a obtenu pile au rang 25 — 1.

-b- Montrer que

52;( / $29- 2t+1)dt>

4) Ecrire alors P(G) sous forme d’une intégrale.
5) Calculer cette intégrale a 'aide de la question 2).

6) A-t-on plus de chance de gagner ou de perdre et y a
t-il des conditions idéales pour gagner?

Indications et réponses
Exercice non préparé - 10min

" . On note f la

(n!)?

On considére la série entiére g (—

somine.

1) Montrer que f est de classe C* sur R.

2) Question possible montrer que

+oo
/ e~ " f(x) dx converge et la calculer.
0

I'intégrale

Indications et réponses

Planche 15 - CCINP - Allan

Exercice préparé - 20min

Soit ¢ : x +— —xIn(z).

On considére une variable aléatoire X & valeurs dans N.
Pour n € N, on note p, = P(X = n).

Lorsque la série Zga(pn) converge, on dit que X admet
une entropie.
entropie de X.

La somme de cette série est alors appelée

1) Tracer le tableau de variations de @, et montrer que
o est prolongeable par continuité en O .

2) On suppose que X suit la loi géométrique de
paramétre p €]0, 1[.
Montrer X admet une entropie et la calculer.

3) Retour au cas général et on suppose que X est
d’espérance finie.

—> 0.

n—-+o0o
-b- En déduire que pour tout n € N*,
max(np,,ne”").
-c- Montrer que X admet une entropie.

-a- Montrer que p,

@(pn) <

Indications et réponses

z |0 e 1 1
1) 4,0/ + 0 —
1
| B

+oo
2) On utilise les DSE : "=
) On utilise les nz:;)x 1

1 =
et Zx" =
—z
n=0
1
(1—a)*

H(X) = —pln(p) — (1

—p)In(1l —p)
» .
3) -a- La série > p, converge, donc....

-b- On est amené a distingue p, = e~ " et p, <
e~ ". Et on utilise la monotonie de ¢ dans le
deuziéme cas.

-c- On étudie la convergence des séries ann et

Zne*”.
Exercice non préparé - 10min

Soit M € M, (R) tel que M™ =0,

n

1) En supposant que M = M7 montrer que M = 0,.

2) En supposant que M et M7 commutent, montrer
que M est toujours nulle.

Indications et réponses

1) M est DZ car...La seule valeur propre de M est...

2) S’intéresser & la matrice MM .

Martin

o
1—a)’

1) Montrer que A est diagonalisable.
2) -a- Déterminer P € O3(R) tel que PTAP =
1 0
<0 1-— 2a>'
-b- Trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que A appartienne & Sy 7 (R).

Planche 16 - CCINP -

Exercice préparé - 20min

Soit v €]0,1[. On note A = <1 ;a

Soient a €]0,1[ et B €]0,1[. On note B =

1—a I}
«@ 1-p)°
3) Montrer que B est diagonalisable et déterminer @ €
GL2(R) tel que Q1 BQ soit diagonale.
4) Montrer que (B¥)pen converge et exprimer sa limite

en fonction de Q.
Soient a, b, c,d des rééels strictement positifs et M =
a b
c dj)’
4) Montrer que M est diagonalisable et qu’elle est sem-

blable & une matrice A = ()\

0
A< p.
5) 77

0
avec > 0 et
) e s

Indications et réponses



1) Tres tres rapide... Indications et réponses

2) -a- Comme la matrice diagonale est donnée, étudier 1) (1,0) € Ty. Puis calcul.
directement les sous espaces propres, les noyaux
non réduits o {0} justifient les valeurs propres,
sans perdre de temps a déterminer les valeurs
propres a l'aide du polyndome caractéristique.

2) Image d’un réciproque d’un fermé par une fonction
continue.

3) Ty est la réunion des droites d’équation x +y =1 et

Penser a donner une matrice P orthogonale, z+y=-L ) ] ‘
1 /1 1 'y est la réunion des droites d’équation x —y = 1
pas seulement inversible, P = \ﬁ (1 _1> etz —y=—1.
-b- Cours : caractérisation spectrale d’appartenir a
SFT(R). 4) -a- CNS :la| <1 (pour vérifier "définie-positive”).
_b- 22
Ontmuvea<§. b- 7
1 8 Exercice non préparé
1) Valeurs propres : 1, 1 —a— . Q = ( )
-1 a 1) Soit n € N. On pose pour tout ¢t € R, R, =
1
2) La limite est Q (O ?) Q7 '. Penser d la continuité / (1—t)"e" dt.
0
de Uapplication linéaire M — QMQ". Montrer que
3) Deuz valeurs propres distinctes a l’aide du polynome "1 1
caractéristique.. Utiliser la trace pour prouver les in- = Z E nf

égalité
2) Montrer qu'il existe un entier N € N; tel que :
Exercice non préparé - 10min ]
On étudie la série entiére Z n2z". 2N, 0<Ra< 2
neN 3) Montrer que pour tout n € N, sin(2wnle) =
sin(2w Ry,).

1) Déterminer le rayon de convergence de cette série.
4) En déduire que e est irrationnel.

2) Calculer la somme de cette série.

.. . Indications et réponses
Indications et réponses

1) Formule de Taylor avec reste intégral appliqué o la

1) R=1 fonction exp.
2 .
2) f(zx) = Lﬂ:g (utiliser la série géométrique et ses 2) Ry >0 par théoréme classique.
(1—x) R, — 0 par encadrement
dérivées). n = foo

n
iy n! )
3) Vérifier que E I est un entier.
k=0

Planche 17 - CCINP - Isaure 4) Par Uabsurde puis utiliser 2) et 3) avec une valeur
judicieuse de n.

Exercice préparé

Soit a € R. On pose
s 9 ) Planche 18 - CCINP - Daphnée
o ={(z,y) eR” /2" + 202y +y~ = 1}.
Exercice préparé - 20min
1) Montrer que ', # 0.
Etablir : V(z,y) € R?, 2> + 2azy + 4> = (z+ )’ + On pose f:x—

(1—a?)y?. cos(z)’
2) Montrer que T, est un fermé de R?. 1) Montrer que f est de classe C* sur | — 7, 7[. Déter-
3) Montrer que I'y est la réunion de de deux droites. miner f* et f".
De méme pour I'_;. 2) Montrer par récurrence que pour tout n € N il existe
P - R2 % R2 N R un polynéme P, € R, [X] tel que
4) Onpose “ ro / ’ o /
((z,y), (2",y)) = =z’ +2a(zy +2'y) +yy o - P, (sin)
-a- Déterminer une condition nécessaire et suff- Vo€l -5, 5L fM(z)= il
. ” . 272 cos™t1(z)
isante sur | — 1, 1] pour que @, soit un produit
scalaire. On justifiera que : Vn € N, P, 1 = (1 — X?)P) +

b 77 (n+1)XP,.



3) Question possible. Montrer que pour tout n € N,
deg(P,) =n et son coefficient dominant vaut 1.

n
4) Pour tout n € N, on pose P, = Z an,ka.

k=0
-a- Montrer par récurrence sur n € N,
VEk € [0,n], anx = 0.

-b- En déduire que :
VneN, Vzelo, g[, F™(z) > 0.
5) 777

Indications et réponses

1) fi(x) =  f(@)

~ cos?z
2) Classique.

3) Récurrence. Noter ay, le coefficient du degré n.

sinx 1+sin?z

cos3 x

4) -a- Montrer par récurrence surn € N,
Yk € [0,n],
-b- Utiliser 4)-a-, et le fait que x €] — 7,

Qn, k 2 0.

L

ol

Exercice non préparé - 10min
(="
N

1) Montrer que la série Z In(1 + a,) diverge.

On pose pour tout n € N*, a,, =

2) En déduire que
n
k=0
Indications et réponses

1) Effectuer un développement aymptotique de In(1 +
an), pour prouwver que In(l + a,) = ap + b, ou
by ~

2n°
n

2) Poser P, = H(l + ay). In(P,) est la somme par-

tielle de la série de la question 1).

Planche 19 - IMT - Clément
Exercice 1

Y A ()]
On pose F(z) = /0 aap dt.

1) Montrer que F' est bien définie sur R .
2) Montrer que F est de classe C! sur RY.

In(t)
1) Fizer x > 0. Ne pas oublier la continuité de t —
flx,t).
En 0 : f(z,t) ~ 2 Int. En +oo, f(z,t) ~
2) Théoreme de classe C' pour les
paramétre. Domination sur [a,b]...

Indications et réponses Poser f(x,t) =

Int
t2

intégrales a

Exercice 2

Dans une population, la proportion de gens contaminés
par une certaine maladie est p ou p €]0, 1.
Si on rencontre une personne contaminée, la probabilité

que l'on se fasse contaminer est 3

Soit n € N*. Un commercial non contaminé rencontre
n clients.
Posons N la variable aléatoire égale au nombre de clients
contaminés qu’il rencontre.

1) Quelle est la loi de N?

2) Quelle est la probabilité que le commercial soit con-
taminé?

Indications et réponses

1) N ~ B(n,p).

2) Calculer P(C) en tilisant la formule des probabilités
totales avec le SCE (N = k)ogk<n -
Pn—r(C) se calcule plus facile via le complémentaire.

roy-1-(1-2)

Planche 20 - IMT - Clélia

Exercice 1

Soit F un espace euclidien et u un endomorphisme de F.
On suppose que : Vz € E, < u(z),xz >= 0.

1) Montrer que : V(z,y) € E?, < u(z),y >= — <
u(y), x >.

2) Que peut-on dire de la matrice associée a v dans une
base orthonormée de F.

3) Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires
orthogonaux.

Indications et réponses

1) Prendre x +y au lieu de x dans 'hypothése.

2) Poser les matrices A, X, Y de u,z,y dans la base
B.
Ecrire l’égalité de 1) & Uaide des matrices.
Prouver proprement que si X MY = 0 pour tout
X,Y alors M est nul.

3) Ker(u) L Im(u). Puis I’égalité des dimensions... qui
permet de conclure.



Exercice 2
1
Soit n € N*. On pose (E,) : x (1 + f) P o1,
n

1) Montrer que cette équation admet une unique solu-
tion sur R’ , que I'on notera xy,.

2) Montrer que : Vn € N*, 0 < z,, < 1.

En déduire la convergence de (x,,)n,en+ et sa limite.

3) Montrer que x,, — 1 s — .

Indications et réponses Soit n € N*. On pose (E,) :

1
x<1+f)2:1.
n

1) Application classique
monotone.

2) Minorer z,, (1 + In—")%

Calculer d’abord la limite de x—n.
n

du théoréeme de la bijection

1
3) xp—1 =z, —z, (1 + %”) 2, Utiliser I’équivalent
usuel de (1+u)z —1 en 0.

Planche 21 - IMT - Daphnée

Exercice 1

Déterminer les solutions développables en série entiére de
léquation différentielle : (E) y” + 2xy’ + 2y = 0.
Question possible : déterminer la solution qui vérifie y(0) =
1, ¥'(0) = 0.

“+o0
Indications et réponses Poser y(x) = Z anz™.
n=0

On obtient : Vn € N, ap10 = —%Han.
, _1yp (—1)P4Pp!
PUZS, Vp S N, A2p = %ao, A2p+1 = m@l.
Solution avec conditions initiales : ag = y(0) = 1 et
= $2p 2
ar =y (0) = 0, y(a) = 3 (~1)rL — e
=0 p:
P
Exercice 2
Soit fi1,..., fn des endomorphismes d’un espace vectoriel
E.

On suppose
> fi=Tdg V(i) € [Lnl? i#j= fiofj =0rm).
i=1

1) Montrer que pour tout i[1,n], f; est un projecteur
de E.

2) Montrer que @;_, Im f; = E.

Indications et réponses

1) Calculer f; o Zfi de deux maniéres.
i=1

2) Pour prowver Y . Imf; = E : double inclusion.
Une évidente, l’autre utilise la premiére hypothése.
Pour la somme directe, prouver l'unicité de la décom-
position de O comme somme de vecteurs de Im f;.
On utilise en cours de route la deuxiéme hypothése.

Planche 22 - IMT - Hugo

Exercice 1

Soit E un espace vectoriel et v un endomorphisme de E
tel que u? — 5u — 61dg = Ozmy-
Montrer que Ker(u + Idg) @ Ker(u — 61dg) = E.

Indications et réponses Par analyse-synthése.
L’analyse fournit l'unicité de la décomposition.

Il peut étre efficace d’utiliser que a € Ker(u + Idg) signi-
fie u(a) = —a, b € Ker(u — 61dg) signifie u(b) = 6b; puis
u?—5u—61dg = (u+ldg)(u—61dg) = (u—61dg)(u+Idg).

Exercice 2

Soit n € N. On pose f, : t — m.
1) Montrer+que fn est intégrable sur Ry. On pose
Up, :/0 OOfn(lf) dt.
2) Calculer la limite de u,,.
Indications et réponses
1) On nloublie pas la continuité de f,. En 4o,

)] < 5

2) Théoreme de convergence dominée. (fn) converge

o sift] <1
simplement vers f :t — %_%
0 stnon
0
Un =
Planche 23 - IMT - Martin

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére
> 5
o 2n +1
Indications et réponses R = 1.

Utiliser aprés les avoir démontrées les deux DSE :

et calculer sa somme.

io £2n+1
Vtel—1,1[, Arctant= ) (-1)"
o 2n+1

T on41
1 1-—t t
—In| —— :E .
2 1+t n:02n+1



On distingue ensuite : x > 0 en posant x = t>; x < 0 en

posant x = —t%; x = 0.

Finalement :
1 1-—
f(x):hl(l—i—g) six >0, f(z)

Exercice 2
Soit M une matrice de M,,(C) de rang 1.

1) Montrer que M est diagonalisable si et seulement si
Tr(M) # 0.

2) -a- Montrer qu’il existe A € M,;(R) et B €

M, (R) tel que M = AB.
-b- En déduire que M? = Tr(M)M.

3) On pose C'= M + I,,. Déterminer un polyndme an-
nulateur de C. En déduire une condition pour que
C soit inversible puis 'expression de 'inverse.

Indications et réponses

1) Quelle est la dimension de Ker M? Quelle valeur
propre obtient-on, sa multiplicité.
Puis par double implication, en utilisant l’expression
de la trace en fonction des valeurs propres.

2) -a- Un grand classique. La matrice est de rang 1,

que dire des colonnes?
-b- Utiliser 2)-a-.

3) P=X?—(Tr(M)+2)X + (Tr(M) + 1)I,, est annu-
lateur de C.
C est inversible ssi Tr(M) # —1 dans ce cas linverse

) A —
° Te(M) + 1
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Exercice 1

Soit N € M,,(R) telle que la premiére colonne, la derniére
colonne et la diagonale sont composées de 1. Les autres
coeflicients sont nuls.

1) Déterminer rg(N), une base de Im(N) et une base
de Ker(N).

2) Déterminer le spectre de N. N est-elle diagonalis-
able?

Indications et réponses

I /oy /o
: 1 :
1) rg(N) = n—1; base de Im(N): B S I I B
: : 1
1/ \o) \o

1

0

base de Ker(N) : | :

0

-1

2) xn(X) = X(X —1)(X —2). Spectre de N: {0,1,2}.
N est DZ : argument trés rapide.

Exercice 2

Soient A et B deux archers & un concours de tir & Darc.
A tire en premier et touche la cible avec probabilité a o

L]—’ Aretan F

SY Arrate, B tlre et touche la cible avec probabilité b ou
b €]0,1[.

Le concours s’arréte lorsque 'un des archers a touché la
cible.

1) Soit n € N. Déterminer la probabilité que le joueur
gagne a 'instant 2n + 1.

2) Déterminer la probabilité que le joueur A gagne.
3) Déterminer la probabilité que le joueur B gagne.

4) Déterminer la probabilité que la partie ne s’arréte
pas.

5) On pose la variable aléatoire T' comme le lancer ou
la partie s’arréte. Calculer ’espérance de T'.

Indications et réponses

1) P(Cp)=(1—a)™(1—0b)".
a
) PG =
~ (I—a)
3) P(Gp) = a+b—ab’
4) P(N) =0
5) PCT=2n+1)=P(C,), P(T=2n)=(1-a)"(1 -
b)"la
On somme par paquets des indices pairs et impairs,
+oo
1
on utilise ng" = ——.
; ! (1-q)?
2a + 2b — a® — 3ab — a?b
EB(T) = (a+b—ab)?
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Exercice 1
“+oo

On pose : Vn € N*| [, :/ rze " dx.
0

1) Montrer que pour tout n € N*, l'intégrale I,, con-
verge et calculer I,.

+oo z +oo 1
2) Justifier que : /0 ] dxznz::lﬁ.
3) Calculer I = / Int) 4.
, -1

7' . . -
Indications et réponses

1) On prouve lintégrabilité, sans oublier la continuité.

1
I,=—.

Pour le calcul une IPP bien rédigée : 5 -
n

2) Théoréme d’intégration terme a terme.

T re " =
-1 l-—e® an(;z:)

n=1

ot fn(z) =z ™.

3) Posert =e~" et se ramener a 2).



Exercice 2 Planche 27 - IMT - Soléne

On pose : Vt € R, A(t) = (Ch(t) Sh(t)). Exercice 1

sh(t) ch(?) x
On pose f(z) = / cos(xsin §) df.
1) Soit t € R. Montrer que A(t) est diagonalisable et 0

déterr;inero mﬁg mzitrice di&;gonal;g (t)Pﬁ une ma- 1) Montrer que f est de classe C? sur R.
trice P € O3(R) tel que : A(t) = ®F " 2) Montrer que f vérifie I'équation différentielle : x f” +
2) Soit n € Net t € R. Calculer A(t)™. fl—azf=0.
Indications et réponses Indications et réponses

1) A(t) DZ : argument trés rapide. 1) Théqréme de class\e C% des intégrales & paramétre (la
ot 0 1 /1 1 domination est trés simple).
(0 et)’ P= V2 (1 1) 2) On caleule f'(z) et f(z) avec le théoréme d’intégrale
a parametre.
2) A" = <ch(nt) sh(nt)) On effectue une IPP sur f'(x).
s

Exercice 2

Soit (E,< -,- >) un espace vectoriel préhilbertien. On
Planche 26 - IMT - Oscar note || - || la norme euclidienne associée.
Soit f : E — E une application telle que

fOp)=0p  V(z.y) € B [f() - fy)ll = llz -yl
1) Montrer que f conserve le produit scalaire.

1) Montrer que : / tf(sint)dt = z/ f(sint) dt. 2) En déduire que f est linéaire.
0 2 Jo De quel type d’endomorphisme s’agit-il?

Exercice 1

Soit f € C([0,1],R).

™ 2n . .
9) Calculer / Qna? sin (SL‘)Qn da. 3) Question inconnue.
0 cos?(w) +sin™ () Indications et réponses
Indications et réponses 1) Elever au carré l’égalité de hypothése. Développer
' la —0b||? = (a —bla—b) = ....
1) Changement de variable : © =7 — t. Prowver || f(z)| = ||z|| qui sera utile.
2) On pose J, lintégrale.  D’apres 1) : J = 2) Calculer ||f(x + vy) — f(x) — f(W)|* et [|[f(\x) —
™ s 2n 2
z/ s (x)2 dzx. Exploitez la 7- )\Jf(m)H L L
2 Jy cos?™(x)+ sin“"(x) C’est une isométrie.

o iy . . . H 8) Question inconnue.
périodicité et la pariét pour écrire J a l’aide de / . ) @
0

Puis changement de variable t = 5 — .

J=3.
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Exercice 2 Exercice 1
Soit A € GL,(C) tel que A+ A~ = I,,. Pour k € N, on 0 1)
note A=k = (A7), On pose A = '
Calculer pour tout k € N, AF + A~F. (1) 0
Indications et réponses Vk € N, A* + A=*2cos(ET). 1) A est-elle diagonalisable?
Méthode 1 : on calcule (A + A71)2, (A+ A71)3..pour 2) On pose M = A+ I,.
conjecture une formule pour A¥ + A=F = a;.I,,. —a- Calculer M?2.
Ce que l’on prouve par récurrence double, et on montre -b- En déduire que A est inversible et calculer son
dans Uhérédité que agio = ap4+1 — Q. inverse.

Méthode 2 : A+ A~! =1, donne X2 — X +1 est annu-
lateur de A et A™L.

On effectue la division euclidienne de X* par X% — X 41
pour exprimer A* en fonction de A et I, A% en fonction
de A et I. 1) Tres tres rapide.

2) -a- M?*=nM.

3) Déterminer les valeurs propres de A et de M.

Indications et réponses




- A2+ (2—n)A = (n — 1)I. A inversible avec

1
A7l=—— A+ 22y
n—1 + n—1

3) Sp(A) = {n —1,—1} (utiliser rg(A+ I) et la trace). Indications et réponses
Sp(N) = {n,0} (exprier xn) en fonction de x ).

1 +oo 1
2) Montrer que/ F(t)dt = Z/ fa(t)dt.
0 /0

1) an converge simplement wvers F : t —
. sin(mt) tel—1.1
Exercice 2 Ol_t Sl't [1 ’ [ La convergence m’est pas
sit=
Soit n € N. Pour ¢ € [-1,1], on pose fy(t) = sin(mt)t". uniforme car....(que dire de F?)
. _ 2) Théoreme d’intégration terme & terme : & laide
1) Montrer que la série Z fn converge simplement sur d’une IPP puis d’une magjoration montrer que

[—1,1]. On note F' sa somme. ! ™
[ 1talae <
0

La convergence est-elle uniforme? (n+1)(n+2)



