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Pour différencier les exercices selon les difficultés, ils sont étiquetés par les symboles : (O), (x), (xx), (x * *).

e (O): pour un exercice trés proche du cours qui ne nécessite pas trop de recherche, de calcul, de prise d’initiative.
Ce sont des exercices a savoir faire et refaire évidemment.

(OQ): pour un exercice proche du cours qui nécessite un peu plus de calculs, de prise d’initiative. Ce sont des
exercices a savoir faire et refaire aussi.

e (x): pour un exercice qui demande davantage de calculs, de réflexion sans pour autant étre difficile.

e (xx): pour un exercice un peu plus difficile qui demandera davantage de prises d’initiative, davantage de calculs.
Un exercice ou 'on n’a pas forcément tout de suite 'idée qui marche et qui demandera donc peut-étre plusieurs
essais.

e (k% x): pour un exercice beaucoup plus difficile.

Quelques rappels sur les suites

Exercice 1. (©)
1) Ranger par ordre de négligeabilité au voisinage de +oo,
Vo, 9" (In(n))*, nl, n® 47, (In(n))%
2) Ranger par ordre de négligeabilité au voisinage de 400 :

3 3 5 3" 4 n3
n32m, (lnn)7 n’, ot n(lnn), 7" nl

Exercice 2. (V) En utilisant des équivalents ou des développements limités, déterminer les limites des suites de terme
général:

1) un = 2’ + (tan)’ — 4 4) up = <1+ %)" onaeR 8) (¥)un = (ln (e+711>)n

n!+n* — (Inn)b

5) n“sin+ ot a € R

E 9) sin%—%cos%
en — n_n Uy = — 2N 1
N up=——— a" —b" . " 1_1
L Y P y v 6) w, = = ot (a,0) € (R})? Arctan ;; —
a +b 1 1
, 10) u, — In(1+ -) —sin
3) un:(n?’—i—l)% -n ) Uy = (cos%)n " ntani —1
Exercice 3. (©) Déterminer un équivalent simple des suites de terme général:
__qn _ 4 7T 43 1 n
1) up, =3"=(Inn)*+n" —4n° +1 1) up, =n’ln n+ 7) wy = e 1+l
a1 n+ 2 n
sin -
2) u, = n 1 1 1
) u tan 2 5) un—smﬁ—f—ln(l—kﬁ) 8) un:shﬁ—tanﬁ
1 .3 1
3) un:nn_l 6) Unzslnﬁ‘i‘h’l(l“rﬁ)

Exercice 4. (OQ) Déterminer la nature de la suite définie par

— 22 1 1
1) {un+1 =u, +up + 1 Un+1 = 5 <Un + ’U,>

1
Un+1 = *(U% +8)

ug >0 ug >0

Exercice 5. (VO) On souhaite calculer \/1 + A1+ + V1

On introduit la suite (u,)nen définie par ug =1 et:  Vn € N, upaq = 1+ up.




1) Montrer que la suite est bien définie et est positive.

2) Sous réserve de convergence, quelle est alors la seule limite possible pour (u,). On la note I.
3) Prouver: Y(z,y) € (RT)%, |[VI+a— VI+y|< flo—
1 1\"
§|un —l|. En déduire que Vn € N, |u,, — ] < <2) |ug — 1.

5) En déduire la convergence de ((tn)nen)-

4) Montrer que: Vn € N, |upy1 — ] <

Exercice 6 Pour n € N, on pose f,, : ¢ — z° +nz — 1.

1) Montrer que, pour tout n € N, I'équation z° + nz = 1 a une unique solution que I’on notera u,.

2) Déterminer le signe, pour n € N, de f,,(un+1) et en déduire les variations de la suite (up)nen-

4
)

)

3) Montrer que la suite (uy)nen converge; déterminer sa limite.
) Déterminer un équivalent de w,, quand n tend vers +o0; on note a,, cet équivalent.
)

Déterminer un équivalent de u,, — a,, quand n tend vers +oo.

Convergence et calculs de sommes

Exercice 7. () Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes:

1) Séries ...ccccovuveneenen 3) Séries ...cocovevieniens
2\ "t b Z(_g)n+15—2n+1 )
— -
AN = %f+ =T O9Xm (n2_1
) SEries ..ccovevoiieniene

(@@)Z x"™ cos(nh) et Z x" sin(nf)

227173 5n
-a- -b- — neN neN
Z z;;(n“'Q)! onfeRetxe]—1,1]

Exercice 8. (x*) Soit  €]0, 7[. Montrer que Zln (cos (2%)) converge et calculer sa somme. Utiliser sin(2a) = ....7

Exercice 9. (V) On pose pour tout n € N, u,, = v/n+ ay/n+ 1+ by/n +2 ot (a,b) € R2
Etudier la nature de Z uy, en fonction de (a,b) € R%. Dans le cas de convergence calculer la somme.

00 2
1 1
Exercice 10. (x) On admet que nz;l 7= % Montrer que la série nze;] m converge et calculer sa somme.
1
[Pour le calcul de la somme on exprimera la somme partielle d’indice n de Z —— en fonction des sommes
< (2n +1)2
1
partielles de Z — en décomposant selon les termes d’indices pair et impair/
neN
Séries a termes positifs
Exercice 11. (O) Etudier la convergence des séries de terme général
1 1 In(n) n?
1 Up = n = _—— 7 n=——" =
) 2z 4) u, =1In (1 n\f) ) u on 10) uy, @n)!
_ n+1 L 2n 43 1\"
2) Unp, ( 5) Uy = m 8) Un—Sln(4n3+1 11) uﬂ:@—(l—}-n> .
1

)
n)) / _
3) u, = (( _i ))3 6) un = %\/ﬁ 9) unzsin%—tanﬁ

- 1
Exercice 12. (OQ) Etudier la nature de la suite définie par u, = H <1 + >
k=1




an

Exercice 13. (x) Discuter selon la valeur de a € R la convergence de la série de terme général u,, = Tr oo
a

Exercice 14. (x)

1) Soit (un)nen € RY. Montrer que si E u, est une séries a termes positifs convergente alors E u? converge.
2) Ce résultat est-il encore vrai si la série n’est pas supposée a termes positifs.

3) On suppose : Vn € N, u,, > —1 et que les séries Z Uy, €t Z ui convergent. Etudier la série de terme général
In(1 4 uy,).

Un

Exercice 15. (x) Soit E Uy, une série & termes positifs, convergente. Montrer que la série E converge.

n

1
(On pourra utiliser l'inégalité xy < 5(@‘2 +y2) aprés Uavoir justifiée). La réciproque est-elle vraie?

Exercice 16. (V0)Comparaison série intégrale

n
1 nl—e
1 i 1. * = — . M ~ .
) Soit o < 1. On pose pour n € N*, S, kz_:l o ontrer que S, ia
=1 11
. * J— —_ ~ —_—

2) Soit a > 1. On pose pour n € N* R, = k:ﬂ o Montrer que R, ot e

=n

Séries alternées
Exercice 17. ()

(="
n+1

1) Montrer que la série Z converge. Le but de la suite est de calculer la somme de cette série.

SRC0E_ Lt
2) Montrer que pour tout n € N, = — + (—1)n/ dt.
pors k+1 o 1+t o 1+t

3) En déduire le résultat voulu.

Exercice 18. (VQ) Etudier la convergence absolue et la convergence des séries Zun dans les cas suivants

1) 1wy = (—1)" sin% 3) u, = (71)# 5) up=In (1 + (;)”> 6) up, = \/71(5—1—1%

1 -1"1
2) u, = (—1)" cos - 4) u, = D" nn 7) up=sin (7T\/77,2 + 1).

Divers

Exercice 19. (OQ) Déterminer le domaine de définition des deux fonctions

+ooxn +oo 1
Ty — D
A TR R v e

1
Exercice 20. (OQ)Constante d’Euler Pour n € N*, on pose H,, = Z T

1) Pour n € N*, on pose u, = H, — Inn. Déterminer un équivalent simple de w1 — .
2) En déduire qu’il existe une constante ~y telle que : H,, =Inn + v + o(1).

(="

n+1"

3) A Paide de cette relation calculer la somme de la série Z




. . n! U
Exercice 21. (x)Formule de Stirling On pose pour tout n € N : u,, = — e" et v, = —.
nn vn

1 1
1) Montrer que : In(unq1) — In(uy,) = o + O(ﬁ)

2) En déduire la nature de la série Z(ln(vn+1) —In(vy,)).
3) En déduire que n! & un équivalent de forme Cy/n (%) .

On peut montrer que C = /2. C’est la formule de Stirling : n! ~ vV27n (E) .
e

Exercice 22. (x)
u
Soit (un)nen la suite définie par ug €]0, 7| et, pour tout n € N, 1,11 = sin (?n)

1) Démontrer que, pour tout = > 0, sinz < x.

2) Montrer que la suite (uy,)nen converge vers 0.

Unp

)
)

3) Etudier la nature de la série de terme général In (2 Un+l )
)

4) En déduire qu'il existe o > 0 tel que u,, ~ a27".

Exercice 23. (x) Soit z € C un nombre complexe et p € N*.

n
1) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur z pour que la série Z ( )z” converge.
+oo
n
2) Pour tout complexe z pour lequel la série converge, on note :  S,(z) = Z ( )z”
p

n=0

Exprimer, pour p € N, S,11(%) en fonction de S,(z) et Sp4+1(2); en déduire 'expression de Sp(z).

Produit de Cauchy

. 1 4k
Exercice 24. (x) Pour tout entier n € N, on pose : Up = o Z —

1) Démontrer que la série Y u,, converge.
2) Cacluler la somme totale de la série en la reconnaissant comme le produit de Cauchy de deux séries.

Exercice 25. (xx)

1) En remarquant que

1 1
_ _ £\ 1—
/71 k) dt:/ “ du
0 t 0 1—u

démontrer que, pour tout entier n > 1, on a

2) En déduire que




Suppléments 5/2

Exercice 26. (OQ)

x

1) Montrer que I'équation x = e~% a une unique solution réelle. On la note a. Vérifier que a € [e71;1].

2) On consideére la suite (u,,) définie par uyp € R et, pour tout n € N, u, 1 = e .
Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal 4 3, e~! < u,, < L.
Montrer qu'’il existe k €]0; 1] tel que, pour tout n > 3, |up+1 — o < klu, — af.
Montrer que la suite (u, ) converge vers a et donner une valeur approchée de a & 1073 prés.

Exercice 27. (VQ) Etudier la convergence des séries de terme général

—n 1 1
1) u, =e V" 3) up, =Iln— —Insin — 5) up=n

n Vi Vit
2) u, = <cos \/15> - % 4) up =1In (1 - n\l/ﬁ) 6) un = e;zx

n
. . . 1
Exercice 28. (x) Déja vu en cours, le développement asymptotique de Z 7
k=1 k=1
="
n+1

1) Utiliser cette relation pour calculer la somme de la série Z
n>=0
1 1 1
1 k3 2%t2
Démontrer la convergence et calculer la somme de la série Z U
k>0

2) Pour k € N, on pose ug =

Exercice 29. (x) Soit Z uy, une SATP convergente, de somme S. Soit o une application bijective de N dans N.
n=0 n
1) Démontrer que, pour tout n € N, Zug(k) < S.
k=0

2) Démontrer que Zug(n) converge et sa somme, notée S,, vérifie S, < S.

3) Démontrer que S, = S.

Exercice 30. () Soit (un)nen- la suite définie par ug €]0; 5[ et, pour tout n € N, w1 = up cosu,.

1) Etudier la suite (uy,)nen.
2) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"w,,.

3) Déterminer la nature des séries de terme général In(cosuy,), u2 puis uy,.

Exercice 31. (xx)

1) Soit n € N*. Montrer qu'il existe un unique a,, € [0;1] tel que al! = cosay,.
2) Etudier la monotonie puis la convergence de la suite (a,,); on note [ sa limite.

3) Déterminer la valeur de [ puis un équivalent de e, =1 — a,.

Exercice 32. (x) Soit a > 0.

(n+1)

1)!
1) Etudier la convergence de la suite (u,) définie par : Vn € N*, u,, = %
H (a+k)
k=1

n!
(on pourra calculer u, — tp—1).

2) En déduire la nature de la série de terme général v,, = —

[[@+5

k=1




