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1.

S1, Fonctions réelles d’une variable réelle

Soient I un intervalle, f : I — R une fonction, et a un réel élément de I ou extrémité de I. Donner une
définition quantifiée de la convergence de f vers 0 en a.

. Soient f et g deux fonctions dérivables et soient A et p deux réels. Sous réserve d’existence, donner une

expression des cinq fonctions (A f + ug), (f - 9), (f/9), (f*) et (go f).

Soient I un sous-ensemble de R et f : I — R une fonction. Enoncer les hypothéses et les conclusions du
théoréme de la bijection pour f sur I. Quelle est la régularité de f=17?

. Soient [ et J deux sous-ensembles de R et f : I — J une fonction bijective. Sous quelles conditions peut-on

affirmer que f~! est C¥?

. Soient a et b deux réels et f : [a,b] — R une fonction. Enoncer avec ses hypothéses une inégalité des

accroissements finis pour f sur [a, b].

6. Soit f une fonction réelle. Définir le caractére €' de f.

7. Soient I un intervalle et f : I — R une fonction non supposée dérivable. Définir la convexité de f.

8. Soient I un intervalle et f : I — R une fonction que 'on suppose de classe 2. Caractériser la convexité de

St W=

1.

Soient I un intervalle et f : I — R une fonction non supposée dérivable. Définir la croissance de f.

S1, Calcul différentiel et intégral

Enoncer la relation de Chasles pour l'intégrale des fonctions continues sur un segment.

Enoncer la linéarité de I'intégrale des fonctions continues sur un segment.

Enoncer I'inégalité triangulaire pour l'intégrale des fonctions continues sur un segment.

Enoncer la positivité et la croissance de I'intégrale des fonctions continues sur un segment.

Enoncer la formule d’intégration par parties pour I'intégrale des fonctions continues sur un segment.

Qu’est-ce qu’une somme de Riemann? Sous quelles hypothéses peut-on affirmer qu’elle converge vers une
intégrale 7

7. Soit f :t+— t%, ou « est un scalaire différent de —1. Donner une expression d’une primitive F' de f.

8. Soit f:t+— n Donner une expression d’une primitive F' de f.

9. Soit f:t+ e*!, ol a est un scalaire non nul. Donner une expression d'une primitive F de f.

10.

- W e

Soit f : t — In(¢). Donner une expression d’une primitive F' de f.

S1, Applications, point de vue ensembliste

Soient f: E — F et g: F — G deux applications, et soit = € E. Définir (g o f)(z).
Soit f : E'— F' une application. Définir I'injectivité de f.
Soit f : ' — F une application. Définir la surjectivité de f.

Soit f : E — F une application. Définir la bijectivité de f en une expression quantifiée sans passer par
I'injectivité et la surjectivité.
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S1, Informatique

Ecrire en Python une fonction prenant en argument une liste de nombres et renvoyant cette méme liste triée
dans 'ordre croissant, sans faire appel aux fonctions natives dédiées.

Quel est le cotlit asymptotique d’un tri & bulles sur une liste de longueur n ?
Quel est le cotlit asymptotique d’un tri par sélection sur une liste de longueur n ?
Quel est le cotit asymptotique d’un tri fusion sur une liste de longueur n ?

Ecrire en Python une fonction prenant en argument une liste de nombres et renvoyant la plus grande valeur
de cette liste, sans faire appel aux fonctions natives dédiées.

S2, Espaces vectoriels

Former la combinaison linéaire de x1, x2 et x3, affectés des coefficients A1, Ao et Ag.
Donner un exemple d’espace vectoriel non nul, avec sa dimension et un exemple de vecteur non nul.

Soit E un espace vectoriel. Définir ce qu’est un sous-espace vectoriel de F.

Soient 1, ...,x, et y des éléments d'un espace vectoriel. Définir la phrase « y € Vect(x1,...,2,) ».
Soient x1, ..., x, des éléments d’un espace vectoriel E. Définir la phrase « (z1, ..., x,) est génératrice de E ».
Soient x1,...,x, des éléments d’un espace vectoriel. Définir la phrase « (x1,...,z,) est une famille libre ».

Si x est un élément d’un espace vectoriel F/, comment montrer le plus simplement possible que la famille
réduite au seul vecteur x est libre?

Si x et y sont deux éléments d’un espace vectoriel E, comment montrer le plus simplement possible que la
famille (z,y) est libre?

Six, y et z sont trois éléments d’un espace vectoriel E, comment montrer que la famille (z,y, z) est libre ?

Si’on connait la dimension d’un espace vectoriel F, comment prouve-t-on le plus fréquemment qu’une famille
donnée en est une base?

Soient 1, ..., x, des éléments d’'un espace vectoriel E. Définir la phrase « (x1,...,x,) est une base de E ».
Définir la dimension d’un espace vectoriel.
Définir le rang d’une famille de vecteurs.

Définir le rang d’une matrice.

S2, Applications linéaires

1. Définir ce qu’est une application linéaire entre deux espaces F et F'.

2. Donner, en le détaillant, un exemple non nul d’application linéaire entre deux espaces vectoriels.

10.

Soient F et F' deux espaces vectoriels, soit w : £ — F' une application linéaire, soit  un élément de E, et
soit y un élément de F'. Donner les définitions de : z € Keru et y € Imu.

. Soient F et F' deux espaces vectoriels, et soit v : £ — F une application linéaire. Montrer que si u est

injective, alors Keru = {0}.

. Soient E et F' deux espaces vectoriels, et soit u : E — F' une application linéaire. Montrer que si Ker u = {0},

alors u est injective.

Soient E et F' deux espaces vectoriels. Définir ce qu’est un endomorphisme de E, un automorphisme de F,
un isomorphisme entre F et F.

Soient E un espace vectoriel et f une application au départ de E. Comment vérifie-t-on que f est un
endomorphisme de E 7

Soient E et F' deux espaces vectoriels, soit (e1, ..., e,) une base finie de E, et soit u : E — F une application
linéaire. Décrire Im u.

Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit v : £ — F une application linéaire. Définir le rang de u.

Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit u : E — F une application linéaire. Enoncer le théoréme du
rang pour u dans ce contexte.
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S2, Matrices et déterminants

Soient A et B deux matrices carrées de taille n. Définir (A B); ;.

Soit A une matrice carrée de taille n. Définir (AT); ;.

a b c
Donner une expression de det | d e f
g h i

S2, Espaces préhilbertiens réels

. Soit E un R-espace vectoriel. Donner les cinq conditions définissant la phrase « ¢ est un produit scalaire sur

E ».

. Soit £ = R"™ muni de son produit scalaire usuel (-,-). Si x = (x1,...,2n) et y = (y1,...,Yn), rappeler la

définition de (x,y).

3. Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel. Rappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

4. Soit E un espace euclidien. Nommer un procédé permettant de convertir une base quelconque de E en une

10

- W D

ot

base orthonormée.

S2, Analyse asymptotique

. Soit @ un point de R, et soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a. Que signifie o(1)? Et

« f(t) (9(t)) »-

Soit @ un point de R, et soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a. Définir la phrase « f(t) Kol
g(t) »en termes de f(t) — g(t).

Soit @ un point de R, et soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a. Définir la phrase « f(t) Kol
g(t) »en termes de f(t)/g(t).

Soient « et B deux réels strictement positifs. Enoncer les 3 x 2 relations de négligeabilité usuelles entre 1 /%,
3, Int, et quand t — +o0.

= 0
t—a

. Soient « et B deux réels strictement positifs. Enoncer les 3 x 2 relations de négligeabilité usuelles entre 1/,

3, Int, et quand t — 0.

Soit a un nombre réel et soit f une fonction d’une variable réelle définie au voisinage de a. Enoncer avec son
hypothése la formule de Taylor-Young & l'ordre 2 pour f en a.

Donner le développement limité a 'ordre 2 lorsque A — 0 de e”, In(1 + h) et (1 + h)®

S2, Séries

Soit u une suite réelle. Définir la somme partielle de rang n de la série ) uy.

. o, o ) k20 .
Soit u une suite réelle. Définir la convergence et la somme éventuelle de Ta série Y wuy,.
. . . ip - n=0
Soit u une suite réelle. Définir la convergence absolue de la série ) uy,.
. , L. . nz0 L. —
Soit ¢ un nombre réel. Caractériser la convergence et exprimer la somme éventuelle des séries > ¢", Y nqg™ !

et Yon(n—1)¢" 2 n>0  n>1
2

nz , L. . ) L. n
Soit xr un nombre réel. Caractériser la convergence et exprimer la somme éventuelle de la série ) v
n>0

6. Soient (uy,) et (vy) telle ques u, ~ v,. Enoncer les hypothéses et la conclusion du théoréme de comparaison

11

des séries Y uy, et > vy.

S2, Informatique

Dessiner un graphe orienté a trois sommets et cing arétes, puis écrire une matrice d’adjacence associée.
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